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ALLK  BKCUTE,  EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSETZÜNQSRECHTS,  VOBBEHALTEN. 


Vorbemerkungen. 


Endlich  kann  auch  der  erste  Theil  des  zweiten  Bandes  dieser  Aus- 
gabe ans  Licht  treten.    Damit  ist  ein  so  wesentlicher  Schritt  zur  Voll- 
endung der  ganzen  Ausgabe  gethan^   dass  es  mir  zwecklos  erscheint^ 
mich   darüber  auszusprechen^  was  das  Erscheinen  gerade  dieses  Theils 
so  ungebührlich  lange  verzögert  hat.    Nur  so  viel  will  ich  sagen^  dass 
ich  mich  keineswegs  von  Schuld  frei  fühle,  denn  der  Text  und  die  An- 
merkungen sind  schon  seit  einigen  Monaten  gedruckt,  während  ich  mit 
dem  Sachregister,  dessen  Bearbeitung  ich  mir  vorbehalten  hatte,  immer 
noch  im  Rückstande  war. 

Ich  bekenne  offen,  dass  mir  dieses  Sachregister  einige  Mühe  ge- 
macht hat.  Ich  habe  wieder  gesehen,  wie  schwer  es  ist,  ein  wirklich 
gutes  und  brauchbares  Sachregister  zu  liefern,  denn  man  stösst  nur  zu 
oft  auf  Dinge,  die  sich  im  Sachregister  nicht  .recht  befriedigend  oder 
schlechterdings  gar  nicht  unterbringen  lassen.  Es  ist  daher  begreiflich, 
aber  nicht  entschuldbar,  dass  noch  immer  die  meisten  Verfasser  sich 
das  Sachregister  ersparen  oder  sich  mit  einem  blossen  Verzeichnisse  der 
neu  eingeführten  Eimstausdrücke  begnügen. 

Der  vorliegende  Theil  enthält  die  Abhandlungen  zur  Geometrie 
und  Analysis,  die  Grassmann  selbst  durch  den  Druck  veröffentlicht  hat, 
und  ausserdem  die  ersten  sieben  Paragraphen  des  1861  erschienenen 
Lehrbuches  der  Arithmetik,  sowie  den  §  8  des  Lehrbuchs  der  Trigono- 
metrie (1865),  in  deni  die  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
abgeleitet  werden.  Den  letzteren  habe  ich  aufgenommen,  weil  die 
Grassmannsche  Trigonometrie  meines  Wissens  das  erste,  ja  vielleicht 
das  einzige  Lehrbuch  ist,  in  dem  statt  der  inneren  Winkel  des  sphäri- 
schen Dreiecks  die  zugehörigen  Nebenwinkel  benutzt  werden,  was  nach 
einer  anscheinend  zuerst  von  Moebius  gemachten  Bemerkung  für  die 


VI  Vorbemerkungen. 

üebersichtlichkeit  der  Formeln  von  grossem  Vortheile  ist.  Die  Auf- 
nahme der  Stücke  aus  der  Arithmetik  bedarf  wohl  kaum  der  Recht- 
fertigung, denn  alle  neueren  Bearbeiter  der  Grundlagen  der  Arithmetik 
erkennen  an,  dass  die  Darstellung  der  Arithmetik  in  Grassmanns 
Lehrbuche  allen  früheren  Versuchen  gegenüber  einen  ganz  wesentlichen 
Fortschritt  bedeutet  und  dass  si<»  noch  heutzutage  beachtenswerth  ist. 

Die  Abhandlungen  I,  XIII,  XIX,  XX,  XXI  und  XXII  sind  von 
Study  herausgegeben,  II  bis  XII,  XIV  und  XVIII  von  Scheffers, 
das  Uebrige  von  mir.  Study  und  Scheffers  haben  die  von  ihnen 
herausgegebenen  Abhandlungen  durch  zum  Theil  sehr  eingehende  An- 
merkungen erläutert.  Dabei  hat  Seh ef fers  an  zwei  Stellen  den  hand- 
schriftlichen Nachlass  Grassmanns  verwerthen  können,  nämlich  auf 
S.  392,  wo  er  ein  in  Bd.  I,  2,  S.  436  von  mir  gegebenes  Versprechen 
einlöst,  und  auf  S.  428 f.  Dagegen  hat  sieh  zu  den  von  Study  heraus- 
gegebenen Abhandlungen  im  Nachlasse  nichts  mittheilenswerthes  ge- 
funden. 

Zur  Würdigung  der  einzelnen  Abhandlungen  ist  in  den  Anmer- 
kungen alles  Nötige  gesagt,  ich  kann  mich  deshalb  hier  darauf  be- 
schränken, zwei  Punkte  hervorzuheben:  Die  Abhandlungen  XVIII  bis 
XXII  hat  Grassmann  in  seinen  letzten  Lebensjahren  veröffentlicht, 
nachdem  er  sich  vorher  eine  ganze  Reihe  von  Jahren  hindurch  von 
der  Mathematik  abgewendet  hatte.  Es  besteht  nun  insbesondere  bei  XX, 
XXI  und  XXII  ein  auffallendes  Missverhältniss  zwischen  dem,  was  diese 
Arbeiten  wirklich  leisten,  und  den  Ansprüchen,  mit  denen  Grassmann 
darin  auftritt.  Das  hat  jedoch  die  unbedingten  Verehrer  Grassmanns 
nicht  abgehalten,  auch  diese  Arbeiten  weit  über  Gebühr  zu  erheben. 
Ebenso  ist  die  Abhandlung  XÜI  sowohl  von  Grassmann  selbst  als 
von  seinen  Schülern  ganz  wesentlich  überschätzt  worden.  Da  kritik- 
lose Bewunderung  den  bei  dieser  Ausgabe  befolgten  Grundsätzen  voll- 
ständig zuwiderliefe,  musste  darüber  einmal  ein  oflFenes  Wort  gesagt 
werden,  und  so  verweise  ich  denn  auf  die  Ausführungen  S.  431 — 433, 
434—437  und  421f  Andrerseits  sind  Grassmanns  Arbeiten  über 
die  Erzeugung  der  algebraischen  Kurven  noch  viel  zu  wenig  bekannt 
und  noch  lange  nicht  nach  Gebühr  gewürdigt;  man  würde  sonst  nicht 
fortwährend  von  der  Chasles-Jonqui^reschen  Erzeugung  der  alge- 
braischen Kurven  sprechen,  während  man  von  Rechtswegen  dieser  Er- 
zeugung den  Namen  der  Grassmannschen  beilegen  müsste.  Ich  ver- 
weise in  dieser  Beziehung  auf  die  Auseinandersetzungen  S.  372  und  394f. 


Vorbemerkungen.  VII 

Indem  ich  diese  Vorbemerkungen  schliesse,  kann  ich  nicht  umhin, 
öfiTentlich  der  Verlagsbuchhandlung  B.  6.  Teubner  dafür  zu  danken, 
dass  sie  trotz  der  zahlreichen  und  lange  währenden  Unterbrechungen 
des  Drucks  niemals  ihr  so  oft  erprobtes  Entgegenkommen  verleugnet 
hat.  Möchte  es  mir  vergönnt  sein,  den  dritten  Band,  der  die  Pinifungs- 
arbeit  über  Ebbe  und  Fluth,  das  für  die  Veröffentlichung  Geeignete 
aus  dem  Nachlasse  und  eine  Biographie  Qrassmanns  enthalten  soll, 
in   kürzerer  Frist  zu  Ende  zu  führen. 

Leipzig  den  26.  Februar  1904. 

Friedrich  Engel. 
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I. 
Theorie  der  Centralen. 


Von 

H.  Grassmann, 

Lehrer  der  Mathematik  zu.  Stettin. 


(Grelle" 8  Journal  filr  die  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  24,  Heft  3, 
S.  262—282,  Heft  4,  S.  872—380  (1842);  Bd.  26,  Heft  1,  S.  57—73  (1843). 


Die  grossen  Fortschritte,  welche  die  neuere  Geometrie  in  der  Be-  262 
handlang  der  Kegelschnitte  gemacht  hat^  sind  fast  alle  an  die  eigen- 
thümliche  Beziehung  zwischen  Pol  und  Polare  geknüpft.  Indem  ich 
diese  Beziehung  analytisch  abzuleiten  versuchte;  gelangte  ich  zu  einer 
Verallgemeinerung  derselben,  welche  nicht  nur  alle  algebraischen  Kurven 
und  Oberflächen  umfasste,  sondern  auch  in  Bezug  auf  Kurven  und 
Oberflächen  höherer  Ordnungen  die  Polare  selbst  nur  als  besondere  Art 
einer  allgemeineren  Grattung  erscheinen  liess.  Daraus  entwickelte  sich 
die  nachstehende  Theorie,  welche  eine  so  reichhaltige  Reihe  von  Be- 
ziehungen zwischen  den  Kurven  und  Oberflächen  aller  Ordnungen  dar- 
bietet, oder  noch  verspricht,  dass  ich  wohl  glauben  darf,  in  ihr  den 
wahren  Gesichtspunkt  gefunden  zu  haben,  von  wo  aus  sich  der  Zu- 
sammenhang der  verschiedenen  algebraischen  Gebilde  überschauen  lässt, 
und  dass  ich  hoffen  darf,  es  werde  durch  Entwickelung  dieser  Theorie 
auch  schon  jetzt,  wo  sie  erst  in  ihren  Keimen  vorliegt,  ein  nicht  un- 
wesentlicher Beitrag  zur  Theorie  jener  Kurven  überhaupt  geliefert 
werden. 

Die  ganze  Theorie  drängt  sich  um  einen  Satz  zusammen,  als 
dessen  besondere  Gestaltungen  und  unmittelbare  AQwendungen  alle  ihre 
Resultate  erscheinen,  und  welchen  ich  am  vollständigsten  am  Schlüsse 
dieses  Aufsatzes  mitgetheilt  habe.  Den  grossen  Reichthum  der  Be- 
ziehungen, welche  dieser  Satz  darbietet,  wird  man  einigermassen  über- 
sehen,  wenn  man  bemerkt,   dass  nicht  nur  alle  jene  schönen  Sätze, 

1* 
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.'.  Reiche  Poncelet  in  seinem  Memoire  sur  les  centres  de  moyennes  har- 
'* '  moniques*)  jiufstellt;  nur  als  höchst  specielle  Fälle  desselben  erscheinen^ 
sondern  dass  auch  die  wichtigsten  und  allgemeinsten  Sätze  über  Durch- 
messer und  Durchmesser-Ebenen^  Asymptoten^  Tangenten  und  Tangen- 
tial-Ebenen,  über  Krümmungsschwerpunkte  von  Kurven  und  Oberffichen 
und  so  weiter  nur  als  ganz  specielle  Fälle  jenes  Satzes  sich  zeigen  und 
hier  in  ihrem  unmittelbarsten  Wesen  und  Zusammenhange  ans  Licht 
treten;  ja  so  weit  scheint  dieser  Zusammenhang  zu  reichen ^  dass  es 
263  wohl  kaum  einen  allgemeinen  Satz  über  algebraische  f  Kurven  und  Ober- 
flächen geben  mag^  welcher  nicht  mit  jenem  Satze  in  der  engsten  Be- 
ziehung stände. 

Die  Entwicklung  werde  ich  Schritt  um  Schritt  genau  in  der  Art 
geben^  in  welcher  ich  zu  dem  Resultate  gelangt  bin.  Daher  werde  ich 
es  mir  erlauben,  jene  bekannte  Beziehung  zwischen  Pol  und  Polare 
eines  Kegelschnittes  analytisch  abzuleiten,  um  bei  dieser  Entwickelang 
zugleich  die  Möglichkeit  einer  Verallgemeinerung  und  die  Art,  wie  sie 
zu  bewerkstelligen  sein  dürfte,  in  bestimmten  Zügen  vor  die  Augen  zu 
stellen;  und  zwar  in  der  Weise,  wie  sie  sich  bei  jener  analytischen 
Ableitung  aufschloss.  Von  diesem  Satze  aus  werde  ich  dann  (in  §  2 
und  3)  die  Verallgemeinerung,  mit  Einschaltung  der  Betrachtungen, 
welche  mich  dazu  leiteten,  ausführen.  Als  ich  bis  zu  diesem  Punkt 
der  Entwicklung  gekommen  war,  wurde  ich  durch  die  Analogie  der 
Resultate  auf  das  oben  angeführte  Memoire  von  Poncelet  geleitet, 
welches  mich  dann  zu  der  in  §  4  vorgenommenen  Vereinfachung  führte 
und  zu  der  in  §  8  ausgeführten  reciproken  Umwandlung  veranlasste, 
während  die  dazwischen  befindlichen  Paragraphen  nur  Folgerungen  aus 
dem  Hauptsatz  enthalten.  Die  Schlussbemerkung  endlich  stellt  eine 
noch  höhere  Stufe  der  Verallgemeinerung  dar. 

Bei  der  ganzen  Entwicklung  werde  ich  mich  stets  derjenigen  Be- 
zeichnung einer  Strecke  durch  ihre  Endpunkte  bedienen,  in  welcher 
die  Richtung  vom  Anfangspunkte  zum  Endpunkte  hin  zugleich  mit 
festgehalten  wird,  und  wonach  also  AB  und  BÄ,  wenn  Ä  und  B 
Punkte  vorstellen,  als  entgegengesetzte  Grössen  aufgefasst  werden,  das 
heisst  ÄB^=  —  BÄ  oder  ÄB'-\-BÄ  =  0  gesetzt  wird;  wonach  femer, 
wenn  A,  B,  C  Punkte  einer  Geraden  sind,  allemal  AB  -^  BC  =  ÄC 
ist,  welche  Lage  auch  immer  die  drei  Punkte  in  jener  Geraden  haben 
mögen,  und  wonach  endlich  zwei  Verhältnisse  einander  entgegengesetzt 
genannt  werden,  wenn  die  Glieder  des  einen  gleichgerichtete,  die  des 


♦)  [Crelle's  Journal  Bd.  3,  S.  213—272  (1828,  29),  wieder  abgedruckt  im 
Traitä  des  propri^t^s  projectives  des  figures,  Bd.  II,  S.  1—56.] 
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anderen   ent^gengesetzt   gerichtete   Strecken   darstellen*).  Sind   zum 

Beispiel  a,  6,  c,  d  vier  Strecken,  und  ist  y  =  —  -j,   so  sagen  wir: 
a  verhält  sich  zu  b  entgegengesetzt,  wie  c  zu  d. 


§1. 

Analytisohe  Ableltnng  der  Polare  eines  KegelBChnittes  264 

in  Bezug  anf  einen  Punkt. 

Der  Satz,  dessen  analytischen  Beweis  wir  hier  zum  Ausgangspunkt 
der  Entwickelung  nehmen,  ist  folgender: 

Wenn  man  von  einem  festen  Punkte  P  du/reh  einen  festen  KegeJr 
schnitt  eine  bewegliche  Gerade  zieht,  welche  denselben  in  zwei  Punkten  8^ 
und  8^  schneidet,  und  man  bestimmt  auf  dieser  Geraden  den  zu  P  und 
dem  Punktenpaare  S^  und  8^  gehörigen  vierten  harmonischen  Punkt  Q, 
das  heisst  denjenigen  Punkt,  dessen  Entfernungen  von  den  beiden  Durch- 
schnitt^mnkten  sich  entgegengesetzt  verhalten,  wie  die  Entfernungen  des 
festen  Punktes  von  denselben  Durchschnütspunkten,  so  ist  der  Ort  des  so 
bestimmten  Punktes  Q  eine  Gerade. 

Nämlich  vermöge  der  im  Satze  ausgesprochenen  Bedingung  hat  man: 

QS,  _        PS, 
QS,  -        PS,  ' 
oder 

Q8,.P8,  +  Q8,.PS,  =  0. 

Um  hier  alle  Entfernungen  von  dem  festen  Punkte  P  aus  zu  haben, 
setzen  wir 

QS,  =  QP+PS,  =  PS,  -PQ^s,-q, 

indem  wir  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  von  dem  festen  Punkte 
mit  dem  entsprechenden  kleinen  Buchstaben  bezeichnen,  und  erhalten: 

(1)  2s,s^  =  q(s,  +  s^): 

eine  Gleichung,  welche  die  harmonische  Lage  des  Punktes  Q  bestimmt. 
Wir  machen  femer  den  festen  Punkt  P  zum  Durchschnittspunkt 
zweier  Rieht -Axen,  und  nehmen  an,  die  Gleichung  des  Kegelschnittes 
sei  dann 

(2)  y2  +  axy  +  bx^  +  cy  +  dx  +  e  ==0, 

welche  Gleichung  also  die  Relation  zwischen  den  Richtstücken  x  und  y 


*)  Diese  Bezeichnung  ist  in  solcher  Art  schon  von  Möbius  mit  grosser  Eon- 
sequenz festgehalten;  vgl.  dessen  barycentrischen  Calcul  p.  3  u.  ff. 
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irgend  eines  Punktes  S  im  Umfang  des  Kegelschnittes  darstellt*).  End- 
lich nehmen  wir  an,  dass  x'  und  y  die  Richtstücke  des  Punktes  Q 
seien^  bezogen  auf  dasselbe  Axenkreuz.  Dann  haben  wir,  wenn  P,  5, 
Qy  wie  es  im  Satze  gefordert  wird^  in  einer  Geraden  liegen  sollen,  die 
Gleichungen 

f  ^-  =  -?.  =  JL . 

X         y'         g  ' 

weil 'nämlich  das  von  den  Strecken  x,  y,  s  umschlossene  Dreieck  dem 
von  x\  y'y  q  umschlossenen  ähnlich  ist,  so  dass 

(3)  «  =  f^'5    y  =  Yy- 

265  Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  (2)  erhält  man: 

(4)  yl+ «•^>:  .tJ-^V  +  '?!+''*'  5  +  c  =.  0. 

Die  Wurzel  werthe  s^  und  s^  dieser  quadratischen  Gleichung  sind  dann 
schliesslich  in  (1)  zu  substituiren,  um  die  gesuchte  Ortsgleichimg  für 
Q  zu  erhalten.  Da  aber  jene  Gleichung  (1)  nur  die  Summe  und  das 
Produkt  der  Wurzeln  enthält,  so  können  wir  von  dem  bekannten  Ge- 
setze Anwendung  machen,  dass  die  Summe  der  Wurzeln  einer  quadra- 
tischen Gleichung  sich  zu  ihrem  Produkte  entgegengesetzt  verhalt^ 
wie  der  Koefficient  der  ersten  Potenz  der  Unbekannten  zu  der  Kon- 
stanten; also 

Diese  Werthe  in  die  Gleichung  (1)  substituirt,  geben 

(5)  cy  +  dx  +  2c  =  0 

als  Ortsgleichung  des  Punktes  Q:  also  ist  sein  Ort  eine  Gerade. 

Diese  Gerade  nun  ist  es,  welche  man  die  Polare  des  Kegelschnittes 
in  Bezug  auf  den  Punkt  P  nennt. 

§2. 
Verallgemeinerung  des  gefundenen  Beeniltats. 

Betrachtet  man  den  Gang  des  soeben  geführten  Beweises,  um  die 
Möglichkeit  einer  Verallgemeinerung  zu  übersehen,  so  ist  zunächst  klar, 
dass  die  Bedingungsgleichungen  (3)  für  die  Lage  der  Punkte  P,  S,  Q 
in  einer  Geraden  unabhängig  sind  von  der  Natur  der  Kurve,  und  dass 


*)  Statt  der  Namen  Koordinaten  und  Koordinaten-Azen  gebrauche  ich  die 
deutschen  Namen  Richtstückc  und  Rieht- Axen:  eine  Benennung,  welche  wohl 
keiner  Rechtfertigung  bedarf. 
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sie  auch  noch  auf  dieselbe  Weise  für  die  Oberflächen  gelten.  Ist  daher 
statt  der  Gleichung  (2)  die  Gleichung  irgend  einer  Kurve  oder  Ober- 
fläche gegeben^  so  wird  dwaus  durch  Substitution  vermittelst  der  Glei- 
chungen (3)  eine  Gleichung  hervorgehen,  welche  der  Gleichung  (4) 
entspricht  und  welche  in  Bezug  auf  s  von  demselben  Grade  ist,  wie 
die  neue  Gleichung  (2).  In  der  That  bestimmt  die  Gleichung  (4)  als- 
dann nur  die  Durchschnittspunkte  einer  von  dem  Axendurchschnitt  P 
aus  gezogenen  Geraden  mit  der  gegebenen  Kurve  oder  Oberfläche. 

Der  eigentliche  Nerv  jenes  Beweises  liegt  nun  aber  offenbar  in 
dem  Uebergange  aus  der  Gleichung  (4)  in  (5).  Dieser  Uebergang 
wurde  vermittelt  durch  den  Satz,  welcher  die  Relation  zwischen  den 
Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  und  deren  Koefflcienten  darstellt. 
In  demselben  Masse  also,  wie  sich  diese  Belation  verallgemeinem  lässt, 
wird  sich  auch  das  darauf  gegründete  Resultat  verallgemeinem  lassen. 
Hiermit  haben  wir  demnach  das  wesentliche  Princip  der  beabsichtigten  266 
Verallgemeinerung  gefunden. 

Die  allgemeine  Relation  zwischen  den  Wurzeln  einer  Gleichung 
und  den  Koefflcienten  derselben  lässt  sich  am  einfachsten  und  allge- 
meinsten auf  folgende  Weise  aussprechen:  ,Jn  jeder  algebraischen  Glei- 
chung verhalten  sich  die  Koefflcienten  zweier  Potenzen  der  Unbekann- 
ten, wenn  die  Differenz  der  beiden  Potenz-Exponenten  gerade  ist,  eben 
so,  wenn  ungerade,  entgegengesetzt,  wie  diejenigen  Kombinationsklassen 
der  Wurzeln,  deren  Hassenzahlen  jene  Exponenten  zu  der  Gradzahl 
der  ganzen  Gleichung  er^nzen;  wenn  nämlich  die  Kombinationen  als 
Produkte  ihrer  Elemente  aufgefasst  und  zu  einander  addirt  werden.'^ 
Ist  also  ttr  der  Koefflcient,  welcher  zur  r-ten  Potenz  der  Unbekannten 
gehört,  und  bezeichnet  Cr  die  r-te  Kombinationsklasse  aus  den  Wurzeln, 
im  Sinne  des  Satzes  genommen,  so  hat  man,  wenn  n  die  Gradzahl  der 
Gleichung  ist, 

wo  der  Faktor  ( —  1)'"''  nur  das  Gesetz  der  Zeichen  darstellt.  Setzt 
man  hier  ^  =  n,  so  hat  man,  da  die  nullte  Kombinationsklasse  allemal 
der  Einheit  gleich  ist, 

eine  Form,  von  welcher  wir  besonders  Gebrauch  machen  werden. 

Vermittelst  dieses  Gesetzes  nun  hatten  wir  aus  der  Gleichung  (4) 
die  Endgleichung  (5)  dadurch  abgeleitet,  dass  wir  die  Koefflcienten  der 
ersteren  statt  der  Summe  und  des  Produktes  der  Wurzeln  in  (1)  sub- 
stituirt  hatten;  wobei  q  von  selbst  wegflel.    Wir  werden  also  jetzt  im 
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allgemeinen  Falle  statt  der  Gleichung  (1)  eine  solche  Gleichung  an* 
nehmen  müssen^  welche  nur  von  den  Kombinationsklassen  der  Wurzeln 
aus  (4)  abhängt^  und  zwar  so^  dass,  indem  wir  die  Eoefficienten  von 
(4t)  statt  dieser  Eombinationsklassen  in  die  neue  Gleichung  (1)  substi- 
tuiren,  q  von  selbst  wegfalle.  Nehmen  wir  an,  dass  in  dieser  Glei- 
chung (1)  jede  Potenz  von  q  nur  mit  einer  Kombinationsklasse  der 
Wurzeln  multiplicirt  sei,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass,  damit  q 
bei  jener  Substitution  wegfalle,  die  Ordnungszahl  dieser  Kombinations- 
klasse den  zugehörigen  Exponenten  von  q  zu  n,  der  Gradzahl  der  Glei- 
chung, erganzen  müsse;  wie  sich  dies  bei  der  nachfolgenden  Entwicke- 
lung  noch  deutlicher  darlegen  wird*). 
267  Wir  haben  nun  f  alle  Elemente  der  beabsichtigten  Verallgemeine- 
rung zur  Hand,  durch  deren  Zusammenstellung  wir  daher  sogleich  zu 
dem  gesuchten  Satze  in  seiner  allgemeinsten  Form  gelangen  werden. 

Es  sei  sonach  von  einem  festen  Punkte  P  durch  eine  feste  Ober- 
fläche n-ter  Ordnung  eine  bewegliche  Gerade  gezogen,  welche  dieselbe 
in  den  Punkten  S^,  , , ,  S^  schneide.  Man  bestinmie  in  dieser  Geraden 
den  Punkt  Q  durch  die  Gleichung 


(1) 


•  1  i 

•  n — 1  •  n 


in  welcher  wieder,  wie  oben,  statt  PQ,  PS^,  . .  .  gesetzt  ist  2,  «i,  . . ., 

•  r 

worin  femer  (s^  •"  Sn)  die  r-te  Kombinationsklasse  aus  den  Entfemun- 
gen  s^  ...  Sn  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  bezeichnet,  und  worin 
«n,  . . .  c^o  konstante  Koefficienten  sind.  Um  diese  Gleichung  kürzer 
schreiben  zu  können,  bedienen  wir  uns  der  bekannten  Summenbezeich- 
nung, und  haben  also 

(1)  ^aa(5i  •••««)"" ff«  =  0, 

indem  das  Summenzeichen  die  Summe  aller  Glieder  darstellt,  welche 
man  erhält,  wenn  man  dem  a  nach  und  nach  alle  Werthe  von  n  bis 
0  giebt**). 


*)  Dieselbe  Bedingung,  dass  q  wegfalle^  lässt  sich  noch  auf  eine  allgemeinere 

Weise  realisiren,  indem  man  in  der  Gleichung  (1)  jede  Potenz  von  q  mit  einem 

Produkt  aus  mehren  Kombinationsklassen  der  Wurzeln  multiplicirt  sich  vorstellt: 

eine  Verallgemeinerung,  welche  ich  in  der  Schlussbemerkung  versucht  habe. 

**)  Es  ist  hier  keineswegs  nothwendig,  die  Bedingung,  dass  a  nur  alle  ganzen 

Werthe  von  0  bis  n  darstelle,  noch  als  eine  besondere  Bedingungsgleichung  hin- 

•a 
zuzufügen,  indem  der  Ausdruck  («j  ...  8^)  für  alle  andern  Werthe  von  a  von  selbst 

verschwindet. 
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Es  sei  ferner  die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche,  den  Punkt 
P  wieder  zum  Axendurchschnitt  genommen^ 

Fn(x,y,0)+Fn-i(x,y,0)'\ \- F,(x,y,0)  +  F^{x,y,0)  =  O, 

indem  wir  hier  unter  FriXyy^z)  eine  homogene  {ganze}  Funktion  vom 
r-ten  Grade  von  Xy  y,  z,  das  heisst  eine  solche  Funktion  dieser  drei 
Veranderlichen  verstehen,  deren  Glieder  in  Bezug  auf  diese  Veränder- 
lichen vom  r-ten  Grade  sind,  und  wo  also  F^ix^y^z)  einer  Konstanten 
gleichbedeutend  ist.  Indem  wir  wieder  die  Summenbezeichnung  an- 
wenden, lässt  sich  jene  Gleichung  kürzer  so  schreiben: 

(2)  2Fa(x,y,d)=^0. 

Als  Bedingungsgleichung  für  die  Lage  der  Punkte  P,8,  Q  in  einer 
Geraden  haben  wir  wieder,  wenn  x,  y',  ii  die  Bichtstücke  des  Punktes  268 
Q  in  Bezug  auf  dieselben  Bicht-Axen  bezeichnen: 

X  y_ z  « 

oder 

(3)  ^  =  f^';    y^fy';    ^  =  7^'- 

Diese  Werthe  in  die  Gleichung  (2)  substituirt,  geben 

(4)  ^.i^^-0. 

Wenn  nun,  wie  wir  voraussetzen,  die  Gleichung  (2)  vom  »-ten 
Grade  ist,  so  ist  es  auch  diese  Gleichung  (4)  in  Bezug  auf  s.  Die 
n  Wurzeln  dieser  Gleichung  5^,  . . .  ä„,  oder  vielmehr  die  daraus  ge- 
bildeten Eombinationsklassen  sind  nun  in  (1)  zu  substituiren.  Es  ist, 
wenn  man  wieder  für  einen  Augenblick  den  Koefficienten  von  ^  in 
dieser  Gleichung  durch  a^  bezeichnet, 

(«,-*»)""  =  J-(-i)"-- 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  (1),   multiplicirt  dann   die  ganze 

F   icc    t/'   !^\ 

Gleichung  mit  a»  und  setzt  statt  a^^  seinen  Werth  — ^ — ^— ^ — ,  so  er- 
giebt  sich 

(5)  ^a.J'.(a;',y',/)(-l)-«  =  0; 
das  heisst 

«^i^,(x',y>')  -  a..yF^-,{x,xf,z)  +  .••  +  (-1)-»«,  J',(a;',y>')  + 
+  (-l)»a„2?'o(:r',y',/)  =  0, 
als  Ortsgleichung  für  den  Punkt  Q,    Diese  Gleichung  ist  im  allgemein- 
sten Falle   vom  w-ten  Grade;   aber   ihr  Grad   kann   sich   beliebig   ver- 
ringern, wenn  irgend  eine  Anzahl  von  den  Koefficienten  a«,  «n— i,  ••,  von 
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Un  an  gerechnet,  Null  wird.  Werden  zum  Beispiel  von  den  Eoefficien- 
ten  alle  diejenigen,  deren  Zeiger  grosser  als  m  ist,  gleich  Null  gesetzt^ 
so  sind  die  Gleichungen  (1)  und  (5)  nur  noch  vom  m^ten  Gh^de. 

Die  Resultate  der  ganzen  Entwickelung  können  wir  in  folgenden 
Satz  zusammenstellen: 

Wenn  man  von  einetn  festen  Punkt  P  ans  durch  eine  feste  Ober- 
fUiche  n-ter  Ordnung  eine  bacegliche  Gerade  zieht^  wdche  diesdbe  in  den 
n  Punkten  S^^  ...  S^  schneidet,  utid  dann  auf  dieser  Geraden  einen  oder 
mehrere  Punkte  Q  durch  eine  Gleidiung  (1)  besHmmtj  wdAe  nach  Polen- 
jsen  von  PQ  in  der  Art  fortschreitet,  dass  jede  r-te  Potenz  von  PQ  mit 
der  ergänzenden,  das  heisst  (n — r)-ten  Kombinationsklasse  cms  den  Ent- 
^^^femungen  f  PS^,  . . .  PS^  (die  Elemente  muUiplicirt,  die  Kombinationen 
addirt)  und  einem  unllkürliclien  konstanten  Koefficienten  Or  muUiplicirt 
ist:  so  ist  der  Ort  des  Punktes  Qy  sobald  man  P  zum  Durchschnittspmikt 
der  Bicht'Axen  macht,  durch  eim  Gleichung  (5)  bestimmt,  wdche  mon 
aus  der  ursprünglichen  Gleichung  (2)  der  Oberfläche  dadurch  gewinnt, 
dass  man  jedes  Glied  der  letzteren  mit  demjenigen  Koefficienten  aus  (1) 
multiplicirty  dessen  zugehöriger  Potenz -Exponent  dem  Grade  dieses  Gliedes 
gleidi  ist,  das  Zeichen  aber  unverändert  lässty  oder  entgegengesetzt  nimmt, 
je  nachdefn  der  Grad  dieses  Gliedes  einen  geraden,  oder  ungeraden 
Werth  hat*). 

So  sind  wir  nun  zwar  zu  einem  sehr  allgemeinen  Resultate  ge- 
langt: dasselbe  hat  aber  noch  wegen  der  Unbestimmtheit  der  Koeffi- 
cienten a  keine  individuelle  Bedeutung,  und  es  fehlt  ihm  noch  an  dem 
wesentlichen  Princip,  welches  jedes  Allgemeine  allein  fruchtreich  zu 
gestalten  vermag. 

§3. 
Individuelle  Q^staltung  des  allgemeinen  Besultats. 

Um  das  allgemeine  Resultat  fruchtbringend  zu  individualisiren, 
müssen  wir  eine  Bestimmung  der  Koefficienten  a  versuchen,  welche  die 
wesentlichsten  und  einfachsten  Beziehungen  auffasst;  wobei  wir  uns 
aber  wiederum  durch  die  Beziehung  zwischen  vier  harmonischen  Punk- 
ten leiten  lassen.  Nämlich  sind  S^  und  S^,  P  und  Q  die  beiden  har- 
monischen Punktenpaare,  so  liess  sich  die  harmonische  Beziehung  der- 
selben ausdrücken  durch  die  Gleichung 

PS,  "f"  P5,  ""  '^• 
Es  ist  klar,  dass  hier,  wenn  S^  und  S^  in  einen  Punkt  S  zusammen- 

*  Es  verBteht  sich  von  selbst,  dass  der  Satz  ebenso  für  ebene  Kurven  gilt. 
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fallen,  die  Gleichung  in  Q8  =  0  sich  verwandelt;  das  heisst,  Q  fällt 
alsdann  in  denselben  Punkt  8,  Halten  vnr  nun  diese  Beziehung  auch 
f&r  den  allgemeinen  Fall  fest;  dass  nämlich,  wenn  die  Punkte  iSf^, . . .  iS« 
alle  in  einen  Punkt  S  zusammenfallen,  dann  auch  die  Punkte  Q,  deren 
Anzahl  m  sein  mag,  alle  in  denselben  Punkt  8  fallen,  so  gelangen  wir 
sogleich  zu  einer  Bestimmung  sämmtlicher  Eoefficienten  a,  sobald  die 
Anzahl  m  der  Punkte  Q  gegeben  ist;  und  in  der  That  lässt  sich  kaum 
eine  einfachere  Beziehung  zwischen  jenen  Punkten  denken*). 

Die  Gleichung  (1)  verwandelt  sich  für  den  Fall;  dass  alle  Punkte 
Siy  . . .  Sn  in  einen  Punkt  8  zusammenfallen,  in 

^«aw".  PS— *  .  P^  =  0    oder    ^aafis^'-^q^' =^  0, 

•a 

WO  n  die  Anzahl  der  Kombinationen  aus  n  Elementen  zur  Q-ten  Erlasse,  270 

also  die  Zahl 

n(n  — 1)»»  (n  — Q  +  1) 
12  ...  a 

bezeichnet.    Nämlich  da  s^  =  ^  =  . .  •  =  5«  =  s  ist,  so  verwandelt  sich 

(«1  ...  5«)  in  n  s"""*,  wo  statt  n  das  ihm  gleiche  n  gesetzt 
werden  kann.  Soll  es  nun  m  Punkte  Q,  das  heisst  m  Werthe  von 
PQ  oder  q  geben,  so  muss  die  letzte  Gleichung  in  Bezug  auf  q  vom 
m^ten  Grade,  das  heisst  aa  muss,  so  lange  Q  grösser  als  m  ist,  gleich 
Null  sein.  Sollen  femer  diese  m  Punkte  Q  alle  in  8  fallen,  das  heisst, 
sollen  die-  m  Wurzelwerthe  für  q  alle  gleich  s  sein,  so  können  wir 
wieder  von  der  Relation  zwischen  den  Eoefficienten  einer  Gleichung 
und  den  Kombinationsklassen  der  Wurzeln  Gebrauch  machen.  Bezeich- 
nen wir  wieder  für  einen  Augenblick  den  Koefficienten  von  q^  in  obiger 
Gleichung  durch  «a,   so   ist,   da  der  Grad  der  Gleichung  m  ist,   die 

a 
(m  —  a)-te  Kombinationsklasse  der  Wurzeln  gleich  — ^( — l)*"""".    Da 

hier  alle  m  Wurzeln  gleich  s  sein  sollen,  so  ist  die  (m  —  o)-te  Kom- 
m—o ^        •  a 
binationsklasse  der  Wurzeln  gleich  m      5^—«  oder  gleich  m  s"*~".  Sub- 

stituiren  wir  nun  auch  die  Werthe  von  üa  und  Om  aus  obiger  Gleichung, 

80  ergiebt  sich 

das  heisst 


•)  Auch  ist  dies  offenbar  die  einzige  Annahme,  bei  welcher  Projektivität 
stattfinden  kann  (vgl.  §  4). 
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•a 


aa  =  ^«mW  (—1)'»-«; 
n 

wodurch  die  Koefficienten  der  Gleichung  (1)  bestimmt  sind.    Substituirt 
man  nämlich  den  gefundenen  Werth  in  die  Gleichung  (1),  und  diridirt 

•m 

mit  dem  gemeinschaftlichen  Faktor  cCfnfi  ,  so  erhält  man 

(la)  2^(^i-  J~V(- 1)—'  =  0; 

n 

und  substituirt  man  denselben  Werth  in  die  Endgleichung  (5),  so  er- 

•m 

hält  man,  nachdem  man  dieselbe  wieder  mit  cCfnH  ( —  1)"*+"  dividirt  hat, 

n 
Wir  sind  also  zu  dem  Resultate  gelangt,  dass,  wenn  die  Gleichung 
(la)  die  Lage  der  Punkte  Q  in  der  von  P  aus  durch  die  Oberfläche 
gezogenen  Geraden  bestimmt,  dann  die  Gleichung  (Ya)  die  Ortsgleichung 
des  Punktes  Q  ist. 

Ist  insbesondere  m  =  1,  so  haben  wir  in  (la)  nur  zwei  Werthe 
271  für  a,  nämlich  o  =  1  und  0  =  0  anzunehmen,  indem  für  jeden  andern 

Werth  von  Q  die  Eombinationszahl  m,  das  heisst  hier  1,   gleich  Null 
wird.     Man  hat  also  für  diesen  Fall 


■^(«1  •••«*)      2  — («1  •••«»)  =0. 

.1  ■" 

Diridirt  man  diese  Gleichung  mit  —  (^  *  **  ^n)  9  so  erhält  man 


n 

7^^  +  ^  +  '"  +  ^' 

das  heisst 

PQ~  PS,  "^  PÄ,  "T  *"  PS^  ' 

Es  ist  sonach  der  Punkt  Q  für  diesen  Fall  nichts  anderes,  als  was 
Poncelet  das  Centrum  der  harmonischen  Mitten  der  Punkte  Sj,  ...  8n 
in  Bezug  auf  den  Punkt  P  nennt*). 

Wir  ändern  diese  Benennung,  um  sie  auf  den  allgemeinen  Fall 
anwenden  zu  können,  dahin  ab,  dass  wir  Q  die  harmonische  Mitte  zwi- 
schen S^j  ...  Sn  in  Bezug  auf  P  nennen;  fallt  insbesondere  P  ins  Un- 
endliche, so  nennen  wir  jenen  Punkt  Q  schlechthin  die  MiMe  zwischen 


*)  In  seinem  Memoire  sor  les  centres  de  moyennes  harmoniques,  welches  im 
dritten  Bande  dieses  Journals  abgedruckt  ist. 
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den  Punkten  S^y  ...  Sn*)*  Für  den  allgemeinereii  Fall  nun  nennen  wir 
die  durch  die  Gleichung  (la)  bestinunten  Punkte  Q  die  harmonischen 
Mitten  m-ter  Ordnung  zwischen  jenen  Punkten  S^^  . , .  Sn  in  Bezug  auf 
P,  und  bemerken  nur  noch,  dass  die  wesentliche  Bedeutung  dieser 
Punkte  Q^  welche  in  der  Gleichung  (la)  noch  verhüllt  liegt,  erst  im 
folgenden  Paragraphen  ans  Licht  treten  wird**).  Nehmen  wir  nun 
einen  Punkt  P  und  eine  Oberfläche  an,  und  ziehen  von  P  beliebige 
Strahlen,  so  nennen  wir  die  auf  den  Punkt  P  bezüglichen  harmonischen 
Mitten  zwischen  den  Durchschnittspunkten  eines  jeden  solchen  Strahles 
und  der  Oberfläche,  zugleich  die  zu  der  Oberfläche  gehörigen  harmo- 
nischen Mitten  m-ter  Ordnung  in  Bezug  auf  P,  und  den  geometrischen 
Ort  derselben  die  m-te  Centrale  der  Oberfläche  in  Bezug  auf  P.  Ver- 
mittelst dieser  Benennungen,  welche  der  ganzen  folgenden  Abhandlung 
zu  Grunde  liegen,  lässt  sich  das  allgemeine  Resultat  in  folgendem  Satz 
aussprechen: 

Die  m-te  Centrale  einer  Oberfläche  n-ter  Ordnung  in  Bezug  auf  einen  272 
festen  Punkt  P,   das  heisst  der  Ort  eines  Punktes  Q,  welcher  in  einer 
von  P  aus  gezogenen,  die  Oberfläche  in  den  Punkten  S^,  ...  Ä»  schnei- 
denden,  beweglichen  Geraden  dergestalt  liegt,  dass  der  Gleichung  (la) 

2"  4  (PS,,  ■  •  •,  PS,)'^.  P(2«  .  (- 1)»-  =  0 

n 
genügt  wird,  ist  eine  Oberfläche  m-ter  Ordnung;  und  zwar  ist,  wenn  die 
gegebene  Oberfläche  (P  zum  Axendiirchschnitt  genmnmen)  durcfi  die  Glei- 
chung (2) 

2Fa(x,y,z)  =  0 

dargestellt  wird,  die  Gleichung  (Va)  der  mrten  Centrale  folgende: 

n 
Die  specielle  Form  dieses  Satzes  für  m=  1  wird,  da  dann  (Va)  in 


•)  Dieser  Punkt  ist,  wie  sich  später  zeigen  wird,  der  Punkt  der  mittleren 
Entfernung  zwischen  jenen  Punkten.  Wenn  wir  ihn  hier  die  Mitte  nennen,  so 
gewinnen  wir  den  für  die  Verallgemeinerung  unerlässlichen  Vortheil  einer  kürzeren 
Bezeichnung,  ohne  den  einer  unzweideutigen  und  sprachgemässen  Benennung  auf- 
zugeben. 

♦^  Danach  wurde  also  für  jenen  Fall,  wo  t«  ==  1  war,  noch  der  Zusatz  „erster 
Ordnung**  hinzukommen  müssen:  doch  kann  dieser  Zusatz,  wenn  es  nicht  auf  den 
Gegensatz  ankommt,  um  so  eher  weggelassen  werden,  da  die  erste  Ordnung  auch 
meist  schon  durch  die  Singularform  angedeutet  wird. 
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sich  verwandelt^  folgende  sein: 

Die  erste  Centrale  einer  Oberfläche  n-ter  Ordnung  in  Bezug  auf 
einen  festen  Punkt  P,  das  heisst  der  Ort  eines  Punktes  Q,  welcher  in 
einer  von  P  aus  gezogenen,  die  Oberfläche  in  den  Punkten  S^,  ...  S, 
schneidenden  betceglichen  Geraden  dergestalt  liegt,  dass  der  Gleichung 

PQ        PS^  ^  PÄ,  ^        ^  PS^ 

genügt  wird,  ist  eine  Ebene;  und  zwar  wird  die  Gleichung  derselben 
(wenn  P  zum  Axendurchschnitt  gema^cht  ist)  aus  der  der  gegebenen  Ober- 
fläcJie  dadurdi  gefunden,  dass  man  in  der  letzteren  aUe  Glieder  von  einem 
Mheren  Grade  als  dem  ersten  weglässt  und  das  konstante  Glied  mit  n 
mültiflicirt. 

Da  man  jedes  System  von  n  Ebenen  als  Oberfläche  n-ter  Ordnung 
ansehen  kann^  so  ist  eine  specielle  Folgerung  dieses  speciellen  Satzes 
der  von  Poncelet  in  dem  angeführten  Memoire  aufgestellte  Satz^  näm- 
lich, dass,  wenn  man  von  einem  festen  Punkt  durch  ein  System  von 
Ebenen  beliebige  Strahlen  zieht  und  auf  jedem  Strahl  zwischen  seinen 
Durchschnittspunkten  mit  jenen  Ebenen  die  harmonische  Mitte  (erster 
Ordnung)  in  Bezug  auf  jenen  festen  Punkt  nimmt,  diese  Mitten  alle 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Und  auch  die  übrigen  in  jenem 
273  Memoire  aufgestellten  Sätze  erscheinen  als  f  specielle  Falle  jenes  Satzes, 
wenn  man  auf  ihn  das  Princip  der  Beciprocität  anwendet;  wie  sich 
späterhin  (§  8)  zeigen  wird.  Auch  deutet  Poncelet  in  jenem  Memoire 
(p.  253)*)  darauf  hin,  dass  die  dort  mitgetheilten  Beziehungen  einer 
Uebertragung  auf  die  Theorie  der  Kurven  und  Oberflächen  fähig  seien. 

Diese  Uebertragung  ist  nim  in  dem  vorhin  aufgestellten  speciellen 
Satze  vollzogen.  Aber  dieser  specielle  Satz  selbst  zeigt  sich  erst  in  seiner 
vollen  Bedeutung,  und  die  Menge  der  Beziehungen,  welche  er  darbietet, 
tritt  erst  hervor,  wenn  er  als  specieller  Fall  jenes  allgemeinen  Satzes 
aufgefasst  wird.  Doch  müssen  wir,  um  alle  diese  Beziehungen  und 
Folgerungen  auf  die  leichteste  und  einfachste  Weise  ableiten  zu  kön- 
nen, den  allgemeinen  Satz  dadurch  vereinfachen,  dass  wir  die  Gleichung 
(la),  welche  für  den  Fall,  dass  w  =  l  war,  eine  so  einfache  Gestalt 
annahm,  auch  für  den  allgemeinen  Fall  auf  eine  gleich  einfache  Form 
bringen. 


♦)  [Trait^  des  propriöt^s  projectivea,  Bd.  II,  S.  89  der  2.  Ausgabe.] 
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§  4. 

Darstellung  des  HanpÜehrsatses  für  die  Theorie  der  Oentralen 
in  seiner  einfachsten  Form. 

Zu  der  beabaichtigteiL  Vereinfachung  mag  folgende  Bemerkung 
leiten^  welche  auch  an  sich  nicht  ohne  Interesse  ist.  Schon  Poncelet 
hat  gezeigt^  wie  die  durch  die  Gleichung  (la)  für  den  Fall  m  =  l  dar- 
gestellte Relation  eine  projektivische  ist,  d.  h.  durch  beliebige  Projektion 
der  Punkte^  auf  welche  sie  sich  bezieht^  nicht  geändert  wird.  Daraus 
Uusst  sich,  wie  aus  manchen  anderen  Umstanden^  yermuthen^  dass  jene 
Relation  auch  im  allgemeinen  Falle  eine  projektivische  sein  werde.  Um 
diese  Yermuthung  zur  Gewissheit  zu  bringen  ^  und  dabei  zugleich  zu 
der  bezweckten  Vereinfachung  zu  gelangen^  wollen  wir  die  allgemeine 
Form  solcher  Gleichungen,  welche  eine  projektivische  Relation  darstellen, 
ausmitteln,  und  dann  nachweisen,  dass  die  Gleichung  (la)  diese  Form  hat. 

Wir  setzen  als  bekannt  voraus,  dass,  wenn  man  in  einer  Ebene 
Yon  einem  festen  Punkte  Ä  aus  beliebige  feste  Strahlen  a^, . . .  a«,  zieht 
imd  durch  dieselben  eine  bewegliche  Gerade  legt,  welche  jene  Strah- 
len beziehlich  in  den  Punkten  B^^  ...  Bn  schneidet,  allemal  folgendes 
Doppelyerhältniss  zwischen  beliebigen  vier  Punkten,  zum  Beispiel  B^, 
B^y  B^f  B^y  konstant  ist: 

Daraus  folgt,  dass  auch  jede  Funktion  dieses  Doppelverhaltnisses  in  der 
Projektion  konstant  bleiben  muss;  und  auch  umgekehrt,  dass,  wenn  274 
irgend  eine  Funktion  der  Entfernungen  zwischen  den  Punkten  einer 
Geraden  in  der  Projektion  konstant  bleibt,  jene  Funktion  sich  als 
Funktion  solcher  Doppelverhältnisse  darstellen  lassen  muss;  nämlich  so, 
dass  sie  ausser  diesen  Doppelverhältnissen  nur  konstante  Grössen  ent- 
hält. Es  seien  nun  P,  (),  S^,  . . .  S«  Punkte  einer  Geraden,  zwischen 
denen  eine  projektivische  Relation  stattfindet.  Dann  muss  sich  die 
Gleichung,  welche  diese  Relation  ausdrückt,  wenn  wir,  was  immer  mög- 
lich ist,  Pj  Q,  Si  jedesmal  als  drei  von  den  vier  Punkten  annehmen, 
zwischen  welchen  das  Doppelverhältniss  stattfindet,  in  der  Form  dar- 
stellen lassen: 

wo  f  das  Zeichen  einer  beliebigen  Funktion  ist.    Es  sei  diese  Funktion 
eine  algebraische  vom  w-ten  Grade,  so  wird  man  durch  Multiplikation 

mit  \pg-)    eine  homogene  Funktion  vom   m-ten  Grade   aus  den  ein- 
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fachen  Quotienten  erhalten;  also  wird  jene  Gleichung  sich  in  der  Form 
darstellen  lassen: 

^^\PS^y      '  psj      ^' 

wo  wieder  Fm  das  Zeichen  einer  homogenen  Funktion  vom  m-ten  Grade 
ist.  Um  alle  Entfernungen  von  P  aus  zu  haben,  kann  man  statt  QS^ 
den  Werth  QP  +  PSi,  oder  PS^  —  PQ,  oder,  mit  der  schon  früher 

gebrauchten  Abkürzung,  s,  — q  setzen:  also  ist  -^  =  '  ~^  =  1  —  — 
und  man  erhalt 


^-[(•-t)'-'C-i)]"°- 


Soll  also  die  Gleichung  (Ja)  eine  projektivische  Relation  darstellen,  so 
muss  sie  sich,  da  sie  zugleich  in  Bezug  auf  q  vom  m-ten  Grade  ist, 
auf  diese  Form  bringen  lassen.  Da  aber  (Ja)  zugleich  eine  Funktion  aus 
den  Eombinationsklassen  der  n  Entfernungen  s^,  . . .  Sn  ist,  so  muss 
sie  sich  auch  in  einer  Reihe  von  Gliedern  darstellen  lassen,  deren  jedes 
ein  Produkt  aus  den  Eombinationsklassen  der  Elemente 


C-^)- ■••-('-*) 


ist,   multiplicirt  mit  irgend  einem  konstanten  Eoefficienten,  imd  zwar 
muss  die  Summe  der  SQassenzahlen  in  jedem  Gliede  m  sein.    Dass  dies 
für  den   ersten  Grad  stattfindet,  ist  unmittelbar  klar;   denn  die  erste 
276  Eombinationsklasse  f  aus  jenen  Elementen  ist 

('-f)+('-i)+ ■■+('-i) 

oder 

^ q^ _  ^ 

Dies  giebt,  gleich  Null  gesetzt  und  mit  q  dividirt,  die  Gleichung 

-  =  i  +  i  +  ...  +  i.. 

Für  den  ersten  Grad  ist  also  die  Projektivitat  der  Gleichung  (Ja)  nach- 
gewiesen. Um  sie  auch  für  den  m-ten  Grad  nachzuweisen,  ist  zuerst 
irgend  eine,  zum  Beispiel  die  r-te  Eombinationsklasse  jener  Elemente 

(l -\  u.  s.  w.,  nach  Potenzen  von  q  zu  entwickeln.     Es  findet  sich 

[('-:^)-(^-i)i-'^(-w»-r(f-i)V. 

Denn,  um  bei  der  Entwickelung  jener  Eombinationsklasse  den  Eoeffi- 
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cienten  von  g*  zu  erhalten,  muss  man  aus  —,•••,—  <üö  Kombinationen 

zur  r-ten  Klasse,  und  aus  jeder  wieder  die  zur  a*ten  nehmen;  wobei  man 

die  Kombinationen  aus  —,•••,—  zur  a-ten  Klasse  und  zwar  jede  so  oft 

erhalt,  als  es  Kombinationen  aus  (n  —  a)  Elementen  zur  (r  —  a)-ten 
Klasse  giebt:  letzteres  nämlich  deshalb,  weil  jede  Kombination  zur  a-ten 
Klasse  so  oft  vorkommen  muss,  als  es  verschiedene  Arten  giebt,  diese 
Kombination  zu  einer  der  r-ten  Klasse  zu  ergänzen,  und  dies  offenbar 
auf  so  viele  Arten  geschehen  kann,  als  es  Kombinationen  aus  den  noch 
übrigen  (n  —  a)  Elementen  zu  der  er^nzenden,  d,  h.  (r  —  a)-ten  Klasse 
giebt.  Dass  das  Zeichen  durch  den  Faktor  ( —  1)*  dargestellt  wird,  ist 
an  sich  klar.  Aus  der  soeben  gef&hrten  kombinatorischen  Entwicke- 
lung  ergiebt  sich  zugleich  unmittelbar  für  die  kombinatorischen  Zahlen 
das  Gesetz 

•r-a         -a  r—a 

n  r  '==n{n  —  o)       ; 
also  ist 

r   a 

(n  — o)      =— r- 


Substituirt  man  den  letzteren  Ausdruck  in  den  gefundenen  Aus- 
druck für  die  r-te  Kombinationsklasse,  so  ergiebt  sich 

2(-:)-f(^4)V. 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  der  Gleichung  (la),  so  zeigt  sich 
leicht  die  vollkommene  Uebereinstimmung,  wenn  man  in  jenen  Aus- 
druck m  statt  r  einfiihrt  und  ihn  gleich  Null  setzt.  In  der  That:  mul- 
tiplicirt  man  die  Gleichung 


•m  •  a 


^(_,).^(i....±)^_„ 
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n 

mit —  ,   so  erhält  man  die  Gleichung  (la)  unmittelbar,  nämlich 


-  a 
m 


^i-iy-Asf-'")   8'  =  o. 


•a 
n 


Daraus  folgt,  dass  die  Gleichung  (la)  in  der  That  eine  projektivische 
Relation  darstellt,  und  dass  sie  durch  die  Gleichung 

Oraatmann,  Werke.     II.  2 
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ersetzt  wird,  statt  welcher  man,  indem  man  wieder  —^  u.  s.  w.  statt 
1 ^  u.  s.  w.  setzt,  auch  schreiben  kann: 


«1 


(QS,         «^. 


eine  Gleichung,  welche  höchst  einfach  ist,  und  welche  sich  fQr  m  =  1  in 

PS,  "»     P8^  "1  •     PS^  ~  ^ 

verwandelt. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  sich  auch  der  Gleichung  (Va)  eine  in 
vielen  Fällen  bequemere  Form  geben  lässt.     Multiplicirt  man  dieselbe 


•m  •  a 

*"  n  m 


mit  n ,   so  kann  man  statt  ,  nach  dem  vorher  erwiesenen  kombi- 

7  •  a    ' 


•a 
n 

•m  — 0 


natorischen  Gesetz,  auch  (n  —  o)         setzen  und  erhält  dann 

(V)  2in-aT~'Fa(_x',y,s^)  =  0, 

als  die  einfachste  Form  der  Ortsgleichung  für  Q.  Das  ganze  Ergebnis 
der  bisherigen  Untersuchung  lässt  sich  nun  in  dem  folgenden  Satze 
aufstellen,  welcher  die  grösste  Einfachheit  mit  der  grössten  Allgemein- 
heit verbindet  und  den  Hauptsatz  unserer  Theorie  bildet: 

Wenn  man  von  einem  festen  Punkt  P  durch  eine  feste  Ober- 
fläche n-ter  Ordnung  eine  bewegliche  Gerade  zieht,  welche  die 
Oberfläche  in  den  Punkten  Si...Sn  schneidet,  und  auf  dieser 
Geraden  einen  Punkt  Q  so  annimmt,  dass  die  Summe  aus 
sämmtlichen  Produkten  zu  m  Faktoren,  welche  sich  aus  den 
Quotienten  der  Entfernungen  jedes  Durchschnittspunktes  von 
dem  Punkte  P  einerseits  und  dem  Punkte  Q  andrerseits  bilden 
lassen,  gleich  Null  ist,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  Punkts 
Q  eine  Oberfläche  m-ter  Ordnung;  und  zwar  erhält  man,  wenn  P 
277  zum  Axendurchschnitt  f  gemacht  ist,  die  Gleichung  derselben  aus 
der  der  Oberßäche  dadurch,  dass  man  jedes  Glied  der  letztern 
mit  einer  Kombinationszahl  multiplicirt,  deren  Elementenzahl 
den  Grad  dieses  Gliedes  zu  n,  und  deren  Klassenzahl  denselben 
zu  m  ergänzt 

Es  wäre  leicht  gewesen,  diesen  Satz  sogleich  an  die  Spitze  zu 
stellen  und  ihn  unmittelbar  zu  beweisen,  Wir  hätten  zu  dem  Ende 
nur  den  rückgängigen  Weg  einschlagen  und  von  der  Gleichung  (I), 
welche  zur  Definition  der  harmonischen  Mitten  m-ter  Ordnung  dient,  auf 
(Ib)  und  dann  auf  (la)  zurückgehen  und  vermittelst  dieser  Gleichung 
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den  Beweis  nach  der  in  §  2  befolgten  Methode  führen  dürfen.  Wir 
haben  den  freilich  etwas  weitläuf tigeren,  aber,  wie  es  scheint,  frucht- 
reicheren  Weg  der  Schritt  für  Schritt  fortgehenden  Entwickelung  vor- 
gezogen, indem  es  ja  weniger  auf  das  einzelne  Ergebniss,  als  auf  die 
Darstellung  allgemeiner  und  fruchtbarer  Erweiterungsmethoden  an- 
kommt. 

*Wir  gehen  nun  zu  den  Folgerungen  aus  diesem  Satze  über,  und 
werden  zuerst  den  Zusammenhang  der  verschiedenen  Centralen,  welche 
zu  derselben  Oberfläche  und  demselben  Punkte  P  gehören,  darstellen, 
und  dann  die  besonderen  Fälle  ins  Auge  fassen, 

§5. 

Zusammenhang  zwisohen  den  Centralen  eines  Sjrstems 
und  swisohen  Centrale  und  Polare. 

Nimmt  man  die  sämmtlichen  auf  einen  Punkt  bezüglichen  Cen- 
tralen einer  Oberfläche  n-ter  Ordnung,  wobei  sich  diese  Oberfläche  selbst 
als  n-te  Centrale  ansehen  lässf^),  so  bilden  dieselben  ein  System  von 
Centralen,  welches  eine  Reihe  merkwürdiger  und  einfacher  Beziehungen 
darbietet^  von  welchen  wir  die  wesentlichsten  hervorheben  wollen. 

Nämlich,  stellt  man  die  Gleichungen  zweier  solcher  Centralen,  z.  B. 
der  m-ten  und  r-ten,  in  der  Form  (Va)  auf,  so  erhält  man: 

•  a 

n 
für  die  ni-te  Centrale  und 

0 

n 

für  die  r-te  Centrale;  f  wenn  nämlich  der  Punkt  P  zum  Axendurchschnitt  278 
gemacht  wird  und  die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche 

ist.  Vergleicht  man  jene  beiden  Gleichungen,  so  leuchtet  sogleich  ein, 
dass,  wenn  r  kleiner  ist  als  m,  die  r-te  Centrale  zugleich  Centrale  der 
durch  die  m-te  dargestellten  Oberfläche  ist,  und   zwar  in  Bezug  auf 


*)  Setzt  man  nämlich  in  der  Gleichung  (V)  m=»n,  so  erhält  man,  da  dann 

(n  —  a)  =1  ist,  die  ursprüngliche  Gleichung  der  Oberfläche  wieder;  auch  ist 
aus  der  Gleichung  (I)  klar,  wie  dann  die  n  Punkte  Q  mit  den  n  Punkten  S  zu- 
sammenfallen. 

2* 
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a         a  a 

denselben  Punkt  P,  weil  nämlich  t^t  *  tt  =  t  ^^^'    Nimmt  man  also 


a       -a  a 

m      n  n 


in  Bezug  auf  einen  Punkt  die  w-te  Centrale  einer  Oberflache  n-ter 
Ordnung,  und  von  dieser  Centrale  wieder  in  Bezug  auf  denselben  Punkt 
die  r-te,  so  ist  die  letztere  zugleich  die  r-te  Centrale  der  gegebenen 
Oberfläche  in  Bezug  auf  denselben  Punkt,  oder: 

In  jedem  System  von  Centralen,  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  ist  jede 
derselben  zugleich  Centrale  aller  höheren  Centralen,  in  Bezug  a^f  den- 
selben Punkt. 

Da  femer  ein  System  von  Centralen  in  Bezug  auf  einen  Punkt  P 
von  jeder  durch  diesen  Punkt  gezogenen  Geraden  in  Punkten  geschnitten 
wird,  welche  in  demselben  Sinne  ein  System  harmonischer  Mitten  bil- 
den, so  ergiebt  sich  zugleich  folgender  Satz: 

Nimmt  man  die  harmonischen  Mitten  aUer  Ordnungen  zwischen 
n  Punkten  einer  Geraden,  in  Bezug  auf  einen  Punkt  P  derselben  Ge- 
raden, so  sind  die  harmonischen  Mitten  irgend  einer  Ordnung  nicht  nur 
dergleichen  für  die  gegebenen  n  Punkte,  sondern  auch  für  jede  Beihe  von 
Punkten,  welche  harmonische  Mitten  höherer  Ordnung  zivischen  denselben 
n  Punkten  sind;  und  zwar  wiederum  alles  in  Bezug  auf  denselben  Punkt 
genommen. 

Es  entsteht  nun  die  Aufgabe:  wenn  der  Punkt  Q  fest  ist,  den  Ort 
des  Punktes  P,  welchen  wir  Pol  nennen,  zu  finden;  oder  zunächst  die 
Aufgabe:  zwischen  n  Punkten  Si...Sn  einer  Geraden,  in  Bezug  auf 
einen  Punkt  Q  derselben  Geraden,  den  Pol  m-ter  Ordnung  P,  d.  h.  den- 
jenigen Punkt  P  zu  finden,  in  Bezug  auf  welchen  Q  eine  harmonische 
Mitte  w-ter  Ordnung  ist. 

Man  hatte  für  die  Beziehung  zwischen  P  und  Q  die  Gleichung 

\pa,      psj      "• 


PS      PS         Pa 
Multiplicirt  man  dieselbe  mit    q-ö-  •  -qw-  ' ' •  -q^ >   so   erhält  man  un- 
mittelbar «  .     «  .        V  , 


_„,         PS. 

QS,  '" 
[qs,       qsJ 

279  Es  giebt  also,  da  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  P,  oder  vielmehr  in 
Bezug  auf  QP,  von  der  (n  —  m)-ten  Ordnung  ist,  (n — m)  Pole  m-ter 
Ordnung  zwischen  /S^ . . .  S«  in  Bezug  auf  P;  namentlich  giebt  es  zwi- 
schen n  Punkten  einer  Geraden  (n  —  1)  Pole  erster  Ordnung  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  Q  (worauf  schon  Poncelet  hingedeutet  hat*)),  aber 

*)  In  dem  mehrfach  citirten  Memoire. 
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nur  einen  Pol  (n  —  l)-ter  Ordnung.  Da  femer  die  zuletzt  entwickelte 
Gleichung,  wenn  man  P  und  Q  vertauscht,  die  Gleichung  für  die  har- 
monischen Mitten  (n  —  m)-ter  Ordnung  ist,  so  hat  man  folgenden  interr 
essanten  Satz: 

Die  Pole  nv-ter  Ordnung  zwischen  einer  gegebenen  Beihe  von  n  Punk- 
ten  in  einer  Geraden,  in  Bemg  auf  einen  Punkt  in  derselben  Geraden, 
sind  identisch  mit  den  harmonischen  Mitten  {n — myter  Ordnung  zwischen 
denselben  Punkten  und  in  Bezug  auf  denselben  Punkt 

Ziehen  wir  nun  von  einem  festen  Punkt  Q  durch  eine  feste  Ober- 
fläche n-ter  Ordnung  eine  bewegliche  Gerade,  und  nehmen  auf  derselben 
die  Pole  w-ter  Ordnung  zwischen  ihren  n  Durchschnittspunkten  mit 
jener  Oberfläche,  in  Bezug  auf  den  festen  Punkt  Q, '  so  soll  der  geo- 
metrische Ort  dieser  Pole  die  m-te  Polare  der  gegebenen  Oberfläche  in 
Bezug  auf  Q  heissen.  Wir  sind  denmach  zu  folgendem  wichtigen  Re- 
sultate gelangt: 

Die  m-te  Polare  einer  Oberfläche  n-ter  Ordnung,  in  Bezug 
auf  einen  Punkt,  ist  identisch  mit  der  (n  —  m)'ten  Centrale  der- 
selben Oberfläche  in  Bezug  auf  denselben  Punkt 

Ist  daher  die  Oberfläche  von  der  Ordnung  2n,  so  ist  ihre  w-te 
Polare  mit  ihrer  n-ten  Centrale,  beide  in  Bezug  auf  denselben  Punkt 
genommen,  identisch;  also  ist  für  Oberflächen  oder  Gurven  zweiter  Ord- 
nung die  erste  Polare  mit  der  ersten  Centrale,  beide  in  Bezug  auf  den- 
selben Punkt  genommen,  oder  schlechtweg  die  Polare  mit  der  Centrale, 
identisch,  da  es  für  solche  Oberflächen  oder  Curven  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  nur  eine  Centrale  und  Polare  giebt*).  Es  stimmt  also,  was  nach 
dem  Princip  der  obigen  Entwickelung  Polare  genannt  wurde,  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt,  mit  dem  üblichen  Begriff  der  Polare  überein. 

Für  die  erste  Centrale  und  die  erste  Polare  lassen  sich  aus  dem 
letzten  Satze  leicht  folgende  Beziehungen  ableiten,  wenn  man  sich  für 
das  Verständniss  derselben  daran  erinnert,  dass  jeder  Centrale  ein  Pol, 
in  Bezug  f  auf  welchen  sie  genommen  ist,  und  in  demselben  Sinne  jeder  280 
Polare  eine  harmonische  Mitte  zugeordnet  ist. 

1.  Jede  Ebene  kann  als  erste  Centrale  einer  gegebenen  Oberfläche 
n-ter  Ordnung  angeseJwn  werden  und  hat  ote  solche  (n  —  1)^  ihr  zuge- 
ordnete Pole, 

Denn  nimmt  man  einen  Punkt  Q  in  derselben  an,  so  ist  der  Ort 
aller  Pole,  in  Bezug  auf  welche  jener  Punkt  eine  der  Oberfläche  ange- 
hörende harmonische  Mitte  erster  Ordnung   ist,   die    erste  Polare   der 

*)  Die  Curven  haben  wir  bei  den  vorhergehenden  Sätzen  weggelassen,  da  für 
sie  stets  dasselbe  gilt,  wie  für  die  Oberflächen. 
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Oberfläche  in  Bezug  auf  Q.  Nimmt  man  nun  drei  solche  Punkte  in 
jener  Ebene  an,  so  erhalt  man  auch  in  Bezug  auf  sie  drei  erste  Po- 
laren^ welche  sich,  da  jede  derselben  eine  Oberfläche  (n  —  l)-ter  Ord- 
nung ist,  in  (n  —  1)*  Punkten  schneiden.  Diese  Durchschnittspunkte  sind 
also  die  einzigen,  in  Bezug  auf  welche  die  drei  Punkte  zugleich  har- 
monische Mitten  erster  Ordnung  sind;  und  da  zugleich  der  Ort  dieser 
Mitten  in  Bezug  auf  jeden  der  genannten  Durchschnittspunkte  eine 
Ebene,  diese  aber  durch  drei  Punkte  bestimmt  ist,  so  ist  die  gegebene 
Ebene  erste  Centrale  der  Oberfläche  in  Bezug  auf  jeden  der  erwähnten 
(n — 1)'  Durchschnittspunkte;  aber  auch  in  Bezug  auf  keinen  anderen 
Punkt. 

2.  Ebenso  ergiebt  sich  Folgendes  für  ebene  Kurven: 

Jede  Gerade  in  der  Ebene  einer  Kurve  n-ter  Ordnung  kann  als  erste 
Centrale  derselben  a^igesefien  werden  und  hat  als  solche  (n  —  1)*  zuge- 
ordnete Pole, 

3.  Aus  der  ersten  Beziehung  (1.)  folgt  wieder  unmittelbar: 

AUe  ersten  Polaren  einer  Oberfläche  fi-ter  Ordnung  schneiden  sidi, 
wenn  die  ihnen  zugeordneten  Jiarmonischen  Mitten  in  einer  und  derselben 
Eigene  liegen,  in  denselben  (n — 1)'  Punkten,  welcJie  die  jener  Ebene  zu- 
geordmten  Pole  sind. 

4.  Und  ebenso  folgt  aus  der  zweiten  Beziehung: 

Alle  ersten  Polaren  einer  Kurve  nrter  Ordnung  schneiden  sich,  wenn 
die  ihnen  zugeordneten  harmmüschen  Mitten  in  einer  und  derselben  Ge- 
raden liegen,  in  denselben  (w — 1)*  Punkten,  tvelche  die  jener  Geraden 
zugeordneten  Pole  sind, 

5.  Aus  jener  ersten  Beziehung  lässt  sich  endlich  noch  Folgendes 
darthun: 

AUe  ersten  Polaren  einer  Oberflädie  n-ter  Ordnung  Jiaben,  wenn  die 
ihnen  zugeordneten  harmonischen  Mitten  in  einer  und  derselben  Geraden 
liegen,  eine  gemeinschafüiclie  Durchschnittskurve,  weiche  der  Ort  der  Pole 
ist,  die  den  durch  jene  Gerade  gelegten  Ebenen  zugeordnet  sind, 
281  Man  nehme  in  der  That  zwei  Punkte  jener  Geraden.  Die  Durch- 
schnittskurve, in  welcher  sich  die  jenen  beiden  Punkten  zugeordneten 
ersten  Polaren  der  gegebenen  Oberfläche  schneiden,  wird  der  Ort  sein 
für  alle  jenen  Punkten  in  Bezug  auf  die  gegebene  Oberfläche  zugeord- 
neten Pole  erster  Ordnung,  und  wir  haben  also  nur  zu  zeigen,  dass 
die  einem  solchen  Punktenpaare  auf  diese  Weise  zugeordneten  Pole 
mit  den  jedem  andern  Punktenpaare  derselben  Geraden  auf  gleiche 
Weise  zugeordneten  Polen  identisch  sind,  d.  h.  dass  die  ersteren  Pole 
zugleich  es  sind  in  Bezug  auf  alle  Punkte  dieser  Geraden.  Betrachtet 
man  nun   in  der  That  die  sämmtlichen  Pole  erster  Ordnung,   welche 
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zweien  Punkten  jener  Geraden  zugleich  zugeordnet  sind^  so  werden  die 
ersten  Centralen  aller  dieser  Pole  durch  die  beiden  angenommenen 
Punkte  gehen  und  werden  also,  da  die  ersten  Centralen  Ebenen  sind^ 
jene  Gerade  zur  gemeinschaftlichen  Durchschnittslinie  haben;  d.  h.  alle 
jene  Pole  werden,  als  Pole  erster  Ordnung,  allen  Punkten  dieser  Ge- 
raden zugeordnet  sein;  was  noch  zu  zeigen  übrig  blieb. 

Diesem  Satze,  welcher  för  Tangentialebenen  einer  Oberfläche,  wie 
sich  später  zeigen  wird,  wichtig  ist,  entspricht  kein  Satz  für  ebene 
Kurven. 

6.  Dem  ersten  und  zweiten  Satze  steht  in  Bezug  auf  die  erste 
Polare  parallel  der  Satz: 

Jede  einer  Oberfläche  oder  Kurve  n-ter  Ordnung  angehörige  erste 
Polare  hat  nur  eine  ihr  zugeordnete  harmonische  Mitte, 

Denn  betrachten  wir  z.  B.  auf  dieser  Polare,  wenn  sie  eine  Ober- 
fläche ist,  drei  Punkte,  so  wird  der  Ort  der  harmonischen  Mitten  erster 
Ordnung  in  Bezug  auf  jeden  dieser  Punkte  eine  Ebene  sein.  Der 
Dorchschnittspunkt  Q  dieser  drei  Ebenen  wird  also  der  einzige  Punkt 
sein,  welcher  in  Bezug  auf  jene  drei  Punkte  zugleich  harmonische  Mitte 
erster  Ordnung  ist.  Ist  daher  die  Oberfläche,  auf  welcher  jene  drei 
Punkte  genommen  sind,  wirklich  eine  erste  Polare  der  gegebenen  Ober- 
fläche, so  muss  auch  jener  Punkt  Q,  und  zwar  er  allein,  die  dieser 
Polare  zugeordnete  harmonische  Mitte  sein. 

7.  Hieraus  folgt  ferner, 

dass  alle  ersten  Centralen  einer  Oberfläche  oder  Kurve,  tvenn  die 
ihnen  zugeordneten  Pole  in  einer  ersten  Polare  derselben  Oberfläche  oder 
Kurve  liegen,  sieh  in  einem  Punkt  schneiden,  welcher  die  jener  Polare 
zugeordnete  harmonische  Mitte  ist 

8.  Auch  geht  daraus  zugleich  hervor,  dass  auch  die  erste  Polare, 
wenn  die  Oberfläche  gegeben  ist,   zu  welcher  sie   gehört,    durch   drei  282 
Punkte  vollkommen  bestimmt  wird;  wie  solches  für  die  erste  Centrale, 
da  diese  eine  Ebene  ist,  an  sich  klar  ist. 

Statt  diese  Beziehungen  auf  die  höheren  Ordnungen  der  Centralen 
und  Polaren  auszudehnen,  wollen  wir  sie  nur  noch  auf  Kurven  und 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  anwenden;  wo  sie  das  bekannte  Gesetz 
der  Reciprocilät  darstellen.  Da  hier  nämlich  die  Ausdrucke  Polare  und 
Centrale,  Pol  und  harmonische  Mitte,  vertauscht  werden  können,  so 
verwandeln  sich  hier  die  oben  dargestellten  Beziehungen  in  folgende 
bekannte  Sätze: 

„Alle  Polaren  eines  Kegelschnittes,  deren  Pole  in  einer  Geraden 
liegen,  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte,  dem  Pole  die^ser 
Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,"  und 
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„Alle  Polaren  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  deren  Pole  in 
einer  Ebene  liegen,  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte, 
dem  Pole  jener  Ebene  in  Bezug  auf  die  Oberfläche." 

Und  endlich: 

„Alle  Polaren  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  deren  Pole  in 
einer  Geraden  liegen,  schneiden  sich  in  einer  und  derselben  Geraden, 
welche  vriederum  zugleich  der  Ort  der  Pole  för  alle  durch  die  erste 
gelegten  Ebenen  ist." 

372  §  6. 

Besondere  Beziehtuigen,  wenn  der  Fol  im  Unendlichen  liegt. 

Unter  den  besonderen  Fällen,  welche  daraus  hervorgehen,  dass  von 
den  Punkten  P,  S,  Q  einer  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  oder  zwei 
zusammenfallen,  zeichnen  sich  besonders  drei  Fälle  als  Quellen  reich- 
haltiger Polgerungen  aus;  nämlich  erstens  wenn  der  Pol  P  in  eine 
unendliche  Entfernung  rückt;  zweitens  wenn  P  mit  einem  der  Punkte 
S,  und  drittens,  wenn  einer  der  Punkte  Q  mit  einem  der  Punkte  S 
zusammenfällt.  Wir  behandeln  in  diesem  Paragraphen  nur  den  ersten 
Fall,  wenn  P  unendlich  weit  entfernt  ist,  während  wir  zugleich  voraus- 
setzen, dass  alle  Punkte  5^, ...  5,,  in  endlicher  Entfernung  liegen.  Dann 
verwandelt  sich  die  Gleichung 

\PS,         PSj         "' 
welche  die  Punkte  Q  bestimmt,  in  die  Gleichung 

Setzt  man  nämlich  PS^  =  PS^  •-\-  S^S^,  so  fällt  8^  S^,  als  endliches 
Stück,  gegen  das  unendliche  PS^  weg;  man  kann  also  PS2  und  alle 
anderen  Entfernungen  PS^, ...  PSn  gleich  P/Sj  setzen,  und  erhält  dann 
durch  Multiplikation  mit  (PSi)"*  die  obige  Gleichung,  durch  welche  die 
harmonischen  Mitten  w-ter  Ordnung  Q  zwischen  den  in  einer  Geraden 
liegenden  Punkten  Sj ,  . . .  S«  in  Bezug  auf  den  unendlich  entfernten 
Punkt  dieser  Geraden,  oder  die  Mitten  m-ter  Ordnung  zwischen  jenen 
Punkten  schlechthin,  bestimmt  werden.  Für  den  ersten  Grad  hat  man 
Q^i  +  Q^i  +  •  •  •  +  Q^n  =  0;  also  ist  Q  dann  das  Centrum  der  mitt- 
leren Entfernungen,  oder  kurzweg,  die  Mitte  zwischen  den  Punkten 
Sj,  ...  Sn,  oder  der  Schwerpunkt  derselben,  wenn  alle  gleich  an  Ge- 
378  wicht  gedacht  werden.  Da  nun  die  aus  f  einem  unendlich  entfernten 
Punkte  gezogenen  Geraden  alle  unter  sich  parallel  sind,  so  lässt  sich 
der  allgemeine  Satz  für  diesen  Fall  wie  folgt  aussprechen: 
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Zieht  man  durch  eine  Oberfläche  eine  bewegliche  Gerade 
von  konstanter  Bichtung,  welche  die  Oberßäche  in  den  Punkten 
5i,  ...  Sn  schneidet,  und  setzt  in  ihr  einen  Punkt  Q  so,  dass  die 
Summe  sämmtlicher  Produkte  zu  m  Faktoren,  welche  sich  aus 
seinen  Entfernungen  von  den  n  Durchschnittspunkten  bilden 
lassen,  gleich  Null  ist,  so  ist  der  Ort  dieses  Punktes  eine  Ober- 
fläche m-ter  Ordnung. 

Wir  nennen  dieselbe  die  jener  (konstanten)  Richtung  zugehörige 
nh-ie  Centrale  der  Oberfläche.  Ist  insbesondere  der  Punkt  Q  die  Mitte 
(s.  oben)  zwischen  den  n  Durchschnittspunkten  ^  so  ist  sein  Ort  eine 
Ebene,  und  in  Bezug  auf  Kurven  eine  Gerade.  Diese  Ebene  ist  die 
jener  Richtung  zugehörig^  Durchmesserebene  der  Oberfläche;  die  Gerade 
ist  der  ihr  zugehörige  Durchmesser  der  Kurve.  Beide  sind  also  nichts 
anderes,  als  die  jener  Richtung  zugehörigen  ersten  Centralen  der  Ober- 
fläche oder  Kurve.  Um  nun  die  Gleichung  der  zu  einer  Richtung  ge- 
hörigen m-ten  Centrale  aufzustellen,  lässt  sich  nicht  unmittelbar  die  in 
dem  allgemeinen  Satz  angegebene  Methode  anwenden,  indem  der  Axen- 
durchschnitt,  der  dort  immer  in  P  angenommen  wurde,  nicht  füglich 
in  unendlicher  Entfernung  angenommen  werden  kann.  Man  kann  zu 
dem  Ende  die  eine  der  Richtaxen,  etwa  die  x^-Axe,  der  gegebenen  Rich- 
tung, für  welche  die  Centrale  gesucht  wird,  parallel  annehmen  und  nun 
einen  zwiefachen  Weg  einschlagen.  Entweder  man  wandelt  zunächst 
die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche  n-ter  Ordnung  so  um,  dass  der 
Axendurchschnitt  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  der  a:-Axe  ver- 
legt wird,  dass  man  dann  nach  dem  allgemeinen  Satze  die  Gleichung 
für  die  m-te  Centrale  dieses  Punktes  ableitet  und  dann  wieder  die  so 
gefundene  Gleichung  so  umwandelt,  dass  der  Axendurchschnitt  wieder 
nach  dem  ursprünglichen  Punkte  zurück  versetzt  wird:  oder  man  ent- 
wickelt die  Gleichung  dieser  Centrale,  ganz  unabhängig  von  dem  all- 
gemeinen Satze,  nach  der  Analogie  des  für  den  Beweis  dieses  Satzes 
selbst  angewandten  Verfahrens.  Da  das  erste  Verfahren,  welches  auf 
eine  blosse  Anwendung  allgemein  bekannter  analytischer  Operationen 
hinausläuft,  kein  weiteres  Interesse  darbietet,  so  wählen  wir  das  zweite; 
wodurch  wir  zugleich  den  Vortheil  gewinnen,  eine  Reihe  von  Schlüssen 
im  f  Zusammenhange  verfolgen  zu  können,  welche  bei  der  Entwicke-374 
lung  des  allgemeinen  Satzes  nur  sehr  zerstreut  und  stückweise  gegeben 
waren. 

Die  Aufgabe  ist  hier  diese.  Es  ist  eine  Oberfläche  w-ter  Ordnung 
und  ein  Axenkreuz  gegeben:  man  ziehe  mit  der  ^-Axe  desselben  par- 
allel eine  bewegliche  Gerade,  \v eiche  die  Oberfläche  in  den  Punkten 
Si,  ...  Sh  schneidet:  es  soll  der  Ort  des  durch  die  Gleichung 
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PJ  (QS^^-QSS-^O 

bestimmten  Punktes  Q  gesucht  werden. 

Es  seien  wieder  x,  y,  z  die  Richtstücke  des  Punktes  S  und  x,  y,  z 
die  des  Punktes  Q.     Die  Gleichung  der  Oberfläche  sei 

[II]  ^*"/"«-.(:c,y)  =  o, 

WO  /"n—a  eine  Punktion  vom  (n  —  a)-ten  Grade  bezeichnet. 

Der  Durchschnitt  der  beweglichen  Geraden  mit  der  xy-£bene  sei 
'Ry  so  ist^  da  die  Gerade  mit  der  jer-Axe  parallel  ist^ 

[UI]  Bq  =  z\    RS=^Z',    y  =  y\    x  =  x\ 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  yerwandelt  sich  zuerst^  da 

QS^  ^QR  +  RS,  =  RS,  —  RQ  =  z,—  z 

ist,  die  Gleichung  [I]  in 

Dies  nach  Potenzen  von  z'  entwickelt,  erhält  man  wieder 

[la]  2(-  l)"(w  -  af  V  . . .  zS^''^-'  =  0  *). 

Die  Gleichung  [11]  aber  verwandelt  sich  in 

[IV]  ^*«/-,_.(a;',y')  =  0- 

Die  hieraus  sich  ergebenden  Wurzelwerthe  z^y  ...  Zn  sind  dann  in  die 
Gleichung  [la]  zu  substituiren.     Es  ist  aber 

Dies  also  in  [IV]  substituirt  und  dann  die  Gleichung  mit  fo(x'y  y)  mul- 
tiplicirt,  ergiebt  sich 

[V]  2(n  -  a)'"fa{x\  y)/-"-  =  0 , 

als  Ortsgleichung  für  Q.    Also: 

Die  Gleichung  für  die  einer  Richtung  zugehörige  m-te  Centrale  einer 
376  Oberfläche  n-ter  Ordnung  findet  man,  wenn  eine  der  Ricktaxen  der  f  ge- 
gebenen Richtung  parallel  angenommen  wird,  aus  der  Gleichung  der  gegebe- 
nen Oberfläclie  dadurch,  dass  man  den  Exponenten  des  mit  der  gegebenen 
Richtung  parallelen  Richistückes  (z)  überall  um  n  —  m  verringert,  und 
jedes  Glied  mit  einer  Kombinationszahl  multiplicirt,  deren  ElementenzaM 
dem  alten  und  deren  Klassenzahl  dem  neuen  Exponenten  dieses  Rieht- 
Stückes  gleich  ist 


*)  Ueber  die  Ableitung  dieser  Formel  vergleiche  man  §  4. 


&• 
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Es  ist  klar^  dass  hierbei  jedes  Glied  ^  in  welchem  der  anfängliche 
Exponent  von  z  kleiner  ist  als  (n  —  w),  wegfallt,  weil  dann  bei  der 
Erniedrigung  um  (w  —  m)  der  neue  Exponent  von  Zy  also  auch  die  ihm 
gleiche  Elassenzahl,  negativ^  die  Eombinationszahl  selbst  also  null  wird. 
Somit  ist  die  Qleichung  der  einer  Richtung  zugehörigen  m-ten  Centrale 
einer  Oberfläche  nur  von  den  Gliedern  der  w  +  1  höchsten  Grade  in 
der  Gleichung  dieser  Oberfläche  abhängig;  z.  B.  die  der  ersten  Centrale 
nur  von  den  Gliedern  der  beiden  höchsten  Grade/  d.  h.  des  »-ten  und 
(n — l)-ten.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  Gleichungen  zweier  Ober- 
flächen in  den  Gliedern  der  m  -j~  1  höchsten  Grade  übereinstimmen, 
dass  dann  auch  die  zu  den  Richtaxen  gehörigen  Centralen  beider  Ober- 
flächen vom  ersten  bis  zum  m-ten  Grade  identisch  sind.  Da  nun,  wenn 
die  Richtaxen  beliebig  verändert  werden,  die  neuen  Richstücke  immer 
nur  lineare  Funktionen  der  alten  sind,  und  umgekehrt,  also  durch  Sub- 
stitution der  neuen  statt  der  alten  in  irgend  einem  Gliede  der  Grad 
dieses  Gliedes  nie  erhöht  werden  kann:  so  folgt,  dass,  wenn  die  Glei- 
chungen zweier  Oberflächen  für  irgend  ein  Axenkreuz  in  den  Gliedern 
der  w  -f- 1  höchsten  Grade  übereinstimmen,  dieselbe  Uebereinstimmung 
auch  noch  fortbestehen  wird  bei  beliebiger  Aenderung  der  Lage  des 
Axenkreuzes;  dass  also  dann  auch  die  zu  allen  Richtungen  gehörigen 
Centralen,  von  der  ersten  bis  zur  w-ten,  in  Bezug  auf  beide  Oberflächen 
identisch  sein  werden.  Wir  nennen  dann  die  beiden  Oberflächen  hm- 
central  im  m-ten  Grade,  und  zwar  in  Bezug  auf  alle  unendlich  ent- 
fernten Punkte.  Was  den  letzten  Zusatz  betrifft,  so  ist  klar,  dass  zwei 
Oberflächen  auch  koncentral  sein  können  in  Bezug  auf  eine  in  end- 
licher Entfernung  liegende  Ebene,  oder  vielmehr  auf  alle  Punkte  der- 
selben, wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  zu  den  zwei  in 
Bezug  auf  die  unendlich  entfernten  Punkte  koncentralen  Oberflächen 
ein  kollineares  System  bildet,  von  der  Art,  dass  alle  unendlich  ent- 
fernten Punkte  ins  Endliche  rücken,  wobei  sie  bekanntlich  eine  Ebene 
bilden.  Es  werde  jedoch,  was  jenen  Zusatz  betrifft,  nach  dem  allge- 
meinen Princip  unserer  f  Benennung  festgesetzt,  dass,  wenn  zwei  Ober-  376 
flächen  schlechtweg  koncentral  heissen,  dies  sich  allemal  auf  die  un- 
endlich entfernten  Punkte  beziehen  soll.  Es  lässt  sich  somit  der  Satz 
aufstellen: 

Zwei  Oberflächen  sind  koncentral  im  m-ten  Grade,  wenn 
die  Glieder  der  m-f-1  höchsten  Grade  in  den  Gleichungen  bei- 
der Oberflächen  in  Bezug  auf  irgend  ein  Axenkreuz  überein- 
stimmen. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  diese  koncentrale  Beziehung  bis 
zum  (n — l)-ten  Grade  gehen  kann;   in  welchem  Fall  sich  beide  Glei- 
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chongen  nur  durch  das  konstante  Glied  unterscheiden.  Wären  sie 
im  t>-ten  Grade  koncentral,  so  würden  beide  Oberflächen  selbst  iden- 
tisch sein. 

Der  Begriff  von  Kurven,  welche  im  ersten  Grade  koncentral  sind, 
stimmt  überein  mit  dem  von  Kurven,  welche  gleiche  Asymptoten  haben. 
In  der  That  ist  das  System  der  n  Asymptoten  als  dasrjenige  System 
von  n  Geraden  anzusehen,  welches  der  gegebenen  Kurve  (im  ersten 
Grade)  koncentral  ist;  wie  sich  sogleich  daraus  ergiebt,  dass  die  Glei- 
chung für  das  System  der  n  Asymptoten  mit  der  Gleichung  der  Kurve 
selbst  die  Glieder  der  beiden  höchsten  Grade  identisch  hat.  Doch  ist 
hier  wiederum  der  Begriff  allgemeiner;  auch  schon  insofern,  als  er  sich 
auf  Oberflächen  ausdehnen  lässt.  Für  koncentrale  Oberflächen  haben 
wir,  um  eine  leichte  Anwendung  zu  geben,  die  Relation,  dass,  wenn 
irgend  eine  Gerade  hindurchgezogen  wird,  welche  die  eine  in  den  Punk- 
ten ttj,  ...  ttn,  die  andere  in  6^,  ...  6«  schneidet,  ^ 

ist,  wo  Q  die  Mitte  zwischen  den  n  Durchschnittspunkten  bezeichnet, 
welche  für  beide  Oberflächen  identisch  sein  soll.     Also  da 

Qbi  —  Qa^  =  a^fti 
ist,  so  hat  man 

^ih  +  ^ih  H h  «»ft».  =  0, 

oder,  in  Worten  ausgedrückt: 

Zieht  man  durch  zwei  koncentrale  Oberflächen  (oder  Kurven)  eine 
beliebige  Gerade,  so  ist  die  Summe  aller  Abschnitte,  deren  Anfangspunkte 
auf  der  einen,  und  zwar  dann  stets  auf  derselben,  und  deren  Endpunkte 
auf  der  andern  liegen,  wenn  man  diese  Abschnitte  so  wählt,  dass  jeder 
Durchschnittspunkt  einmal,  aber  auch  nur  einmal,  vorkommt,  gleich  Ntdl, 
Sind  die  Oberflächen  in  höheren  Graden  koncentral,  so  finden, 
ausser  dieser  Beziehung,  vermöge  der  Identität  der  harmonischen  Mitten 
377  höherer  f  Ordnungen,  noch  andere  Beziehungen  statt,  welche  sich  aber 
nicht  mehr  so  einfach  darstellen  lassen. 


§7. 

Besondere  BeBiehungen  für  den  Fall,  wo  der  Fol  oder  eine 

der  harmonisohen  Mitten  in  die  Oberfläche  fällt. 

Es  falle  zuerst  der  Pol  P  in  die  Oberfläche,  also  in  einen  der 
Punkte  Sj,  ...  Sny  z.  B.  in  S^.  Dann  ist  PSi  =  0.  Die  Gleichung 
der  harmonischen  Mitte  m-ter  Ordnung  Q  ist 
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( 


C^        S^\-  0 

PS,      psj-''- 


Man  multiplicire  mit  PS^,  so  erhalt  man 

v^'(?^-?s:j     +^^^[ps;  ■TsJ-^- 
ist  nun  PSi  ==  0,  so  fällt  der  zweite  Theil  weg  und  man  behält 

OS  Y^•••■^^'~'=o• 
v'^»  \PS,      PSj         "' 


also  ist  entweder 
oder 


m— 1 


[P3,        P8j 


d.  h.  einer  der  Punkte  Q  fällt  zugleich  in  P  oder  in  S^*^  die  andern 
m  —  1  Punkte  Q  sind  harmonische  Mitten  (m  —  l)-ter  Ordnung  zwi- 
schen den  n  —  1  übrigen  Punkten  in  Bezug  auf  P*).  Man  hat  also 
den  Satz: 

Nimmt  man  einen  Punkt  in  einer  Oberfläche  n-ter  Ord- 
nung als  Pol  an,  so  geht  die  zugehörige  m-te  Centrale  durch 
denselben  Punkt  und  hat  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man 
durch  jenen  Punkt  eine  beliebige  Gerade  zieht,  welche  also  die 
gegebene  Oberfläche  noch  in  n  —  1,  die  Centrale  noch  in  m  —  1 
Punkten  schneidet,  die  m  —  1  letzteren  harmonische  Mitten 
{m  —  \)'ter  Ordnung  zicischen  den  n — 1  ersteren  in  Bezug  auf 
den  Pol  P  sind. 

Und  umgekehrt: 

Wenn  man  von  einem  Punkt  einer  Oberßäche  (oder  Kurve) 
n-ter  Ordnung  beliebige  Strahlen  zieht  und  auf  jedem  derselben 
in  Bezug  auf  jenen  Punkt  die  harmonischen  Mitten  m-ter  Ord- 
nung zwischen  den  n — 1  übrigen  Durchschnittspunkten  jenes 
Strahles  nimmt,  so  liegen  diese  f  harmonischen  Mitten  auf  einer sis 
Oberßäche  (oder  Kurve)  (m'j-l)-ter  Ordnung,  der  (m  +  l)-^en 
Centrale  der  gegebenen  Oberßäche  (oder  Kurve)  in  Bezug  auf 
jenen  Punkt 

Zieht  man,   um  eine  specielle  Anwendung  zu  geben,   von  einem 


^  Hieraus  folgt  zugleich,  dass,  wenn  r  Punkte  S^,"  S^  zugleich  mit  P  zu- 
Bammenfallen,  dann  auch  r  Punkte  Q  in  denselben  Punkt  fallen,  während  die 
übrigen  Punkte  Q  harmonische  Mitten  (w  — r)-ter  Ordnung  zwischen  den  n  —  r 
Übrigen  Punkten  S  in  Bezug  auf  denselben  Pol  P  sind. 
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festen  Punkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  einen  beweglichen  Strahl 
und  bestimmt  auf  ihm  zu  den  drei  Durchschnittspunkten  desselben  den 
vierten,  jenem  festen  Punkte  zugeordneten  harmonischen  Punkt,  so  liegt 
dieser  jedesmal  auf  einem  und  demselben  festen  Kegelschnitt. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  man  insbesondere  von  P  eine 
Qerade  zieht,  welche  die  Oberfläche  in  diesem  Punkte  berührt,  so  dass 
also  zwei  Punkte  S^  und  S^  mit  P  zusammenfallen,  dann  auch  zwei 
Punkte  Q  in  denselben  Punkt  fallen  müssen.  Die  Qerade  berührt  also 
dann  zugleich  die  Centrale,  und  da  dasselbe  von  allen  an  P  gezogenen 
Tangenten  gilt,  so  haben  alle  zu  P  gehörigen  Centralen  mit  der  ge- 
gebenen Oberfläche  an  diesem  Punkt  eine  gemeinschaftliche  Tangential- 
ebene, und  diese  Tangentialebene  ist  die  erste  Centrale  in  Bezug  auf 
ihren  Berührungspunkt  P.  Ebenso  ist  die  erste  Centrale  einer  Kurve 
in  Bezug  auf  einen  Punkt  derselben  die  Tangente  an  diesen  Punkt. 

Es  falle  zweitens  einer  der  Punkte  öi,  ...  Qm  in  einen  der  Punkte 
Sj,  ...  S«,  z.  B.  in  Sj,  so  muss  P,  S^  statt  Q  substituirt,  noch  der 
Gleichung 

genügen.     Man  hat  also,  da   S^Si  =  0   ist, 

{ps,       PSj      "' 

d.  h.  der  Punkt  8^  muss  dann  ein  Centrum  m-ter  Ordnung  zwischen 
den  n  —  1  übrigen  Punkten  sein,  in  Bezug  auf  denselben  Pol  P. 

Nun  sind  die  Durchschnitte  der  m-ten  Centrale  mit  der  gegebenen 
Oberfläche  solche  Punkte,  und  zwar  die  einzigen,  in  welchen  eine  har- 
monische Mitte  m-ter  Ordnung  mit  einem  Punkte  S  zusammenfallt. 
Also  findet  sich  zuerst  für  die  Kurven,  da  sich  zwei  Kurven,  von  denen 
die  eine  m-ter,  die  andere  w-ter  Ordnung  ist,  in  n.m  Punkten  schnei- 
den, nachstehender  Satz: 

Durch  eine  Kurve  n-ter  Ordnung  lassen  sich  von  einem 
Punkt  in  der  Ebene  derselben  n.m  Gerade  ziehen,  welche  die 
Beschaffenheit  haben,  dass  einer  ihrer  Durchschnittspunkte 
B79mit  der  Kurve  die  harmonische  Mitte  f  m-ter  Ordnung  zwischen 
den  (n — 1)  übrigen  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Punkt  ist;  und 
zivar  bilden  diese  harmonischen  Mitten  die  Durchschnittspunkte 
der  gegebenen  Kurve  mit  ihrer  auf  jenen  Punkt  bezüglichen 
m-ten  Centrale. 

Dieser  Satz  lässt  sich  wiederum  für  die  erste  Centrale  und  für  die 
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erste  Polare  (die  (n  —  l)-te  Centrale)  specialisiren.    In  Bezug  auf  jene 
würde  er  wie  folgt  lauten: 

Durch  eine  Kurve  t^ter  Ordnung  lassen  sieh  von  einem  Punkte  P 
n  Gerade  von  der  Art  isielien,  dass  einer  ihrer  Durchschnittspunkte  mit 
der  Kurve  die  harmonisclie  Mitte  (erster  Ordnung)  zunschen  den  übrigen 
in  Bezug  auf  P  ist,  und  diese  Mitten  liegen  in  einer  geraden  Linie,  der 
ersten  Centrale  der  Kurve  in  Bezug  auf  P. 

Namentlich  lassen  sich  an  eine  Kurve  dritter  Ordnung  von  einem 
Punkte  P  drei  solche  Strahlen  ziehen,  deren  drei  Durchschnittspunkte  mit 
der  Kurve  in  Verbindung  mit  P  vier  harmonische  Punkte  bilden;  und 
zwar  liegen  die  jenem  Punkte  P  zugeordneten  harmonischen  Punkte  in 
einer  geraden  Linie,  der  Centrale  u.  s.  w. 

Um  den  Satz  auch  für  die  (w  —  l)-te  Centrale  aussprechen  zu  kön- 
nen^ ist  nur  zu  bemerken^  dass,  wenn  einer  der  Durchschnittspunkte 
harmonische  Mitte  (n  —  l)-ter  Ordnung  zwischen  den  n — 1  übrigen 
Durchschnittspunkten  sein  soU^  dies  nichts  anderes  heisst^  als  dass  von 
diesen  n  —  1  Punkten  noch  einer  in  jenen  ersten  Punkt  fallen,  dieser 
also  Berührungspunkt  einer  Tangente  sein  muss*).  Somit  ergiebt  sich 
folgender  Satz: 

Aus  jedem  Punkt  lassen  sich  an  eine  Kurve  thter  Ordnung  n(n  —  1) 
Tangenten  zielien,  und  zwar  bilden  die  Berührungspunkte  derselben  die 
DurcJischnittspunkte  der  gegebenen  Kurve  mit  ihrer  auf  jenen  Punkt  be- 
züglichen ersten  Polare, 

Für  die  Oberflächen  würde  der  allgemeine  Satz  also  lauten: 

Wenn  man  aus  einem  Punkte  P  durch  eine  Oberfläche  n-ter  Ord- 
nung die  sämmÜiclien  Geraden  zieht,  welche  in  der  Art  möglieh  sind,  dass 
jedesmal  einer  der  Durchschnittspunkte  hannonische  Mitte  m-ter  Ordnung 
zwischen  den  übrigen  in  Bezug  auf  P  ist,  so  liegen  diese  Mitten  zugleich 
in  einer  Oberfläche  m-ter  Ordnung,  der  m-ten  Centrale  der  f  Oberfläche  in  380 
Bezug  auf  P  und  bilden  aUo  die  Durchschnittslinie  der  Oberfläche  mit 
ihrer  m-ten  Centrale. 

Insbesondere  liegen  die  Berührungsputücte  der  Tangenten,  welche 
von  einem  Punkt  P  an  eine  Oberfläche  n-ter  Ordnung  gezogen  sind,  zu- 
gleich in  einer  Oberfläche{n — l)-fer  Ordnung,  der  ersten  Polare  der  gegebenen 
Oberfläche  in  Bezug  auf  jenen  Punkt,  und  bilden  also  die  Durchschnitts- 
linie der  Oberfläche  mit  ihrer  ersten  zu  jenon  Punkte  geJiörigen  Polare. 

Nimmt  man  in  Bezug  auf  zwei  Punkte  P  und  P'  die  ersten  Po- 
laren einer  Oberfläche  n-ter  Ordnung,  so  werden  sich  diese  drei  Ober- 


♦)  Weil  nämlich  die  harmonischen  Mitten  r-ter  Ordnung  zwischen  r  Punkten 
mit  diesen  zusammenfallen. 
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flachen  in  n(n  —  1)*  Punkten  schneiden,  nnd  jeder  dieser  Punkte,  aber 
auch  kein  anderer,  wird  Berührungspunkt  einer  von  P  und  zugleich 
einer  von  P'  an  die  Oberfläche  gezogenen  Tangente,  d.  h.  also  auch 
einer  durch  die  Qerade  PP'  an  die  Oberfläche  gelegten  Tangentialebene 
sein.     Somit  hat  man  folgenden  Satz: 

Durch  eine  Gerade  lassen  sich  an  eine  Olterfläche  n-fer  Ordnung 
n'(n  —  1)*  Tangentialehenen  legen;  und  zwar  bilden  die  Berührungs- 
punkte die  Durchsümittspunkie  der  Oberfläche  mit  ihren  auf  die  Punkte 
jhker  Geraden  bezüglichen  ersten  Polaren*), 

Es  liessen  sich  noch  manche  interessante  Beziehungen  hier  ab- 
leiten, deren  Aufsuchung  ich  aber,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  sein,  dem 
Leser  überlasse.  Vorläufig  mögen  die  gewonnenen  Resultate  genügen, 
um  die  Fruchtbarkeit  und  Wichtigkeit  des  oben  aufgestellten  allge- 
meinen Satzes  anzudeuten,  welchen  wir  nun  noch  auf  zwei  reciproke 
Systeme  übertragen  wollen. 

67  §  8. 

Uebertragung  des  Hauptsatzes  und  seiner  Folgerungen 
auf  Linien-  und  Ebenensysteme. 

£s  ist  bekannt,  dass  sich  aus  jedem  geometrischen  Satze  ein  zwei- 
ter, ihm  paralleler  Satz  dadurch  ableiten  lässt,  dass  man  statt  der  Ebe- 
nen Punkte  und  statt  der  Punkte  Ebenen  setzt,  während  die  geraden 
Linien  bleiben  was  sie  sind.  Enthält  dabei  der  Satz  noch  bestimmte 
Abhängigkeiten,  so  lassen  sich  auch  diese  stets  nach  einer  allgemeinen 
Regel  umgestalten.  Diese  gegenseitige  Beziehung,  welche  man  bekannt- 
lich Reciprocität  nennt,  lässt  sich  auch  auf  den  allgemeinen  Lehrsatz 
(§  4)  und  auf  die  daraus  abgeleiteten  Folgerungen  anwenden.  Doch 
können  wir  uns  hierbei  nicht  auf  das  Princip  der  Reciprocität  als  auf 
ein  schon  bekanntes  berufen,  indem  dieses  Princip,  so  weit  mir  bekannt 
geworden,  in  Bezug  auf  den  Raum  noch  nicht  umfassend  und  genügend 
dargestellt  wurde.  Es  giebt  nämlich  im  Räume  ausser  jenen  beiden 
reciproken  Systemen  noch  ein  drittes  von  nicht  geringerer  Wichtigkeit, 
was  aber  bisher  noch  übersehen  zu  sein  scheint,  indem  nämlich  den 
Punkten  des  einen  und  den  Ebenen  des  andern  Systems  in  dem  letztem 
gerade  Linien  entsprechen,  so  dass  in  Bezug  auf  den  Raum  jeder  Satz 
dreifach  erscheint  (in  Bezug  auf  die  Ebene  zweifach).    Diese  reciproken 

*)  Um  diesen  Satz  richtig  aufzufassen,  erinnere  man  sich,  dass  die  auf  die 
Punkte  einer  Geraden  bezüglichen  ersten  Polaren  stets  eine  gemeinschaftliche 
Durchschnittskurve  haben.    (S   §  6.) 
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Beziehungen  werde  ich  hier  zugleich  in  der  Art  ableiten,  wie  sie  sich 
für  die  beabsichtigte  Umwandlung  des  obigen  Satzes  von  selbst  er- 
geben, und  so  werden  vermöge  dieser  speciellen  Abzweckung  auch  die 
schon  bekannten  reciproken  Beziehungen  in  einer  neuen,  vielleicht  auch 
an  sich  nicht  uninteressanten  Form  auftreten. 

In  der  bisherigen  Entwickelung  wurde  jede  Oberfläche  als  geome- 
trischer Ort  eines  Punktes  (S)  betrachtet,  zwischen  dessen  veränder- 
lichen Richtstücken  x,  y,  z  eine  Gleichung  vom  n-ten  Grade  stattfand, 
und  wir  nannten  eine  solche  Oberfläche  eine  Fläche  w-ter  Ordnung. 
Man  kann  nun  zweitens  jede  Oberfläche  als  die  von  einem  System  von 
Ebenen  Umhüllte  ansehen,  indem  wieder  zwischen  den  veränderlichen 
Bestimmungsstücken  f  der  Ebene  eine  Gleichung  stattfindet;  und  wenn  68 
man  unter  dem  geometrischen  Ort  einer  in  ihrer  Lage  nach  einem  be- 
stimmten Gesetz  Tcränderlichen  Ebene  wiederum  die  von  sämmtlichen 
Ebenen,  welche  vermöge  des  Gesetzes  dieser  Veränderlichkeit  möglich 
sind.  Umhüllten  versteht,  so  erscheint  in  diesem  zweiten  Falle  die  Ober- 
fläche als  geometrischer  Ort  einer  Ebene.  Jedes  Element  einer  Ober- 
fläche wird  im  ersten  Falle  durch  den  Punkt,  welchen  es  einnimmt,  im 
zweiten  durch  die  Tangentialebene  an  dieses  Element  dargestellt.  Im 
dritten  Falle  endlich  soll  die  Oberfläche  als  von  lauter  Geraden  um- 
hüllt, also  als  geometrischer  Ort  dieser  Geraden  (in  dem  vorhergegebe- 
nen weiteren  Sinne)  angesehen  werden;  das  Element  der  Oberfläche 
wird  also  dann  durch  eine  Tangente  an  dieses  Element  repräsentirt. 
Da  es  aber  unzählig  viele  Tangenten  an  ein  Element  einer  Oberfläche 
giebt,  welche  eben  in  ihrer  Gesammtheit  die  Tangentialebene  bilden, 
so  muss  man,  um  jedes  Element  durch  eine  Tangente  zu  repräsentiren, 
noch  eine  Bestimmung  hinzufügen.  Es  giebt  keine  einfachere,  als  die, 
eine  Axe  im  Räume  anzunehmen,  welche  wir  Hauptaxe  nennen  und 
von  welcher  aus  jedesmal  die  Tangenten  gezogen  sein  sollen.  So  ent- 
spricht dann  jedem  Elemente  der  Oberfläche  nur  eine  Tangente,  und 
alles  ist  jetzt  dem  Früheren  analog. 

Um  nun  den  allgemeinen  Satz  für  diese  beiden  neuen  Systeme, 
welche  wir  Ebenen-  und  Liniensysteme  nennen  wollen,  umzuwandeln, 
kommt  es  nur  darauf  an,  diejenigen  Beziehungen,  aus  welchen  wir  dort 
jenen  Satz  ableiteten,  auch  hier  festzuhalten.  Es  waren  diese  Be- 
ziehungen dargestellt  durch  die  Gleichungen  (1,  2,  3,  4,  5)  in  §  2,  von 
denen  (1)  und  (5)  hernach  noch  eine  individuelle  Gestaltung  annahmen. 
Die  Gleichung  (1)  (späterhin  I)  bestimmte  den  Punkt  Q^  die  Gleichung 
(2)  die  Oberfläche,  als  Ort  des  Punktes  S,  zwischen  dessen  Richtstücken 
eben  die  Gleichung  stattfand,  wobei  ein  fester  Punkt  P  als  der  Ur- 
sprung der  Richtstücke,  d.  h.  als  der  Punkt  angenommen  wurde,  dessen 

Orassmann,  Werke,    ü.  3 
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Richtstücke  null  waren.  Die  Gleichungen  (3)  stellten  die  Bedingung 
dar,  dass  P,  Q,  S  in  einer  Geraden  lagen,  und  aus  diesen  drei  Glei- 
chungen wurden  dann  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  abgeleitet.  Lassen 
wir  also  die  Gleichungen  (l)  und  (2),  welche  immer  an  sich  noch  will- 
kürlich sind,  auch  für  die  beiden  letzten  Systeme  bestehen,  so  kommt 
es  nur  noch  darauf  an,  dass  auch  die  Gleichungen  (3),  nämlich 

X  y  z  8 

X  y  z'  g  ' 

59  hier  gelten,  und  es  müssen  also  die  Richtstücke  der  Ebene  oder  der 
Geraden  (deren  Ort  die  Oberfläche  darstellen  soll)  so  gewählt  werden, 
dass  die  Gleichungen  noch  fortbestehen.  Bei  dem  Ebenensysteme,  wo 
also  die  Oberfläche  als  Ort  einer  Ebene  angesehen  wird,  wird  man 
unter  S,  also  auch  unter  P  und  Q,  Ebenen  verstehen  müssen.  Die 
Bedingung,  dass  die  Punkte  P,  S,  Q  in  einer  Geraden  liegen  mussten, 
wird  also  hier  durch  die  Bedingung  vertreten,  dass  die  Ebenen  P,  S,  Q 
sich  in  ehier  Geraden  schneiden  sollen.  Man  nehme  nun  P  zur  Ebene 
zweier  Richtaxen  (X,  Y)  und  nehme  von  dem  Durchschnittspunkte  der- 
selben aus  eine  dritte,  nicht  in  der  Ebene  liegende  Axe  (Z).  Nun 
seien  die  Stücke,  welche  die  Ebene  S  von  diesen  drei  Richtaxen  ab- 
schneidet, Xj  y,  z:  alsdann  schneidet  Qy  da  P,  S,  Q  sich  in  ehier  Ge- 
raden schneiden  sollen,  von  den  beiden  in  P  liegenden  Richtaxen  X 
und  Y  dieselben  Stücke  x  und  y  ab;  hingegen  schneidet  Q  von  der 
dritten  Axe  Z  das  Stück  /  ab.  Wollte  man  nun  die  Stücke  x,  y,  z, 
durch  welche  die  Ebene  S  bestimmt  ist,  als  Richtstücke  derselben  an- 
nehmen, so  würden  die  Gleichungen  (3)  nicht  mehr  gelten;  dagegen 
werden  sie  bestehen  bleiben,  wenn  man  zu  Richtstücken  einer  Ebene 
S  die  Grössen  ^,  ^,  z  nimmt,  von  denen 

ist.  Denn  nennt  man  nun  q/,  ^\  z  die  Richtstücke  der  Ebene  Q  in 
demselben  Sinne  genommen,  wo  also 

t         z  .t        z' 

ist,  so  hat  man  unmittelbar 

9  tf}   z 

(p*  tj/  z' 

Um  noch  das  Analogon  von  s  und  q  zu  erhalten,  ist  nur  zu  erwägen, 
dass  s  und  g  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  von  P  und  S  einerseits 
und  von  P  und  Q  andrerseits  abhängig  waren,  und  zwar  so,  dass  man 

jene  drei  gleichgesetzten  Ausdrücke  gleich  —  setzen  konnte.    Dasselbe 
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erreicht  man  hier  auf  eine  sehr  einfache  Weise,   wenn  man   die  dritte 

Axe  Z  gegen  P  senkrecht  annimmt.     Alsdann  ist  oflFenbar 

z_  _  tang  JP5 
z'  ~"  tang  PC' 

sobald  man  unter  PS  und  VQ  die  Neigungswinkel  der  Ebenen  ver- 
steht; wobei  zu  merken  ist,  dass  "PQ  und  QT  wieder  entgegengesetzte 
Winkel  sind.  Bezeichnen  wir  also  tang  PS  durch  s  und  tang  P  Q 
durch  g,  so  ist  auch 


Z     Ä 

~7  ~   q' 

wie 

oben 

(§2), 

und 

wir  können  also  wie 

oben  substituiren : 

[3] 

<jp  = 

8      / 

Z     =     ~           Z     y 
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welche  den  Gleichungen  (3)  in  §  2  entsprechen. 

Wir  wollen,  ehe  wir  in  der  Entwickelung  weiter  gehen,  hier  einen 
Augenblick  verweilen,  um  die  Bedeutung  der  gefundenen  Richtstücke 
festzuhalten.  Wir  nennen  die  Ebene  P,  in  welcher  die  Richtaxen  X 
und  Y  angenommen  waren,  die  Hauptebene,  die  darauf  senkrechte  Axe 
Z  die  Hauptaxe,  die  übrigen  Axen  (X  und  Y)  Nebenaxen,  und  die 
beiden  Ebenen,  welche  durch  die  Hauptaxe  einerseits  und  die  beiden 
Nebenaxen  andrerseits  gelegt  sind,  Nebenebenen.  Die  Richtstücke  der 
veranderlichen  Ebene  S  sind  nun  erstens  das  Stück,  welches  sie  von 
der  Hauptaxe  abschneidet,  zweitens  und  drittens  die  Tangenten  des 
Winkels,  welchen  die  von  der  veränderlichen  Ebene  und  der  einen  oder 
der  andern  Nebenebene  gebildete  Durchschnittslinie  mit  der  Hauptaxe 
macht.  Auch  hier  ist  zu  bemerken,  dass  P  der  Ursprung  der  Richt- 
stücke, d.  h.  diejenige  Ebene  ist,  deren  Richtstücke  null  sind. 

Nimmt  man  nun  eine  Gleichung  vom  w-ten  Grade 

[2J  ^X(9>,^,^)  =  0 

zwischen  diesen  variabeln  Richtstücken  der  Ebene  S  an,  so  ist  der 
geometrische  Ort  derselben  eine  Oberfläche,  welche  wir  nach  Analogie 
des  von  Gergonne  für  ebene  Kurven  eingeführten  Sprachgebrauches 
eine  Oberfläche  n-ter  Klasse  nennen.  Durch  Substitution  von  [3J  in 
[2]  erhalten  wir,  wie  oben, 

welche  Gleichung  also  in  Bezug  auf  s  von  demselben  (n-ten)  Grade  ist, 
wie  die  Gleichung  [2J,  und  welche  also  lehrt,  dass  an  eine  Oberfläche 
n-ter  Klasse  von  einer  gegebenen  Geraden  aus  n  Tangentialebenen  mög- 
hch  sind.    Sobald  man  nun  zur  Bestimmung  von  q  dieselbe  Gleichung  (I) 
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festhält^  so  muss  auch  dieselbe  Gleichung  (V)  daraus  hervorgehen,  also 
derselbe  Satz  hier  gelten.  Die  Gleichung  (I)  hatten  wir  in  §  4  auf  die 
Form  (Ib),  nämlich  auf 

t'^J  [('-«•■0-i)]"=» 

gebracht.  Im  gegenwärtigen  Falle  bedeuten  q  und  s^  u.  s.  w.  die  Tan- 
genten der  Winkel  PQ  und  P&\  u.  s.  w. 

Es  lässt  sich,    dem  Obigen   analog,    hieraus  eine   noch   einfachere 
Gleichung  von  der  Form  [IcJ  ableiten,  indem  man 

«j  tang  PS^  cos  PQ  sin  PS^ 

_  cosP^sinP^t— sin  PQ  cos  PS^  _  sin  (P,S,  -  PQ)  _         sin  QS, 


cos  PQ  sin  PiS;  cos  PQ  sin  PS^         sin  PS^  cos  PQ 

setzt  und  dann,  nachdem  auf  entsprechende  Weise  auch  statt  der  übri- 
gen Grössen  in  obiger  Gleichung  (Ib)  substituirt  worden  ist,  dieselbe 
mit  (cos  PQ)^  multiplicirt,  woraus  sich 

•  m 

L^^J  Vin  PS,  sin  PSn)^ 

als  Gleichung  der  harmonischen  Mitten  (Q)  w-ter  Ordnung  zwischen 
den  sich  in  einer  und  derselben  Geraden  schneidenden  Ebenen  S, , . . .  S« 
in  Bezug  auf  die  durch  dieselbe  Gerade  gelegte  Ebene  P,  ergiebt. 
Demnach  lässt  sich  der  Hauptsatz  für  Ebenensysteme  wie  folgt  aus- 
sprechen : 

Wenn  man  durch  eine  in  einer  festen  Ebene  P  liegende  be- 
wegliche Gerade  an  eine  feste  Oberfläche  n-ter  Klasse  die  n 
Tangentialebenen  S^  ...  8n  legt  und  eine  durch  dieselbe  Gerade 
gelegte  Ebene  Q  so  annimmt,  dass  die  Summe  sämmtiicher  Pro- 
dukte zu  m  Faktoren,  iveUhe  sich  aus  Brüchen  bilden  lassen, 
deren  Zähler  die  Sinus  der  Neigungswinkel  zwischen  einer  der 
Tangentialebenen  und  der  Ebene  Q,  und  deren  Nenner  die 
Sinus  der  Neigungswinkel  zwischen  derselben  Tangentialebene 
und  der  Ebene  P  sind,  gleich  Null  ivird:  so  ist  der  geometrische 
Ort  der  Ebene  Q  (d.  h,  die  von  den  sämmtUchen  Ebenen  Q  IJmhidlte) 
eine  Oberfläche  m-ter  Klasse;  und  zwar  erhält  man,  tvenn  P 
zum  Ursprung  der  Bichtstücke  gemacht  wird,  die  Ortsgleichung 
für  Q  atis  der  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche  dadurch, 
dass  man  jedes  Glied  der  letzteren  mit  einer  Kombinationszahl 
multiplicirt,  deren  Elementenzahl  die  Ordnung  dieses  Gliedes 
zu  n  und  deren  Klassenüahl  dieselbe  zu  m  ergänzt 
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Wir  nennen  hier  wiederum  die  Ebenen  Q  die  zu  der  gegebenen 
Oberfläche  und  der  Polarebene  P  gehörigen  harmonischen  Mitten  w-ter 
Ordnung  und  ihren  geometrischen  Ort  die  m-te  Centrale  der  gegebenen 
Oberfläche  in  Bezug  auf  die  Ebene  P.  Femer  ist  zu  bemerken,  dass 
die  Oberfläche  oder  vielmehr  das  Gebilde  erster  Klasse  ein  Punkt  ist, 
so  dass  also  auch  der  Ebene  eines  Punktsystems  ein  Punkt  des  Ebenen- 
systems entspricht.     Nämlich  die  Gleichung  ersten  Grades  würde  sein: 

ag)  -\-  bip  -\-  c  =  z. 

Setzt  man  hier  wiederum  statt  %  tff  ihre  Werthe  ~  >  —  ?  indem  x,  y,  e  62 

X     y 

die  durch  die  veränderliche  Ebene  von  den  drei  Axen  abgeschnittenen 

Stücke  (die  Axenabschnitte  derselben)  bezeichnen,  so  erhält  man  nach 

Division  mit  z  die  Gleichung 

X     ^     y     ^     z  ' 

welche  bekanntlich  die  Relation  zwischen  den  Richtstücken  a,  6,  c  eines 
Punktes  und  den  Axenabschnitten  x,  y,  z  einer  durch  diesen  Punkt 
gelegten  Ebene  ausdrückt.  Also  ist  jene  Gleichung  ersten  Grades  die 
Gleichung  eines  Punktes,  dessen  Richtstücke  a,  b,  c  sind.  Die  erste 
Centrale  ist  somit  ein  Punkt,  welchen  man  daher  den  harmonischen 
Mittelpunkt  der  Oberfläche  in  Bezug  auf  die  Ebene  P  nennen  kann. 
Ebenso  wird  ein  System  von  n  Punkten  als  Gebilde  w-ter  Klasse  an- 
gesehen und  die  erste  Centrale  desselben  wieder  der  harmonische  Mittel- 
punkt zwischen  den  n  Punkten  in  Bezug  auf  eine  Ebene  P  genannt 
werden  können.  Liegt  P  in  unendlicher  Entfernung,  so  wird  dieser 
Punkt,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  zu  dem  Schwerpunkte  zwischen  jenen 
n  Punkten  (alle  als  gleich  schwer  betrachtet). 

Es  bedarf  kaum  einer  Erwähnung,  dass  bei  ebenen  Kurven  die 
Tangentialebene  S  durch  eine  Tangente  S  vertreten  wird,  dass  hier  die 
Richtstücke  dieser  veränderlichen  Geraden,  wenn  dieselbe  von  den  Axen 

(X  und  Y)  die  Stücke  x  und  y  abschneidet,  x  und  ^  =  —    sind,    und 

dass  für  ebene  Kurven  bei  Beobachtung  dieser  Bestimmungen  ganz  das- 
selbe gilt,  was  für  die  Oberflächen  bewiesen  wurde. 


Wir  gehen  nun  zu  dem  Liniensysteme  im  Raum  über,  bei  wel- 
chem eine  in  einer  festen  Hauptaxe  bewegliche  Gerade  als  erzeugendes 
Element  betrachtet  wird.  Man  bezeichne  wieder  die  Hauptaxe  durch 
P,  die  veränderliche  Gerade  durch  5»,  irgend  eine  andere  durch  P 
gehende   Gerade,    deren  Lage   später   bestimmt  werden  soll,    durch  Q, 
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Die  Gleichung,  welche  zwischen  den  veränderlichen  Bestimmungsstticken 
der  Geraden  stattfindet,  bestimmt  wiederum  die  Oberfläche.  Die  Richt- 
stücke dieser  Geraden  sind  so  zu  wählen,  dass  wieder  die  Gleichungen 
(3)  fortbestehen,  für  den  Fall,  dass  die  Geraden  P,  S,  Q  in  der  ein- 
fachsten Beziehung  stehen.  Als  einfachste  Beziehung  nehmen  wir  die 
an,  dass  P,  S  und  Q  von  demselben  Punkt  ausgehen  und  in  derselben 
Ebene  liegen.  Nimmt  man  nun  in  einer  gegen  die  Hauptaxe  senk- 
63  rechten  Ebene,  welche  Hauptebene  heissen  f  soll,  zwei  beliebige  in  der 
Hauptaxe  Z  zusammenlaufende  Axen  X  und  Y  an,  so  lässt  sich  die 
Gerade  S  durch  folgende  drei  Stücke  bestimmen:  erstens  durch  das 
Stück  z,  welches  sie  von  der  Hauptaxe  abschneidet,  und  femer  durch 
die  Richtstücke  (x,  y)  des  Punktes,  in  welchem  sie  die  Hauptebene 
schneidet:  diese  Richtstücke  nämlich  in  Bezug  auf  die  Axen  X  und  Y 
genommen.  Die  Gerade  Q  soll  nach  der  angenommenen  Bedingung 
die  Hauptaxe  in  demselben  Punkte  sehneiden,  wie  S,  also  auch  das 
Stück  z  abschneiden;  hingegen  sollen  die  Richtstücke  des  Punktes,  in 
welchem  Q  die  Hauptebene  schneidet,  x  und  y  sein.  Da  nun  P,  S,  Q 
in  einer  Ebene  liegen  sollten,  so  wird   x   sich  zu  y   wie  x  zw  y  ver- 

halten  oder     .  =  ^   sein.     Hingegen   werden   diese   beiden   Quotienten 

nicht  gleich  -,   sein;  man  wird  also  z  nicht  als  drittes  Richtstück  der 

Geraden  S  annehmen  können,  wenn  die  Gleichung  (3)  noch  fortbestehen 
soll.     Vielmehr  wird  dann  als  drittes  Richtstück 

—  =  o)      oder      --  =  ib 

z        ^  z        ^ 

anzunehmen  sein;  denn  bezeichnet  man  dann  die  entsprechenden  Stücke 
für  Q  mit  ^!  und  ^',  so  ergiebt  sich 

0)'=  — ,       also      -i,=  -^^         und  ebenso      -^  =  -r 
^       X  ^  (p        X  '  '^        y 

und  man  erhält 

~  =  -i^-  =  ^-  =  ^- . 
X         y         fp         t\)' 

Nimmt  man  nun  s  wiederum  als  Tangente  des  Winkels  FS  und  setzt 
ebenso  q  =  tang  P^,  so  sind  wiederum  jene  vier  gleichgesetzten  Aus- 
drücke gleich  —  und  es  ist 

[3]         ^  =  Y^''     y  =  fy';    9  =  ^9^''    ?^  =  -J-^'. 

Es  ist  klar,  dass  man,  da  hier  die  Gleichungen  [3]  sich  auf  vier  Ver- 
änderliche X,  y,  q>y  tif  beziehen  (welche  übrigens  das  Verhältniss  haben, 
dass  x:y  =  g):tli)y  auch  die  Gleichung  [2]  der  Oberfläche  als  Gleichung 
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vom  »-ten  Grade  zwischen  diesen  vier  Veränderlichen   wird  annehmen 

können;  also  die  Gleichung 

[2]  2F,(.r,  y,  q>,  tf,)  =  0. 

Durch  Substitution  von  [3]  in  [2]  erhält  man  dann 

,--,      JF\  (x,  y,  w,  'ü>) 
[4]  2^  -^--    J  =  0. 

Dann   erhält   man  aus  Gleichung  (I),   zu   welcher  wir  die  Form  (Ib)  64 
wählen  und  aus  [4]  wiederum,  da  die  Anzahl  der  Veränderlichen  keinen 
Unterschied  machen  kann,  dieselbe  Gleichung  (V),   welche  also  lauten 
würde: 

m  —  a 

[5]  ^(«-0)       F,{x,y',ip-,i>')  =  0. 

Die  Gleichung  (Ib)  gestaltet  sich,  wie  bei  dem  Ebenensystem,  leicht 
in  die  Form  (Ic)  um,  da  auch  hier  q  und  s  die  Tangenten  der  Winkel 
PQ  und  PS  bedeuten,  und  man  hat  auch  hier: 

•  m 
/8ing5,  sin  QSn\  _  ^ 

VsinP^i    *"  sin  PSn)  ~     ' 

als  Gleichung  der  harmonischen  Mitten  w-ter  Ordnung  Q  zwischen  den 
von  einetn  Punkte  ausgehenden  und  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
Äj,  ...S«  in  Bezug  auf  die  durch  denselben  Punkt  gehende  und  in 
derselben  Ebene  liegende  Gerade  P.  Demnach  wird  der  Hauptsatz  für 
Liniensysteme  im  Räume  folgendermassen  lauten,  wenn  man  nämlich 
die  Oberfläche,  welche  durch  eine  Gleichung  vom  n-ten  Grade  zwischen 
^1  Vj  9>f  i^  bestimmt  ist,  eine  Oberfläche  n-ter  Reihe  nennt: 

Wenn  man  von  einem  in  einer  festen  Geraden  P  liegenden 
beweglichen  Punkt  in  einer  um  dieselbe  Gerade  heiveglichen 
Ebene  die  n  Tangenten  S^,  ...  8n  an  eine  Oberfläche  n-ter  Reihe 
zieht  und  eine  durch  denselben  Punkt  gehende  und  in  derselben 
Ebene  liegende  Gerade  Q  so  annimmt y  dass  die  Summe  sämmt- 
licher  Produkte  zu  m  Faktoren,  welche  sich  aus  den  Quotienten 
der  Sinusabstände  jeder  Tangente  von  der  Geraden  Q  einer- 
seits und  der  Geraden  P  andrerseits  bilden  lassen,  gleich  Null 
ist,  d.  Ä.  also,  dass 


/sin  gS^  sin  QSn  \  /^ 

\8inP5,    *"  Bin  PSn) 


,  sin  P5, 

ist:  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Geraden  Q  eine  Oberfläche 
m-ter  Reihe;  und  zwar  erhält  man,  wenn  P  zum  Ursprung  der 
Rieht  stücke'^)  gemacht  ist,  u.  s.  w. 

*)  Nämlich  die  Hauptaxe  heisst  hier  wieder  Ursprung  der  Richtstücke,  weil 
die  vier  Richtstücke  derselben  alle  gleich  Null  sind. 


40  ^    Theorie  der  Centralen.     C.  J.  26. 

Die  Benennungen  sind  hier  dieselben,  wie  früher,  nur  dass  wir  P 
die  Fola.Yaxe  nennen  wollen. 

Es  wurden  hier  vier  Veränderliche  zu  Gninde  gelegt,  welche  unter 
sich  eine  Propoi-tion  bilden.  Man  kann  natürlich  vermittelst  dieser 
66  Proportion  sogleich  eine  der  vier  Veränderlichen  herausschaflPen ;  doch 
verschwindet  dann  die  eigenthümliche  Symmetrie  in  den  Gleichungen. 
Um  diese  etwas  abnorm  scheinende  Coordinatenbestimmung  näher  zu 
rücken  imd  ihre  Wichtigkeit  vor  die  Augen  zu  stellen,  wollen  wir  noch 
folgende  Beziehungen  für  dieselbe  aufstellen: 

1.  Jede  Oberfläche  firter  Iteihe  wird  von  einer  durch  die  Uaupiaxe 
fieUgien  Ebene  in  einer  Kurve  ftrfer  Klasse  geschnitten, 

•  Es  sei  in  der  That  die  Gleichung  der  Oberfläche  n-ter  Reihe 

WO  aa,b,c,b  den  zu  den  Exponenten  Q,  b,  C,  b  gehörigen  Koefficienten 
andeutet,  der,  wenn  die  Gleichung  vom  M-ten  Grade  sein  soll,  null  ist, 
sobald  Q  +  b  +  C  +  b  grösser  als  n  ist.  Man  nehme  an,  dass  die  durch 
die  Hauptaxe  (Z)  gelegte  Durchschnittsebene  gegen  die  Ebene  der 
beiden  Axen  Z  und  X  den  Winkel  a  bildet,  nenne  die  Strecke  vom 
Durchschnittspunkte  der  drei  Axen  bis  zu  dem  Punkt,  in  welchem  eine 
in  der  Durchschnittsebene  Hegende,  an  die  Oberfläche  gezogene  Tan- 
gente S  die  Hauptebene  schneidet,  |>,  und  bezeichne  —  in  dem  obigen 
Sinne  durch  ty,  so  hat  man  für  S: 

X  =,p  cos  a;       y  =  p  sin  a, 
und  hieraus  durch  Division  mit  js: 

y  =  ^y  cos  «;      tl;  =  m  sin  a. 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  der  gegebenen  Gleichung,  so  er- 
hält man 

^ötfl,6,c,b(co8  a)«+«(sin  a)^+^^«+i'^+»>  =  0; 

welches  eine  Gleichung  vom  n-ten  Grade  zwischen  p  und  W  ist.  Also 
ist  die  dadurch  dargestellte  Durchschnittskurve  eine  Kurve  n-ter  Klasse. 

2.  Zielit  man  von  einem  Punkte  der  Hauptaxe  an  eine  Oberfläche 
fhter  Reilie  die  säntmUiclien  Tangenten,  so  bikleti  die  DurcJischnittspunkte 
derselben  mit  der  HaupteJjene  eine  Kurve  n-ter  Ordnung. 

Denn  dann  ist  z  konstant  und  kann  gleich  c  gesetzt  werden.  Man 
substituire  9>  =  — ,  ^  =  —  in  der  obigen  Gleichung,  so  erhält  man 


^^^V+y+^^O: 
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eine  Gleichung,  welche  in  Bezug  auf  x  und  y  vom  n-ten  Qrade  ist, 
wenn  die  ursprüngliche  Gleichung  von  diesem  Grade  war;  es  bilden 
also  die  Punkte,  deren  Richtstücke  x  und  y  sind,  eine  ebene  Kurve 
ti-ter  Ordnung. 

Die  weitere  Diskussion   übergehen   wir   und   bemerken   nur  noch,  66 
dass  das  Gebilde  erster  Reihe,  welches  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann,  eine  Gerade  ist.  Dies  folgt  unmittelbar  dar- 
aus, dass,  wenn  man  aus  jedem  beliebigen  Punkte  der  Hauptaxe  die 
sämmtlichen  tangirenden  Geraden  an  das  Gebilde  erster  Reihe  zieht, 
die  dadurch  entstehende  Projektion  desselben  auf  die  Hauptebene  nach 
dem  vorher  ausgesprochenen  Satze  jedesmal  eine  Linie  erster  Ordnung? 
also  eine  Gerade  ist.  Auch  ergiebt  sich,  da  jene  lineare  Gleichung  vier 
Konstanten  hat,  dass  jede  Gerade  im  Räume  in  Bezug  auf  jedes  Axen- 
system  als  Gebilde  erster  Reihe  betrachtet  werden  kann.  Auch  ist 
klar,  dass  sich  jedes  System  von  n  Geraden  im  Räume  als  Gebilde  ri-ter 
Reihe  zeigt:  alles  Resultate,  welche  den  für  die  beiden  andern  Richt- 
systeme aufgestellten  ganz  analog  sind*). 

Die  Folgerungen  aus  dem  Hauptsatze,  welche  in  §  5,  6  und  7  für 
Punktsysteme  entwickelt  wurden,  können  leicht  in  die  beiden  andern 
Richtsysteme  übertragen  werden;  doch  wollen  wir  diese  Uebertragung 
nur  da  andeuten,  wo  sie  bedeutendere  Abweichungen  darbietet,  nicht 
da,  wo  sie  nur  eine  nach  dem  im  Hauptsatze  dargestellten  Princip 
leicht  ausführbare  Uebersetzung  aus  der  Sprache  des  einen  Systems  in 
die  des  andern  enthält.  Eigenthümlich  gestaltet  sich  für  Ebenensysteme 
insbesondere  der  Fall,  wo  die  Ebene  P  ins  Unendliche  rückt,  indem 
es  nur  eine  unendlich  entfernte  Ebene  giebt,  während  der  Punkt  P, 
wenn  er  in  unendliche  Entfernung  rückt,  unendlich  viele  verschiedene 
Richtungen  darstellen  kann. 

Es  liege  also  die  Ebene  P  in  unendlicher  Entfernung,  die  Ebenen 
iSj,  ...  S«  in  endlicher.  Da  nun  S^y  ...  S„  und  Q  die  Ebene  P  alle  in 
derselben  Geraden  schneiden  sollen,  welche  also  hier  unendlich  ent- 
fernt ist,  so  werden  sie  alle  unter  sich  parallel  sein.  Die  Bedingungs- 
gleichung 


( sin  QS,  ^^^_QSn\  _  f. 

VsinPÄ    *"  sinPSn)  ~ 


•)  Man  sieht  übrigens  leicht,  dass  die  Kurven  doppelter  Krümmung,  als  Ge- 
bilde n-ter  Reihe,  durch  eine  einzige  Gleichung  dargestellt  werden;  was  diesem 
Richtsjsteme  ein  besonderes  Interesse  giebt. 
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ist  hier  nicht  mehr  anwendbar,  da  alle  diese  Sinus  vermöge  des  Par- 
allelismus der  Ebene  verschwinden,  ihr  Quotient  also  unbestimmt  wird. 
67  Um  f  die  Gleichung  so  zu  gestalten,  dass  die  Uebertragung  fQr  den  Fall, 
wo  P  ins  Unendliche  rückt,  ausführbar  wird,  denke  man  sich  von  irgend 
einem  Punkte  der  Ebene  S^  zwei  Lothe  gefällt:  eins  auf  die  Ebene  P 
und  eins  auf  die  Ebene  §,  und  bezeichne  für  den  Augenblick  diese 
Lothe  durch  PS^  und   QS^.     Dann  ist  oflFenbar 

sin  P'Sl         PX  ' 

und  indem  man  ebenso  mit  den  übrigen  Ebenen  /S^  •  •  •  5«  verfährt, 
erhält  man 

■  m 

\ps,      rsj      "' 

welches  sich  für  den  Fall,  dass  P  ins  Unendliche  rückt,  in 

verwandelt;  wie  es  sich  schon  oben  (§  6)  zeigte.  Für  diesen  Fall  wer- 
den aber  die  Lothe  QS^y  ...  QSn  alle  einander  parallel  sein  und  können 
also  als  Abschnitte  einer  Geraden  angesehen  werden,  und  da  jede  andere 
durch  die  parallelen  Ebenen  gelegte  Grade  mit  jener  ähnlich  getheilt 
sein  wird,  so  wird  die  Gleichung  (Ic)  hier  durch  die  Gleichung 

(QS,...  QSS  =  0 

vertreten,  wo  QS^  u.  s.  w.  die  gegenseitigen  Abstände  der  Ebenen  Q  und 
und  S|  u.  s.  w.  oder  auch  die  Stücke  bezeichnen,  welche  die  Ebenen  Q 
und  Si  u.  s.  w.  aus  einer  beliebig  hindurchgelegten  Geraden  herausschnei- 
den. Hiemach  würde  denn  für  diesen  Fall  der  allgemeine  Satz  fol- 
gende Gestalt  annehmen: 

Legt  man  an  eine  Oberfläche  n-ter  Klasse  n  unter  sich  par- 
allele Tangentialebenen  S^,  ...  S„  von  veränderlicher  Richtungy 
und  nimmt  mit  ihnen  parallel  eine  Ebene  Q  so  an,  dass  die 
Summe  sämmtlicher  Produkte  von  m  Faktoren,  welche  sich  aus 
den  Abständen  der  Ebene  Q  von  den  n  Tangentialebenen  bilden 
lassen^  gleich  Null  ist,  so  umhüllt  die  Ebene  Q  eine  Oberfläche 
m-ter  Klasse. 

Es  heisse  dieser  Ort  der  Ebene  Q^  dem  Princip  unserer  Benennung 
gemäss,  die  m-te  Centrale  der  Oberfläche  schlechthin,  d.  h.  ohne  Be- 
ziehung auf  eine  noch  zu  bestimmende  Ebene.  Ist  insbesondere  m  =  1, 
also  Q  die  Mitte  zwischen  S^,  •••  S„,  so  ist  der  Umhüllungsort  ein 
Punkt,  welcher  schlechthin  Mittelpunkt  der  gegebenen  Oberfläche  heissen 
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soll.  Es  ist  dieser  Mittelpunkt  in  Bezug  auf  ebene  Kurven  identisch 
mit  dem,  was  Steiner  sehr  passend  Krümmungsschwerpunkt  derselben 
nennt*);  wie  es  f  sich  sehr  leicht  ergiebt,  wenn  man  die  Tangenten  an  68 
zwei  unendlich  nahe  aneinander  liegende  Punkte  der  Kurve  nimmt. 
Zieht  man  nämlich  die  mit  einer  Richtung  parallelen  Tangenten 
Si,  ...  Sn  und  die  ihre  Mitte  bildende  Linie  Q,  und  dann  die  Tangen- 
ten Sj',  . . .  Snf  welche  mit  einer  von  der  vorigen  unendlich  wenig  ab- 
weichenden Richtung  parallel  sind,  und  die  ihre  Mitte  bildende  Linie 
Q\  so  schneiden  sich  Q  und  Q'  in  einem  Punkt,  welcher  die  Mitte 
zwischen  den  n  Punkten  ist,  in  welchen  sich  die  Tangenten  S^  und  iS/, 
^2  und  iS^'  u.  s.  w.  schneiden,  d.  h.  welcher  der  Schwerpunkt  jener  n 
Punkte  ist;  alle  als  gleich  schwer  betrachtet.  Es  schliessen  aber  diese 
Tangenten  S^  und  S^',  Äg  und  S^  u.  s.  w.  vermöge  des  angenommenen 
Parallelismus  gleiche  Winkel  ein,  d.  h.  es  werden  hier  solche  Elemente, 
welche  gleiche  Krümmung  haben,  gleich  schwer  angenommen.  Da  nun 
alle  Geraden  Q  dieser  Art  sich  in  demselben  Punkt  schneiden,,  so  ist 
derselbe  der  Schwerpunkt  der  Kurve  unter  der  Voraussetzung,  dass  alle 
Elemente  derselben,  welche  gleiche  Krümmung  haben,  als  gleich  schwer 
betrachtet  werden;  d.  h.  er  ist  der  Krümmungsschwerpunkt  derselben. 
Ebenso  verhält  es  sich  bei  Oberflächen,  bei  denen  man  nur  statt  der 
zwei  Systeme  paralleler  Tangenten  drei  unendlich  nahe  aneinander  lie- 
gende Systeme  paralleler  Tangentialebenen  zu  setzen  hat,  während  die 
übrigen  Schlüsse  ganz  dieselben  bleiben. 

Will  man  hier  für  die  m-te  Centrale  einer  Oberfläche  n-ter  Klasse 
(in  Bezug  auf  die  unendlich  entfernte  Ebene)  die  Gleichung  suchen,  so 
ergiebt  sich  eine  merkwürdige  Analogie  mit  der  entsprechenden  Auf- 
gabe bei  Punktsystemen.  Wenn  man  nämlich  dort  den  unendlich  ent- 
fernten Punkt,  wie  es  oben  geschah,  in  der  ^-Axe  annimmt,  so  hat 
man  nur  statt  x  und  y  überall  (p  und  ^  zu  setzen;  alle  Formeln  bei 
dem  (Jange  des  Beweises  bleiben  dieselben.  Die  Gründe,  aus  welchen 
sich  die  verschiedenen  Formeln  ergeben,  sind  zwar  hier  andere,  aber 
so  einfach,  dass  es  nicht  nöthig  ist,  sie  besonders  zu  entwickeln.  Nur 
das  Resultat  möge  noch  einmal  ausgesprochen  werden:   dass  nämlich, 

die  Gleichung  der  Oberfläche   ist,   die  ihrer  m-ten  Centrale  (in  Bezug 
auf  die  unendlich  entfernte  Ebene) 

*)  Vgl.  dessen  Abhandlung  über  den  Erümmungsschwerpunkt  ebener  Kurren 
im  1.  und  2.  Hefte  des  21.  Bandes  dieses  Journals.  [Steiners  Ges.  Werke,  Bd.  11 
Nr.  12,  S.  97. J  Dass  dieser  Punkt  hier  schlechtweg  Mittelpunkt  heissen  soll,  ist 
nicht  willkürlich,  sondern  nach  dem  Princip  unserer  Benennung  nothwendig. 
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ni  —  a 

69  sein  wird.     Ist  z.  B.  m  =  1,  und  es  sind  die  Glieder  der  beiden  ersten 
Grade  in  der  Gleichung  für  die  gegebene  Oberfläche 

if»  +  (^9  +  '^^  +  ^)-2^'*~S 

SO  hat  man   als  Gleichung  für  die  erste  Centrale    derselben,   also    für 
ihren  Mittelpunkt  oder  ihren  Krümmungsschwerpunkt,  die  Gleichung 
nz  +  (Kf  -\-  htl;  -\-  c  =  0] 

d.  h.  die  Richtstücke   des  Krümmungsschwerpunktes  sind , , 

Wenn   also    in   jener   Gleichung    die   Glieder   vom    (n — l)-ten 

Grade  wegfallen,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  der  drei  Richtaxen  der 
Krümmungsschwerpunkt  der  Kurve. 

Die  Uebertragung  der  in  §  5  und  §  7  entwickelten  Folgerungen  in 
die  beiden  andern  Richtsysteme  bleibt  dem  Leser  überlassen.  Ich  will 
nur  noch  diejenigen  Folgerungen  verbunden  darstellen,  welche  dazu  dienen 
können,  den  Zusammenhang  der  verschiedenen  Richtsysteme  zu  übersehen. 

Es  wurde  oben  (§  7)  folgender  Satz  abgeleitet:  Von  einem  Punkt 
in  der  Ebene  einer  Kurve  w-ter  Klasse  lassen  sich  an  dieselbe  n(ji — 1) 
Tangenten  ziehen.  Hier  haben  wir  folgenden  entsprechenden  Satz: 
Eine  ebene  Kurve  {»j-ter  Klasse)  wird  von  einer  durch  sie  gelegten  Ge 
raden  in  n(n — 1)  Punkten  geschnitten;  und  hieraus  folgt  der  bekannte 
Satz:  Eine  Kurve  n-ter  Ordnung  lässt  sich  im  Allgemeinen  als  Kurve 
n(n  —  l)-ter  Klasse  und  eine  Kurve  w-ter  Klasse  als  Kurve  n{n  —  l)-ter 
Ordnung  betrachten.  Für  Oberflächen  n-ter  Ordnung  fand  sich,  dass 
sich  aus  einer  Geraden  an  dieselbe  n(n — 1)^  Tangentialebenen  legen 
lassen:  also  entsteht  hier  der  entsprechende  Satz,  dass  eine  Oberfläche 
n-ter  Klasse  von  einer  Geraden  in  n(n — 1)^  Punkten  geschnitten  wird. 
Demnach  ist  auch  im  Allgemeinen  eine  Oberfläche  n-ter  Klasse  von  der 
Ordnung  n{n — 1)^,  und  eine  Oberfläche  n-ter  Ordnung  von  der  Klasse 
n(n — 1)^.  Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  z.  B.  wird  also  auch  von 
der  zweiten  Klasse  sein  und  umgekehrt;  wie  dieselbe  auch  von  zweiter 
Reihe  ist,  da  ihr  Durchschnitt  mit  jeder  Ebene,  wie  auch  ihre  Tangen- 
tialprojektion  auf  jede  Ebene,  ein  Kegelschnitt,  d.  h.  eine  Kurve  zweiter 
Klasse  und  zugleich  zweiter  Ordnung  ist.  Im  Uebrigen  ist  jedoch  der 
Gegenstand  für  Liniensysteme  im  Räume  nicht  so  einfach,  wie  für  die 
beiden  anderen  Systeme.  Wir  können  hier  nicht  die  weitere  Erörte- 
rung dieses  Gegenstandes  geben,  weil  dazu  eine  selbstständige  Erörte- 
rung der  Liniensysteme  erforderlich  sein  würde,  welche  zu  einer  eigenen 
Abhandlung  von  nicht  geringerem  Umfange,  als  die  gegenwärtige,  an 

70  wachsen  würde,    f  Wir  begnügen  ims  also  damit,  die  Idee  dieses  Rieht- 
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Systems  aufgestellt,  den  Hauptsatz  für  dasselbe  abgeleitet  und  die  dar- 
aus fliessenden  Folgerungen  angedeutet  zu  haben. 

Um  noch  schliesslich  die  drei  Formen,  in  welchen  der  Hauptsatz 
vermöge  der  drei  Richtsysteme  sich  zeigte,  in  einen  Wortausdruck  zu- 
sammenfassen zu  können,  sind  noch  folgende  Benennungen  nöthig. 
Der  Punkt,  die  Gerade,  die  Ebene  sollen  einfache  Gebilde  oder  Elemente 
heissen;  die  Gerade  zwischen  zwei  Punkten  deren  Kombination;  ebenso 
die  Durchschnittskante  zweier  Ebenen;  zwei  Geraden  endlich,  welche 
derselben  Ebene  angehören,  haben  zu  ihrer  Kombination  diese  Ebene 
und  ihren  gegenseitigen  Durchschnittspunkt,  beides  in  eins  zusammen 
angeschaut.  Ueberhaupt  verstehe  man  unter  Kombination  zweier  Ele- 
mente das  Element,  welches  durch  die  beiden  vollkommen  bestimmt 
ist.  Was  unter  Richtstücken  eines  Punktes,  einer  Ebene,  einer  Geraden 
verstanden  wird,  ist  im  Vorigen  erörtert.  Es  ist  nur  zu  erinnern? 
dass,  dem  Obigen  gemäss,  das  Element,  dessen  Richtstücke  alle  null 
waren,  das  Ursprungselement  heisst.  Wenn  nun  zwischen  den  Richt- 
stücken eines  variabeln  Elements  eine  Gleichung  w-ten  Grades  statt- 
findet, so  heisst  der  geometrische  Ort  dieses  Elements  Ort  n-ten  Grades, 
Dieser  ist  also,  wenn  das  Element  ein  Punkt  ist,  ein  Gebilde  w-ter 
Ordnung;  wenn  eine  Ebene,  ein  Gebilde  w-ter  Klasse;  wenn  eine  Ge- 
rade, ein  Gebilde  »-ter  Reihe.  Endlich  unter  Entfemungsquotient  eines 
Elementes  S  von  zwei  andern  Q  und  P,  deren  Kombinationen  mit  S 
einander  decken,  wird,  wenn  Q  und  P  Punkte  sind,  der  Quotient  der 
beiden  Entfernungen  QS  und  PS  verstanden*);  wenn  hingegen  Q  und 
P  Gerade  oder  Ebenen  sind,  der  Quotient  der  Entfernungen  irgend 
eines  Punktes  in  S  von  den  Elementen  Q  und  P,  oder,  was  dasselbe 
ist,  der  Quotient  der  beiden  Sinus  des  Winkels  QS  und  des  Winkels 
PS]  wobei  jedesmal  die  erstgenannte  Grösse  als  Dividendus  zu  be- 
trachten ist.  Diesen  Benennungen  gemäss  ist  nun  folgender  Satz  die 
Zusammenfassung  aller  früheren  Sätze: 

Wenn  ein  festes  Element  P  und  ein  Ort  n-ten  Grades  eines 
mit  P  gleichartigen  Elementes  S  gegeben  sind,  und  man  kom- 
binirt  P  mit  dem  betvegiichen  Element  S^  und  zugleich  mit 
allen  übrigen  Elementen  S,  f  deren  Kombinationen  mit  P  jene  71 
Kombination  PS^^  decken,  Sg,  ...  S«,  und  bestimmt  dann  ein 
dieser  Kombination  gleichfalls  angehöriges  Element  Q  so,  dass 
die  Summe  aus  sämmtiichen  Produkten  von  m  Faktoren,  welche 


•)  D.  h.  also,  wenn  es  Punkte  sind,  müssen  alle  drei,  P,  Ä,  ^,  in  einer  Ge- 
raden liegen;  wenn  Ebenen,  müssen  sie  sich  in  einer  Geraden  schneiden;  wenn 
Gerade,  müssen  sie  in  einer  Ebene  liegen  und  durch  denselben  Punkt  gehen 
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sich  aus  den  Entfernungsquotienten  eines  jeden  der  Elemente 
S^y  . , .  Sn  von  den  beiden  Elementen  Q  und  P  bilden  lasseny 
gleich  Nxdl  ist:  so  ist  der  Ort  des  Elementes  Q  ein  Ort  m-ten 
Grades,  tvelcher  die  auf  das  Element  P  bezügliche  m-te  Cen- 
trale des  gegebenen  Gebildes  heisst;  und  zwar  findet  man,  wenn 
P  zum  Ursprungselement  gemacht  ist,  die  Gleichung  dieses 
Ortes  aus  der  des  gegebenen,  wenn  man  jedes  Glied  des  letzte- 
ren mit  einer  Kombinationszahl  multiplicirt,  deren  Elementen- 
zahl  den  Grad  dieses  Gliedes  zu  n,  und  deren  Klassenzahl  den- 
selben zu  m  ergänzt. 


SehliiHsbemerkung. 

Als  ich  den  in  §  2  angedeuteten  Weg  einer  noch  grösseren  Ver- 
allgemeinerung verfolgte,  gelangte  ich  zu  folgendem  Satze,  welcher  eben 
so  einfach  als  allgemein  und  von  welchem  der  in  der  vorhergehenden 
Abhandlung  vorgelegte  Hauptsatz  wiederum  nur  ein  specieller  Fall  ist. 
Da  vielleicht  dieser  Satz  einiges  Interesse  haben  möchte,  so  will  ich 
ihn  hier  wenigstens  aufstellen  und  seinen  Beweis  geben,  ohne  auf  die 
daraus  etwa  hervorgehenden  Folgenmgen  einzugehen.     Nämlich: 

Zieht  man  aus  einem  festen  Punkt  P  an  eine  feste  Ober- 
fläche n-ter  Ordnung  eine  bewegliche  Gerade,  welche  die  Ober- 
fläche in  den  Punkten  S^,  , , ,  Sn  schneidet,  und  bestimmt  auf 
ihr  einen  Punkt  Q  so,  dass  der  Gleichung 

unter  der  Bedingung,  dass  die  Summe  der  Werthe  a,  b,  .  . .  kon- 
stant und  gleich  m  ist,  genügt  wird:  so  ist  der  geometrische  Ort 
des  Punktes  Q  eine  Oberfläche  m-ter  Ordnung;  und  ztvar  erhält 
man,  wenn  für  den  Axendurchschnittspunkt  P  die  Gleichung 
der  gegebenen  Oberfläche 

(B)  2Fa{x,y,z)  =  0 
ist,  als  Ortsgleichung  des  Punktes  Q 

(C)  2(rn  —  X)      Fa(x,  y,  z)F,{x,y,  z) --^  =  0, 

wo  a  +  b  +  •  •  der  Kürze  wegen  mit  r  bezeichnet  ist  und  wo  r 
72  die -[Anzahl  der  Faktoren,  d,h,  also  auch  die  Anzahl  der  Grössen 
a^i,  ...   sowohl   in   dieser  als  in  der  ersten  Gleichung  (A)  be- 
zeichnet 
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Man  kann  nämlich  die  Gleichung  (A)  zunächst  nach  §  4  dadurch 
umwandeln^  dass  man  (1  —  —  j  statt  y^  setzt  u.  s.  w.,  und  dann  statt 
ii^nd  einer,  z.  6.  der  r-ten  Kombinationsklasse  aus  den  Elementen 
(1  —  --j  •  •  •  ( 1  —  --j ,  den  oben  (§  4)  gefundenen  Werth,  nämlich 


oder 


^(-l)«(n-or'(i-...i-)^ 

•«— a 


(«I  •  •  •  O 
substituirt     Nun  entwickelt  man  aus  (B),  dem  Früheren  ganz  analog, 


die  Gleichung 


^^£k%M  =  o, 


deren  n  Wurzeln  eben  die  vorher  durch  s^,  •  •  •  Sn  bezeichneten  Grössen 
sind  und  deren  Eoefficienten  man  statt  der  Kombinationsklassen  dieser 
Wurzeln  einführen  kann,  nämlich 

(«1  •  •  •  « J 
Dies  in  den  obigen  Ausdruck  für  die  r-te  Kombinationsklasse  gesetzt, 
giebt  für  dieselbe 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  für  die  Kombinationsklassen  in  (A)  sub- 
stituirt und  dabei  nur  alle  die  deutschen  Buchstaben,  welche  Verschie- 
denes ausdrücken,  auch  verschieden  bezeichnet,  so  erhält  man,  nach 
Multiplikation  mit  Fq(Xj  y,  e)"*,  die  Gleichung 

^>  — aj        (m  —  b)        "-Faix,  ?/,  :2)Ff,{x,  t/,  ^)  ...  =  0, 
mit  der  Bedingungsgleichung 

a'+b'  +  -..  =  m, 
oder  auch 

^A,h,  'Fa{x,y,z)Ff,{x,y,is)'"  =  0, 

wo  nämlich  der  Koefficient  Aa^b-  (indem  man  für  a,  b,  •••  irgend  eine 
Reihe  bestimmter  Werthe  a,  h,    ••  gesetzt  hat)  folgende  Summe 

^  Da  keine  Verwechselung  zu  befürchten  ist,  so  sind  die  Unterscheidungs- 
itriche  über  x,  y,  z  weggelassen. 
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-a'—a  t'—b 

Aa,ö,:.  =  2{n  —  a)        (n  —  b) 
73  mit   der  Bedingungsgleichung  a'  -\-  V  -{-    "  =  7n    darstellt.     Um  diese 
Summe  zu  finden,  wende  man  folgendes  Summationsgesetz  an: 

^._   a      b  m 

2cc'ß  ...  =  («  +  /^  +  ---)  [a  +  b+"'=^ml 

■a       b 
welches  Gültigkeit  hat,  sowohl  wenn  a,  /3,  ...  Zahlen,  also  a  ,  /3  ,  .  .  . 

Kombinationszahlen,  als  auch,  wenn  a,  /3,  ...  verschiedene  Elementen- 

a       h 

reihen,  also  a  ,  /3  ,  . . .  wirkliche  Kombi nationsklassen  sind,  das  Produkt 
derselben  aber  die  Verbindungen  von  jeder  Kombination  der  einen 
Klasse  mit  jeder  der  andern  darstellt.  Denkt  man  sich  das  Letztere, 
so  zeigt  sich  sogleich  die  Richtigkeit  des  Gesetzes  aus  dem  Begriflf  der 
Kombination;  folglich  gilt  es  auch  für  die  Kombi nationszahlen.  Hier- 
nach ist  nun: 

a'—a  b'  —  h  m—a—b 

Aa,h,...      oder      2(n  —  a)      (n — h)      »»'  =  {i-n  —  a  —  h ) 

[a'+b'+.  .-=111] 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  für  A^x  •  ^^  die  obige  Gleichung,  so 
erhält  man 

m—a—b 

2{rn  —  a  —  6 )  Fa{x,  y,  z)  •  F^^ix,  y,  z)  ••• ; 

was  die  zu  erweisende  Gleichung  (C)  ist. 

Es  ist  klar,  dass  sich   dieser  Satz  für  r  =  1    in  den  oben  darge- 
stellten Hauptsatz  verwandelt.     Die  Gleichung  (A)  wird  nämlich  dann 

und  die  Gleichung  (C)  wird: 

-m  —  a 

2{n  —  a)       Fa(x,y,z)  =  0', 
welche   Gleichungen    mit   den    früher   entwickelten    (Ic   und  V)   iden- 
tisch sind. 


n. 


Gnmdzfige  zu  einer  rein  geometrischen  Theorie  derm 
Kurven,  mit  Anwendung  einer  rein  geometrischen 

Analyse. 


Von 

H.  Orassmann, 

Lehnr  der  Mathematik  sa  Stettin. 


Grelles  Journal  Bd.  81,  Heft  II,  S.  111—132  (1846). 


§1. 
HauptsatB  über  die  Erzeugung  algebraiaoher  Punktgebilde. 

Durch  Anwendung  einer  neuen  Analyse,  welche  ich  in  einem  un- 
längst erschienenen  Werke*)  in  ihren  Qrundzügen  dargestellt  habe, 
bin  ich  zu  einer  neuen  Theorie  der  algebraischen  Kurven  und  Ober- 
flächen gelangt,  welche  sich  von  allen  bisherigen  Theorien  über  diesen 
Gegenstand  dadurch  unterscheidet,  dass  sie  alle  algebraischen  Kurven 
und  Oberflächen  auf  rein  geometrische  Weise  behandelt,  in  demselben 
Umfange,  wie  solche  Behandlung  den  Kegelschnitten  zu  Theil  geworden 
ist.'  Versucht  man  das  Princip  der  projectivischen  Erzeugung,  welches 
Steiner  mit  so  glänzendem  Erfolge  auf  die  Behandlung  der  Kegel- 
schnitte angewandt  hat,  auch  auf  Kurven  höherer  Ordnungen  auszu- 
dehnen, so  gelangt  man  nur  zu  besondem  Kurvengattungen,  nämlich 
zu  denjenigen,  welche  Mob  ins  in  seinem  barycentrischen  Calcul  be- 
handelt hat  und  welche,  wenn  sie  von  w-ter  Ordnung  sind,  im  Allge- 
meinen durch  3n  —  1  Punkte  bestimmt  werden,  während  die  allge- 
meinen Kurven  w-ter  Ordnung  bekanntlich  j  w(w  -jr  3)  Punkte  zu  ihrer 


♦)  Die  Ausdehnungslehre,  erster  Theil;  enthaltend  die  lineale  Ausdehnungs- 
lehre.    Leipzig  1844.    {  Ges.  Werke  I,  1. ) 

Grattmann,  Werke.    II.  4 
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Bestimmung  erfordern*).  Jene  Kurven  haben  das  Eigenthümliche, 
dass  sie  sich  durch  blosses  Ziehen  von  geraden  Linien  konstruiren 
lassen**).  Da  nun  diese  konstruirbaren  Kurven,  wenn  sie  von  dritter 
Ordnung  sind,  durch  3.3  —  1,  das  heisst  durch  8,  hingegen  die  all- 
gemeinen Kurven  dritter  Ordnung  durch  9  Punkte  bestimmt  werden, 
während  die  Kurven  zweiter  Ordnung  beiderseits  durch  5  Punkte 
bestimmt  sind,  so  sieht  man,  wie  die  projektivische  Erzeugung  zwar 
112  zur  allgemeinen  Behandlung  der  Kurven  zweiter  f  Ordnung,  aber  keines- 
weges  zu  der  allgemeinen  Behandlung  der  Kurven  höherer  Ordnungen 
ausreicht.  Diesem  Mangel  soll  die  neue  Theorie  abhelfen,  indem  sie 
auch  diejenigen  algebraischen  Kurven  einer  rein  geometrischen  Behand- 
lung zugänglich  macht,  welche  sich  nicht  durch  blosses  Ziehen  von 
geraden  Linien  erzeugen  lassen.  Der  Hauptsatz,  auf  welchen  ich  die 
Theorie  gründe,  findet  sich  schon  in  meiner  Ausdehnungslehre  (§  145 
bis  148,  {Ges.  Werke  I,  1.  S.  245— 249}),  ohne  dass  ich  jedoch  dort 
hätte  Raum  finden  können,  um  über  die  Fruchtbarkeit  dieses  Satzes 
mehr  als  blosse  Andeutungen  zu  geben.  Um  indess  nicht  zu  weit- 
läuftig  zu  werden,  will  ich  mich  hier  nur  auf  Kurven  in  der  Ebene 
beschränken. 

Der  Satz,  dessen  Beweis  ich  weiter  unten  geben  werde,  ist 
folgender: 

Hauptsatz:  Wenn  die  Lage  eines  beweglichen  Punktes  x  in  der 
Ebene  dadurch  beschränkt  ist,  dass  ein  Punkt  und  eine  G^ade,  welche 
durch  Konstruktionen  vermittels  des  Lineals  aus  jenem  Punkte  x  und 
einer  Beihe  fester  Punkte  und  Geraden  hervorgehen,  zusammenliegen 
soUen  (das  heisst  der  Punkt  in  der  Geraden  liegen  soll),  so  beschreibt  der 
Punkt  X  ein  algebraisches  PunktgebUde,  und  zwar  vom  n-ten  Grade, 
wenn  bei  jenen  Konstruktionen  der  bewegliche  Punkt  n-mal  angewandt 
ist***). 

Wenn  man  nämlich  den  Punkt  x  mit  einem  festen  Punkte  durch 
eine  Gerade  verbindet,  so  wird  man  sagen  müssen,  dass  der  Punkt  x 
zur  Konstruktion   dieser  Geraden  einmal  angewandt  sei;  wenn  femer 


*)  Ich  werde  in  dieser  Abhandlung  auf  diese  besondem  Kurven,  auf  ihre 
projektivische  Erzeugung  oder  ihre  Erzeugung  durch  Ziehen  von  geraden  Linien, 
zurückkommen. 

**)  Vergl.  MöbiuB  barycentr.  Calcul  §  69  und  70. 
*••)  Ich  nenne  ein  Punktgebilde  w-ten  Grades  ein  solches,  welches  durch  eine 
Gleichung  n-ten  Grades  zwischen  den  Koordinaten  des  veränderlichen  Punktes 
dargestellt  ist.  Die  Ausdrücke  Kurve  oder  Linie  w-ter  Ordnung,  und  selbst  der 
Ausdruck  geometrischer  Ort  ^-ten  Grades,  lassen  nicht  diese  allgemeine  Auf- 
fassung zu. 
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ein  Punkt  als  Durchschnitt  zweier  Geraden  erzeugt  ist,  zu  deren  Kon- 
struktion der  Punkt  x  beziehlich   a-mal  und  /$-mal  angewandt  ist,   so 
wird  man  sagen  müssen,   dass   zur   Konstruktion   dieses  Punktes    der 
Punkt  X       (a -|- /3)-mal    angewandt  sei;    ebenso  wenn  ein   Punkt,  zu 
dessen   Konstruktion   der  Punkt  x  o^-mal,   und   ein  Punkt,  zu  dessen 
Konstruktion  er  /S-mal   angewandt  ist,   durch   eine  Gerade  verbunden 
sind,    so    wird    zu    der    Konstruktion    dieser    Geraden   der   Punkt   x 
(a  -|-  /3)-mal  angewandt  sein;  und  endlich,  wenn  die  Bedingung,  durch 
welche  nach  dem  angeführten  Satze  die  Lage  von  x  beschränkt  wird, 
von  der  Art  ist,   dass   ein   Punkt,   zu 
dessen  Konstruktion  x  a-mal  angewandt 
ist,  in  einer  Geraden  liegen  soll,  zu  deren 
Konstruktion  x  /3-mal    angewandt   ist, 
so  wird  man  sagen   müssen,  dass   der 
Punkt  X  im   Ganzen    (a  -|-  /3)-nial   an- 
gewandt sei,   und   der  Satz   sagt   aus, 
dass  dann   x  ein   Gebilde    {a  -f-  /3)-ten 
Grades  konstruire.     Es  seien  zum  Bei- 

Pig.  1. 

spiel  (Fig.  1)  t  a,  c,  e  feste  Punkte,  B  iis 

und  D  feste  Gerade;  man  verbinde  den  Durchschnittspunkt  der  beiden 
Geraden  xa  und  B  mit  dem  Durchschnittspunkte  der  beiden  Geraden 
xe  und  D  durch  eine  gerade  Linie  und  setze  die  Bedingung  fest,  dass 
diese  gerade  Linie  durch  den  Punkt  c  gehen  soll,  so  sieht  man,  dass 
bei  diesen  Konstruktionen  x  zweimal  angewandt  wird,  also  dass  nach 
dem  Satze  x  ein  Gebilde  zweiten  Grades,  das  heisst  einen  Kegelschnitt, 
konstruiren  müsste,  oder  mit  andern  Worten,  dass  eine  Ecke  {x)  eines 
Dreiecks,  dessen  zwei  andere  Ecken  in  festen  Geraden  B  und  D  und 
dessen  Seiten  um  feste  Punkte  a,  c,  e  sich  bewegen,  einen  Kegelschnitt 
beschreiben  müsste,  was  bekanntlich  der  Fall  ist. 


§2. 
Multiplikationsbegriff. 

Ich  werde  den  allgemeinen  Satz,  dessen  reciproke  Umwandlung 
sich  übrigens  leicht  von  selbst  ergiebt,  ableiten,  ohne  eine  Kenntniss 
der  in  meiner  Ausdehnungslehre  niedergelegten  Resultate  vorauszu- 
setzen. Da  derselbe  jedoch  durch  die  in  jener  Schrift  entwickelte  neue 
Analyse  aufgefunden  ist  und  sich  eng  an  sie  anschliesst,  so  werde  ich 
diejenigen  Verknüpfungsweisen  aus  jener  Analyse,  welche  für  die  Auf- 
fassung und  Anwendung  des  Satzes  nothwendig  scheinen,  hier  auf- 
fuhren.    Dadurch  erreiche  ich   zugleich  den   Zweck,  die  Fruchtbarkeit 
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der  Analyse,  welche,  wie  ich  hoffen  darf,  eine  durchgängige  Umgestal- 
tung der  Geometrie  und  aller  auf  sie  gestützten  Wissenschaften  (Statik, 
Mechanik,  Optik  etc.)  herbeiführen  wird,  an  einem  einzelnen  Beispiele 
zur  Anschauung  zu  bringen.  Das  Eigenthümliche  jener  Analyse  ist, 
dass  die  räumlichen  Gegenstände  (Punkte,  Linien,  Ebenen  etc.)  nicht 
bloss  vermittels  irgend  eines  Maasses  in  Zahlen  ausgedrückt  und  ihrer 
Lage  nach  durch  Koordinaten  bestimmt  werden,  sondern  dass  die  nLum- 
lichen  Gegenstände  selbst  zugleich  ihrem  metrischen  Werthe  und  ihrer 
^  Lage  nach  aufgefasst  und  so  als  räumliche  Grössen  analytischen  Ver- 
knüpfungen unterworfen  werden*). 

An  jeder  räumlichen  Grösse  erscheint  dabei  ein  Zwiefaches:  erstens 
der  metrische  Werth  derselben  (die  Länge  einer  Linie,  der  Flächen- 
li4raum  einer  Figur  etc.)  und  zweitens  die  f  Stellung  derselben  im  Räume 
(die  Lage  der  Linie  oder  Ebene,  die  Richtung  der  Linie  etc.).  Der 
metrische  Werth  ist  zu  dem  Begriff  der  Grösse  ebenso  unumgänglich 
nöthig  wie  der  der  Stellung  im  Räume  zu  dem  Begriffe  der  räum- 
lichen Grösse.  Daher  erscheinen  die  Punkte  nur  dann  als  Grössen, 
wenn  an  ihnen  zugleich  gewisse  Koefficienten  haften,  welche  den  me- 
trischen Werth  darstellen.  Diese  Koefficienten,  die  natürlich  auch  der 
Einheit  gleich  werden  können,  sind  auch  für  Anwendungen  auf  die 
Natur  (indem  sie  Gewichte  oder  andere  Intensitöten  darstellen)  von 
wesentlicher  Bedeutung.  Die  Verknüpfungen  dieser  räumlichen  Grössen, 
wie  sie  in  der  neuen  Analyse  hervortreten,  entsprechen  nun  den  alge- 
braischen Verknüpfungen  (der  Addition,  Multiplikation,  dem  Potenziren 
und  den  zugehörigen  aufhebenden  Verknüpfungsweisen)  und  unterliegen 
denselben  allgemeinen  Verknüpfungsgesetzen;  zugleich  aber  gehen  sie 
den  geometrischen  Konstruktionen  in  der  Art  zur  Seite,  dass  jede  geo- 


*)  Der  Erste,  welcher  eine  ähnliche  Idee  aufgefasst  hat,  scheint  Leibniz  ge- 
wesen zu  sein,  welcher  (s.  Hugenii  aliorumque  excercitationes  tnath.  et  phil.  ed. 
Uylenhroek  fasc.  IL  p.  6)  die  Wichtigkeit  einer  rein  geometrischen  Analyse  (wie 
er  sie  auch  nennt)  vollkommen  erkannte  {vgl.  Ges.  Werke  1, 1.  S.  416};  aber  die 
geometrisch  analytische  Methode,  welche  er  befolgt,  besteht  nur  darin,  dass  er 
unbekannte  Punkte  als  solche  bezeichnet,  ohne  die  analytischen  Verknüpfungen, 
welchen  diese  Punkte  unterworfen  sind,  auszudrücken.  Der  Erste,  welcher  wirklich 
räumliche  Grössen  analytischen  Verknüpfungen  unterwarf,  war  Möhius,  indem  er 
in  seinem  barycentrischen  Calcul  Punkte  addiren  lehrte.  Späterhin  hat  Möbius 
in  seiner  Mechanik  des  Himmels  (Leipzig  1843)  und  in  einer  Abhandlung  in 
gegenwärtigem  Journal  (Band  XXYIII)  auch  die  Addition  gerader  Linien  und 
Ebenen  behandelt.  Ganz  unabhängig  von  ihm  ist  die  Analyse  entstanden,  welche 
ich  in  meiner  Ausdehnungslehre  dargelegt  habe  und  von  welcher  ich  hier  Proben 
mittheile,  obgleich  mich  der  Gang  meiner  Untersuchungen  zu  denselben  Additions- 
weisen geführt  hatte. 
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metrische  Konstruktion  durch  eine  analytische  Verknüpfung  ausgedrückt 
und  diese  durch  jene  dargestellt  wird. 

Zu  dem  hier  vorliegenden  Zwecke  genügt  es,  den  Multiplikations- 
begriflF  aufzustellen,  und  auch  dieser  braucht  hier  nur  theilweise  und 
nur  ohne  Rücksicht  auf  den  besondem  metrischen  Werth  der  ver- 
knüpften Faktoren  und  des  entstehenden  Produkts  aufgefasst  zu  werden. 
Denn  ich  werde  hier  nur  solche  Gleichungen  betrachten,  in  welchen 
ein  Produkt  räumlicher  Grössen  gleich  Null  gesetzt  wird;  wobei  offenbar 
die  besondem  metrischen  Werthe  der  einzelnen  Faktoren  und  ihrer 
Produkte  gleichgültig  sind,  wenn  nur  feststeht,  ob  sie  Null  sind 
oder  nicht.  WoUte  ich  jene  Beschränkung  nicht  machen,  so  würden 
sich  bald  die  festzustellenden  Begriffe  so  häufen,  dass  das  vorgesteckte 
Ziel  verfehlt  werden  würde.  Ich  verstehe,  abgesehen  von  den  besondem 
metrischen  Werthen  und  vorausgesetzt,  dass  Alles  in  derselben  Ebene  liege, 

(Definition  1.)  1.  unter  dem  Produkte  ah  zweier  verschiedener 
Punkte  a  und  h  die  durch  sie  hindurchgelegte  gerade  Linie  ab] 

(Definition  2.)  2.  unter  dem  Produkte  AB  zweier  verschiedener 
gerader  Linien  Ä  und  B  ihren  Durchschnittspunkt*); 

(Definition  3.)     3.  unter  dem  Produkte  Ah  oder  bA  einer  Linie  A 
in  einen  Punkt  6,  der  nicht  in  ihr  liegt,  verstehe  ich  einen  Flächen- 
raum, welcher,  f  mit  einer  andern  Grösse  multiplicirt,  nur  dann  Null  115 
giebt,  wenn  diese  andere  Grösse  selbst  Null  ist**); 

und  ich  setze  diese  Produkte  dann  imd  nur  dann  Null,  wenn  die 
Faktoren  zusammenliegen,  das  heisst: 

(Definition  1.)     1.  wenn  die  Punkte  a  und  6  zusammenfallen; 

(Definition  2.)  2.  wenn  die  geraden  Linien  A  und  B  (als  unend- 
Uche  gedacht)  zusammenfallen, 

(Definition  3.)  3.  wenn  der  Punkt  b  in  die  Gerade  A  (diese  als 
unendlich  gedacht)  fällt;  und  indem  ich  diese  Produkte  Null  setze,  will 
ich  damit  zugleich  ausdrücken,  dass  sie,  mit  irgend  einer  beliebigen 
Grösse  multiplicirt,  das  so  entstehende  Produkt  gleich  Null  machen  ***\ 

*)  Ich  werde  in  dieser  Abhandlung  die  Punkte  mit  kleinen  lateinischen,  die 
Linien  mit  grossen  lateinischen  und  die  Zahlgrössen  im  Allgemeinen  mit  griechi- 
schen oder  kleinen  deutschen  Buchstaben  bezeichnen;  nur  die  Buchstaben  m  und 
n  werde  ich  auch  für  Zahlgrössen  gebrauchen. 

*•)  Es  stellt  nämlich  ein  solches  Produkt  bloss  einen  metrischen  Werth  dar; 
die  Besonderheit  dieses  Werthes  ist  hier  gleichgültig;  es  kommt  nur  darauf  an, 
wann  ein  Produkt,  welches  diesen  Werth  als  Faktor  enthält,  Null  wird;  und  in 
dieser  Beziehung  verhält  sich  jener  metrische  Werth  wie  eine  Zahlgrösse,  die 
nicht  Null  ist;  worin  dann  die  im  Texte  angegebene  Bestimmung  liegt. 

•**)  Hierbei  ist  festzuhalten,  dass  der  Ausdruck  ,\  nie  als  Grösse  verstanden 
werden  darf,  sondern  als  blosse  Grenzform.    Hält  man  dies   nicht  fest,  so  ver- 
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Die  genauere  Bestimmung  dieser  drei  Multiplikationsarten,  iu 
welcher  auch  die  metrischen  Werthe  berücksichtigt  sind,  habe  ich  in 
meiner  oben  angeführten  Schrift  gegeben  und  dort  zugleich  diese  Ver- 
knüpfangsarten  auf  streng  wissenschaftlichem  Wege  als  Multiplikations- 
arten nachgewiesen.  Doch  hoffe  ich  auch,  dass  die  in  dieser,  Abhand- 
lung sich  ergebenden  Resultate  schon  hinreichen  werden,  um  die 
Auffassung  jener  Verknüpfungsweisen,  als  multiplikativer,  wenigstens 
zweckmässig  erscheinen  zu  lassen. 

Da  bei  den  hier  zu  betrachtenden  Produkten  aus  mehreren  Fak- 
toren, wie  ich  hernach  zeigen  werde,  die  Ordnung  der  Faktoren  und 
die  Art,  wie  sie  zu  besondem  Produkten  verbunden  sind,  nicht  gleich- 
gültig ist,  io  halte  ich  stets  fest,  dass,  wenn  die  Faktoren  eines  Pro- 
duktes durch  keine  Klammem  zusammengefasst  sind,  die  Multiplikation 
stets  von  der  Linken  zur  Rechten  fortschreiten  soll,  d.  h.  also  der 
erste  (am  weitesten  links  stehende)  Faktor  mit  dem  zweiten  multiplicirt 

werden  soll,  das  so  gewonnene  Pro- 

^        1^  dukt   mit  dem  dritten   und   so  fort 

/     ^^J  bis  zum  letzten  (am  weitesten  rechts 

3^y^    '  .'  /  stehenden)  Faktor  hin.  Man  betrachte 

^"''^"*\/    \;^      /  beispielsweise  das  Produkt  abCdEf, 

/  /       Nv   /  so    drückt   dasselbe   eine  Linie  aus, 

/ y'  Y^ """-rr^/*     welche  dadurch  konstruirt  wird,  dass 

/y    .---"""/  (^^8-  ^)   ^^^  Punkt  a  mit  6  gerad- 

/  "  \  linig    verbunden   wird;    der   Durch- 

Kig.  2.  schnitt  dieser  Verbindungslinie  und 

der  Linie  C  mit  dem  Punkte  d  und 
116  der  Durchschnitt  dieser  Verbindungslinie  f  und  der  Linie  JE,  mit  dem 
Punkte  f  verbunden  wird;  dann  wird  die  zuletzt  gezogene  Verbindungs- 
linie durch  das  Produkt  ahCdEf  dargestellt.  Es  leuchtet  ein,  dass 
man  zwar  die  zu  einer  geraden  Linie  verbundenen  Pimkte  (hier  a 
und  6)  oder  die  in  einem  Punkte  sich  schneidenden  Linien  als  Fak- 
toren vertauschen  kann,  ohne  das  resultirende  Gebilde  (abgesehen  von 
seinem  metrischen  Werthe)  zu  ändern,  aber  dass  man  sonst  im  All- 
gemeinen keine  Vertauschungen  vornehmen  darf,  ohne  Aenderung  des 
Ergebnisses:  denn  wird  z.  B.  C  und  E  vertauscht,  so  liefert  die  Kon- 
struktion eine  ganz  andere  Linie,  wie  man  sogleich  aus  der  Figur 
sieht,  in  welcher  die  Konstruktion,  durch  welche  das  Produkt  ahEdCf 
erfolgt,  durch  punktirte  Linien  angedeutet  ist. 

schwindet  die  Allgemeingiütigkeit  der  meisten  algebraischen  Sätze.  Hingegen 
kann  das  Imaginäre  allerdings  als  Grösse  genommen  werden,  indem  es  denselben 
Yerknüpfangsgesetzen  unterliegt  wie  alle  Grössen. 


% 
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§3. 
Beweis  des  Hauptsatzes. 

Bezeichnet  x  einen  beweglichen  Punkt,  X  eine  bewegliche  Gerade, 
so  ist 

(1)  Ax  =  0     oder    ahx  =  0 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  indem  sie  nach  der  Definition  3 
ausdrückt,  dass  der  Punkt  x  in  der  geraden  Linie  Ä  oder  ab  liegt; 

(2)  aX  =  0    oder     ÄBX  =  0, 

ist  die  Gleichung  eines  Punktes  als  eines  von  der  beweglichen  Geraden 
X  umhüllten  Gebildes,  indem  sie  nach  derselben  Definition  ausdrückt, 
dass  die  Gerade  X  durch  den  Punkt  a  oder  durch  den  Durchschnitt 
der  geraden  Linien  Ä  und  B  geht.  Hiemach  wird  also  sowohl  das 
Punktgebilde  ersten  Grades  als  auch  das  Liniengebilde  ersten  Grades 
durch  eine  geometrische  Gleichung  ersten  Grades  ausgedrückt. 

Für  die  Gebilde,  die  ein  Punkt  beschreibt,  dessen  Bewegung  auf 
die  in  dem  oben  aufgestellten  Satze  angegebene  Weise  beschränkt  ist, 
lasst  sich  gleichfalls  in  jedem  besondem  Falle  die  Gleichung  leicht 
aufstellen.  Denn  es  sei  Ax  irgend  eine  gerade  Linie,  welche  durch 
lineale  Konstruktionen  (d.  h.  durch  Konstruktionen  vermittels  des 
Lineals)  aus  x  und  gewissen  festen  Punkten  und  Geraden  hervorgeht, 
und  es  sei  o:  bei  diesen  Konstruktionen  a-mal  angewandt,  so  wird  Ä^ 
als  ein  geometrisches  Produkt  erscheinen,  in  welchem  x  cc-mal  als 
Faktor  vorkommt;  und  ebenso,  wenn  hg  ein  Punkt  ist,  welcher  gleich- 
falls durch  lineale  Konstruktionen  aus  x  und  gewissen  festen  Punkten 
und  Geraden  hervorgeht,  und  x  dabei  /J-mal  angewandt  ist,  so  wird  br 
als  geometrisches  Produkt  erscheinen,  in  welchem  x  /3-mal  als  Faktor 
erscheint.  Die  Bedingung,  dass  der  Punkt  bx  in  der  Geraden  Ax  liegen 
soll,  wird  dann  dargestellt  durch  die  Gleichung 

(3)  Ax.bx  =  0, 

auf  deren  linker  Seite  a;  (a  +  /3)-mal  als  Faktor  vorkommt.  Der  Satz 
sagt  dann  aus,  dass  das  von  x  konstruirte  Gebilde  vom  Grade  «  +  /3  ist. 

Es  bleibt  uns  somit  nur  zu  beweisen,  dass,  wenn  eine  geometrischen? 
Gleichung  von  der  Form  (3),  als  geometrische^  vom  w-ten  Grade  ist, 
das  heisst  x  n-mal  als  Faktor  darin  vorkommt,  dann  das  von  ihm  kon- 
struirte Gebilde  gleichfalls  vom  n-ien  Grade  ist,  das  heisst,  dass  dann  die 
(ügdyraische  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten  von  x  gleichfalls  vom 
n-ten  Grade  sei. 

Um  dies  zu  beweisen,  nehme  ich  zwei  feste  Richtaxen  (Koordinaten- 
axen)   A  und  B  an,  gleichviel,  ob  rechtwinklige  oder  schiefwinklige, 
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und  ein  Maass,  durch  welches  die  Koordinaten  gemessen  werden*). 
Wenn  man  nun  nach  diesem  Richtsysteme  (Koordinatensysteme)  die 
Koordinaten  eines  Punktes  bestimmt  und  durch  das  angenommene 
Maass  misst,  so  nenne  ich  die  Quotienten  dieser  Messung,  nebst  der 
Zahl  Eins,  oder  irgend  drei  Zahlen,  welche  diesen  dreien  proportional 
sind,  die  drei  Zeiger  des  Punktes**).  Sind  nun  9',  ^',  1  in  diesem 
Sinne  die  Zeiger  eines  Punktes,  so  müssen,  wenn  der  Punkt  in  einer 
festen  Geraden  liegen  soll,  die  Zeiger,  wie  bekannt^  einer  Gleichung 
von  der  Form 
(4)  atp'  +  /J^'  4-  y  =  0 

genügen.  Wir  nennen  hier  a,  /J,  y  die  Zeiger  der  durch  diese  Glei- 
chung dargestellten  geraden  Linie.  Ueberhaupt  wird,  wenn  zwischen 
tp  und  ^'  eine  Gleichung  n-ten  Grades  stattfindet,  der  Ort  des  Punkts, 
dessen  Zeiger  9',  ^',  1  sind,  ein  Gebilde  n-ten  Grades  sein.  Wird 
9'  =  9  •  Z  ^^^  i^'  =  i^'X  gesetzt  und  die  Gleichung  mit  x"*  multiplicirt, 
so  erhält  man  eine  homogene  Gleichung  n-ten  Grades  zwischen  den 
veränderlichen  Zeigern  9,  ^,  ^  (welche  mit  9',  ^',  1  proportional  sind), 
das  heisst  eine  Gleichung,  deren  Glieder  in  Bezug  auf  diese  drei  Ver- 
änderlichen alle  vom  n-ten  Grade  sind,  und  wir  können  somit  und 
wollen  das  Punktgebilde  n-ten  Grades  als  ein  solches  definiren,  für 
welches  die  Zeiger  des  konstruirenden  Punkts  einer  homogenen  Glei- 
chung n-ien  Grades  genügen.     Die  Gleichung  (4)  geht  dann  über  in 

(5)  ^g>  +  ßi^  +  yx  =  ^, 

welche  ausdrückt,  dass  der  Punkt,  dessen  Zeiger  (f,  if,  %  sind,  in  der 
iisGeraden  f  liege,  deren  Zeiger  a,  ß,  y  sind. 

Ebenso  können  wir  als  Liniengebilde  n-ten  Grades  solche  Gebilde 
definiren,  für  welche  die  Zeiger  der  umhüllenden  geraden  Linie  einer 
homogenen  Gleichung  n-ten  Grades  genügen.  So  zum  Beispiel  wird 
die  Gleichung  (5),  wenn  9,  ^,  x  konstant  und  «,  /J,  y  variabel  sind, 
ein  Liniengebilde  ersten  Grades  darstellen,  und  man  sieht,  dass  dasselbe, 


*)  Man  kann  auf  jeder  Richtaxe  ein  eignes  Maass  annehmen,  durch  welches 
die  ihr  angehörigen  Koordinaten  gemessen  werden;  und  die  den  beiden  Rieht- 
axen  angehörigen  Maasse  können  verschieden  sein  (s.  meine  Ausdehnungslehre 
§  87  und  89  {  Ges.  Werke  1, 1,  S.  161—162 } ).  Der  Einfachheit  wegen  nehme  ich 
jedoch  beide  Maasse  als  gleich  an,  wie  es  gewöhnlich  geschieht. 

*•)  Wenn  man  unter  Koordinaten  bald  Linien,  bald  Zahlen  (die  Quotienten 
der  im  Texte  angegebenen  Messungen)  versteht,  so  kann' dies  nur  Verwirrung 
hervorbringen,  weshalb  ich  mich  gezwungen  sah,  hier  einen  neuen  Namen  (Zeiger) 
einzufahren;  weshalb  ich  aber  drei  Zeiger  eines  Punktes  annehme,  dafQr  ist  der 
Grund  in  meiner  Ausdehnungslehre  §  116  und  117  {  a.  a.  0. 1, 1,  S.  191— 193 }  zu  finden. 
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wie   gehörig,   einen   von    der    veränderlichen    Linie   umhüllten   festen 
Punkt  darstellt;  nämHch  den  Punkt,  dessen  Zeiger  g),  i^,  %  sind. 

Um  nun  zu  dem  Beweise  des  obigen  Satzes  zu  gelangen,  kommt  es 
zunächst  darauf  an,  zwei  Aufgaben  zu  lösen,  nämlich  die  Aufgaben :  „aus 
den  Zeigern  zweier  Punkte  diejenigen  der  hindurchgelegten  geraden 
Linie"  und  „aus  denen  zweier  gerader  Linien  diejenigen  ihres  Durch- 
schnittspunktes zu  finden".  Die  Zeiger  der  beiden  Punkte  in  der 
ersten  Aufgabe  seien  a,  b,  C  und  a',  b',  c',  die  gesuchten  Zeiger  der 
Verbindungslinie  seien  a,  /3,  y:  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  (5) 
die  beiden  Gleichungen 

,^.  I  a«  +  b/J  +  cy  =  0  und 

la'a  +  b'/J-fc>=0, 

durch    welche    die   Verhältnisse   der   Zeiger    a,   /J,   y    bestimmt    sind;- 
nämlich  es  findet  sich 

(7)  cc:ß:y  =  (bc'  —  b'c):  (ca'  —  c'a):(ab'  -  a'b). 

Hiermit  ist  zugleich  die  andere  Aufgabe  gelöset,  nämlich:  wenn 
Q,  b,  c  imd  a',  b',  c'  die  Zeiger  zweier  gerader  Linien  und  a,  ß,  y  die 
ihres  Durchschnittspunkts  sind,  so  findet  man  genau  auf  dieselbe  Weise 
für  cc,  /J,  y  dieselben  Ausdrücke  (7).  Sind  nun  a,  b,  C  homogene 
Funktionen  >M-ten  Grades  von  drei  Veränderlichen  g>y  i^,  %  und  a',  b',  c' 
homogene  Funktionen  w-ten  Grades  von  denselben  Veränderlichen,  so 
sieht  man,  dass  die  Ausdrücke  für  a,  /J,  y  in  (7)  homogene  Funk- 
tionen (m  -|-  «)-ten  Grades  von  denselben  Veränderlichen  sind.  Daraus 
folgt,  dass,  wenn  in  einem  Produkte  räumlicher  Grössen,  in  welchem 
nur  die  beiden  ersten  Multiplikationsarten  vorkommen,  nämlich  die 
Multiplikation  zweier  Punkte  und  die  zweier  Linien,  die  Zeiger  einer 
jeden  veränderlichen  Grösse  homogene  Funktionen  dreier  Veränder- 
lichen (Pf  fl^j  X  sind,  das  entstehende  Produkt  gleichfalls  zu  Zeigern 
homogene  Funktionen  derselben  Veränderlichen  hat,  und  dass  der  Grad 
dieser  Funktionen  die  Summe  aus  den  Graden  der  einzelnen  Funk- 
tionen ist,  welche  die  Zeiger  der  in  dem  Produkte  vorkommenden  Fak- 
toren ausmachen.  Wenn  namentlich  nur  eine  Veränderliche  x  vorkommt, 
deren  drei  Zeiger  %  ^,  %  selbst  sind,  so  wird  ein  räumliches  Produkt 
Axf  welches  x  a-mal  als  Faktor  und  ausserdem  nur  konstante  Faktoren 
enthält,  homogene  Funktionen  a-ten  Grades  von  (pj  ^j  %  zu  Zeigern 
haben;  und  f  ebenso  wird  hx  in  der  Formel  (3)  homogene  Funktionen 1 19 
/3-ten  Grades  von  9,  ^,  ;|r  zu  Zeigern  haben.  Dasselbe  würde  auch 
gelten,  wenn  statt  des  Punktes  x  eine  Gerade  X  gesetzt  würde.  Die 
Bedingung  nun,  dass  der  Punkt  hx  in  der    Geraden  Ax  liegen  soll. 
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wird,  wenn  a,  b,  c  die  Zeiger  von  bx  sind  und  a',  V,  c'  die  von  Ax,  nach 
der  Gleichung  (5)  durch  die  Gleichung 

(8)  aa'  +  bb'  +  cc'  =  0 

dargestellt,  und  es  ist  klar,  dass,  wenn  a,  6,  C  homogene  Funk- 
tionen vom  Grade  a  und  a',  b',  c'  homogene  vom  Grade  ß  sind,  wie 
wir  gezeigt  haben,  dann  die  Gleichung  (8)  eine  homogene  Gleichung 
vom  Grade  (a  -f-  ß)  ist,  also  das  dadurch  dargestellte  Gebilde  ein  Ge- 
bilde vom  (a  4"  /3)-ten  Grade.  Der  Grad  der  Gleichung  könnte  sich 
nur  dadurch  vermindern,  dass  sämtliche  Koefficienten  Null  würden; 
dann  würde  derselben  durch  beliebige  Werthe  von  9,  ^,  x>  ^^  heisst 
durch  jeden  Punkt  genügt  und  somit  die  Bewegung  des  Punktes  durch  die 
hinzugefügte  Bedingung  gar  nicht  beschränkt;  was  der  in  dem  Satze 
gemachten  Voraussetzung  entgegen  ist. 

Damit  ist  denn  der  obige  Satz  bewiesen.  Auch  sieht  man,  dass, 
wenn  man  statt  des  Punktes  x  eine  Linie  X  setzt,  in  dem  Beweise 
nichts  geändert  wird;  und  somit  ist  der  Satz  zugleich  in  seiner  reci- 
proken  Form  bewiesen,  in  welcher  wir  ihn  hier  noch  einmal  aufstellen 
wollen;  nämlich: 

Wenn  die  Lage  einer  beweglichen  Geraden  X  in  der  Ebene  dadurch 
beschränkt  ist,  dass  ein  Punkt  und  eine  Gerade,  welche  durch  Konstruk- 
tionen vermittels  des  Lineals  aus  jener  Geraden  X  und  eitier  Beihc 
fester  Punkte  und  Geraden  hervorgehen,  jsusamnienliegefi  sollen  (d.  h  der 
Punkt  in  der  Geraden  liegen  soll),  so  umhüllt  die  Gerade  X  ein  alge- 
braisches Liniengebilde,  und  zwar  n-ten  Grades,  wenn  bei  jenen  Kon- 
struktionen die  bewegliche  Gerade  n-mal  angewandt  ist. 

Dass  diese  Sätze  hier  in  so  bestimmter  Form  ausgesprochen  werden 
durften,  ohne  zu  solchen,  in  der  Mathematik  viel  zu  häufig  angewandten 
Zugaben  wie  „im  Allgemeinen"  u.  s.  w.  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  liegt 
in  der  allgemeinen  Auffassimg  eines  Gebildes  »-ten  Grades.  Wir  hätten 
jener,  alle  Wahrheiten  ins  Unbestimmte  zerstreuenden  Zugabe  bedurft, 
wenn  wir  uns  der  gewöhnlichen  Ausdrücke  Kurve  oder  Linie  w-ter 
Ordnung  oder  Klasse,  und  selbst  auch,  wenn  wir  uns  des  allgemeineren 
Ausdrucks  geometrischer  Ort  n-ten  Grades  hätten  bedienen  wollen. 
Unter  diesen  Ausdrücken  ist  der  der  Kurve  der  engste,  weil  er  nicht 
einmal  die  gerade  Linie  umfasst;  weiter  schon  ist  der  der  Linie  w-ter 
Ordnung,  doch  umfasst  dieser  wiederum  nicht  einzelne  Punkte;  der 
I20letzte  Ausdruck  geometrischer  Ort  umfasst  zwar  beides,  auch  f  wird  der 
Verein  zweier  Linien  m-ter  und  w-ter  Ordnung  (wenn  sie  nicht  ganz 
oder  theilweise  zusammenfallen)  als  geometrischer  Ort  (m  -|-  w)-ter 
Ordnung  aufgefasst   werden   können,   aber  dennoch  giebt  es   Gebilde 
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n-ten  Gradeis,  welche  als  geometrische  Oerter  von  niederen  Graden  sind. 
Dies  wird  nämlich  dann  der  Fall  sein,  wenn  die  gleich  Null  gesetzte 
Funktion  w-ten  Grades,  durch  welche  das  Gebilde  n-ten  Grades  dar- 
gestellt ist,  sich  in  Faktoren  zerlegen  lässt,  welche  wieder  ganze  rationale 
Funktionen  sind,  und  von  welchen  zwei  oder  mehrere  einander  gleich  sind. 
Setzt  man  dann  diese  einander  gleichen  Faktoren  gleich  Null,  so  wird 
dadurch  offenbar  der  gegebenen  Gleichung  genügt,  und  von  den  Partial- 
gebilden,  in  welche  das  ganze  Gebilde  zerfällt,  fallen  also  zwei  oder 
mehrere  zusammen.  Will  man  nun  aber  nur  den  geometrischen  Ort 
des  veränderlichen  Punktes  haben,  so  hat  man  jenes  Partialgebilde  nur 
einmal  zu  setzen,  wodurch  sich  der  Grad  des  geometrischen  Ortes 
verringert. 

■    §4. 
Anwendung  auf  Kegelsohnitte. 

Ich  will  nun  einige  specielle  Fälle  des  allgemeinen  Satzes  hervor- 
heben, um  ihn  der  Anschauung  näher  zu  bringen  und  um  zugleich 
bestimmter  darauf  hinweisen  zu  können,  wie  auf  ihm  eine  allgemeine 
Kurventheorie  aufgebaut  werden  kann.  Doch  will  ich  mich  nur  auf 
Punktgebilde  beschränken,  indem  die  Uebertragung  auf  Liniengebilde 
zu  sehr  auf  der  Hand  liegt,  als  dass  ich  sie  hier  auszuführen 
nöthig  hätte. 

Ich  habe  schon  oben  gezeigt,  wie  aus  jenem  Satze  hervorgeht 
dass,  wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  um  drei  feste  Punkte  a,  r,  e  sich 
drehen  und  zwei  Ecken  desselben  sich  in  festen  Geraden  B,  D  be- 
wegen, dann  die  dritte  x  einen  Kegelschnitt  konstruirt  (Fig.  1).  Die 
Bedingung,  durch  welche  hier  die  Bewegung  beschränkt  ist,  kann  auch 
so  ausgedrückt  werden,  dass  die  Gerade  axBcDx  durch  den  Punkt  e 
gehen  soll;  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  ist  daher 

(9)  axBcDxe  =  0     oder  auch     exDcBxa  =  0. 

Man  überzeugt  sich  leicht  {davon},  dass  in  diesem  Kegelschnitte 
folgende  fünf  Punkte  liegen:  a,  e,  BD,  acD,  ecB-^  denn  fällt  x  in  a, 
so  wird  ax  Null  (Definition  1),  also  auch  das  ganze  Produkt  Null, 
also  wird  der  Gleichung  genügt,  das  heisst  a  ist  ein  Punkt  des  Kegel- 
schnittes, und  aus  demselben  Grunde  e,  femer  auch  BD,  das  heisst  (Def.2) 
der  Durchschnitt  der  Geraden  B  und  7);  denn  es  sei  k  dieser  Durch- 
schnittspunkt, so  fällt  aJcBcD  wieder  in  k  zurück,  und  da  kk  Null 
ist,  so  wird,  wenn  in  (9)  k  statt  x  gesetzt  wird,  akBcDk  gleich  Null, 
also  auch  das  ganze  Produkt  Null,  mithin  ist  k  ein  Punkt  des  Kegel- 
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Schnitts.     Ferner  ist  auch  acDj  was  gleich  d  gesetzt  werde  (Fig.  3), 

ein  Punkt  des  Kegelschnitts;  denn  es  fällt  adBcD  zurück  in  d,  also 

121  ist  arfjBcDrfNull,  folglich  auch  adBcDde,  fdas  heisst  rfist  ein  Punkt 

des  Kegelschnitts^  und  endlich  aus  dem- 
selben Grunde  auch  ecB^  was  gleich  h 
gesetzt  werde;  denn  es  fallt  wieder 
ebDcB  in  b,  also  ist  ebDcBb  Null, 
also  auch  ebDcBba  Null,  das  heisst  b 
ist  ein  Punkt  des  Kegelschnitts.  Da 
nun  durch  diese  fünf  Punkte  (Fig.  3) 
leicht  die  fünf  in  der  Gleichung  (9) 
vorkommenden  Konstanten  ausgedrückt 
werden  können,  indem  B  durch  fci, 
D  durch  dk,  c  durch  {ad)  {he)  aus- 
gedrückt werden  kann,  so  hat  man  zugleich  die  Gleichung  eines  Kegel- 
schnitts, welcher  durch  fünf  gegebene  Punkte  gehen  soll,  nämlich 


Ifig.  3. 


(10) 


ax{bk)[{ad){be)'\{dk)xe  =  0. 


Wir  können  den  obigen  Satz  für  Kegelschnitte  noch  erweitem, 
indem  wir  sagen: 

Wenyi  die  sämtlichett  Seiten  eines  n-Ecks  um  feste  Punkte  sich 
drehen  und  n  —  1  Ecken  in  festen  Geraden  sicJi  bewegen,  so  besdireibt 
die  n-te  Ecke  x  eifien  Kegelschnitt. 

Denn  stellt  man  sich  die  festen  Punkte  und  Geraden  gegeben  vor,  und 
den  Punkt  x  in  irgend  einer  Lage,  so  ergeben  sich  dadurch  nicht  nur 
die  Seiten  und  Ecken  des  n-Ecks  der  Reihe  nach  durch  blosses  Ziehen 
von  geraden  Linien,  sondern  es  tritt   auch,  wenn  x  in   der  That  eine 

Ecke  desselben  sein  soll,  die  Bedingung  hinzu, 
dass  die  letzte,  durch  jene  Konstruktion  er- 
folgende Seite  des  n-Ecks  wieder  durch  x 
gehen  muss;  und  da  bei  diesen  Konstruk- 
tionen X  zweimal  angewandt  ist,  so  folgt, 
das  X  ein  Gebilde  zweiten  Grades,  das  heisst 
einen  Kegelschnitt  konstruirt.  Es  seien,  um 
dies  noch  mehr  zu  veranschaulichen,  a^,  a2,...an 
die  festen  Punkte,  um  welche  sich  der 
Reihe  nach  von  der  Ecke  x  aus,  etwa  nach  rechts  herum  ge- 
rechnet, die  Seiten  des  n-Ecks  drehen  (Fig.  4,  wo  n  =  4  an- 
genommen ist),  und  jBj,  5*2,  .  .  .  -B«_i  seien  die  festen  Geraden,  in 
welchen    sich    ebenfalls    von    x   aus    in    derselben    Reihenfolge    ge- 


Fig,  4. 
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nommen  die  übrigen  Ecken  ausser  x  bewegen:  so  wird  die   Gleichung 
des  Kegelschnitts 

(11)  xa^B^a^B^ , . .  an-iB^-ianX  =  0, 
zum  Beispiel,  wenn  n  =  4  ist,  zu 

(12)  *  xa^B^a^B^a^B^a^x  =  0. 

§5. 
Anwendung  auf  die  Kurven  dritten  Grades. 

Um  die  folgenden  Specialsätze  noch  unmittelbarer  aus  dem  Haupt- 
satze ableiten  zu  können,  will  ich  denselben  noch  zuvor  in  einer  etwas 
andern  Form  darstellen,  nämlich  wie  folgt: 

Wenn  in  einem  gleich  NuU  gesetzten  Produkte  räumlicher  Grössen 
derselben  Ebene  nur  eine  veränderliche  Grösse  als  Faktor  vorkomnU,  und 
zwar  diese  n-mai,  und  wenn  aUe  übrigen  multiplikativen  Verknüpfungen^ 
welche  in  dem  f  Produkte  vorkommen,  ausser  der  letzten^),  zu  den  beideni22 
ersten  Arten  (Def,  1  und  2)  gekoren,  die  letzte  aber  zu  der  dritten 
Art  (Def,  3)  gekört,  so  beschreibt  die  veränderliche  Grösse  (wenn  sie 
nicht  etwa  in  jeder  Lage   das   Produkt  zu   NuU  machen   sollte**),   ein 

bestimmtes  GrebOde  n-ten  Grades, 

f 

^  Es  muss  nämlich  nach  der  Art,  wie  wir  das  Produkt  schreiben,  stets  eine 
bestimmte  multiplikative  Verknüpfung  als  die  letzte,  das  ganze  Produkt  bildende 
erscheinen. 

^  Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  ein  Punkt  x  mit  den  drei  Ecken  a,  b,  c 
eines  Dreiecks  verbunden  wird 
und  die  Punkte,  worin  diese 
drei  Verbindungslinien  die 
gegenüberliegenden  Seiten  Ä, 
B,  C  schneiden,  paarweise 
verbunden  werden,  und  wenn 
dann  die  Bedingung  hinzu- 
gefügt wird,  dass  die  drei 
Punkte,  in  welchen  diese  drei 
letzten  Verbindungslinien  die 

jedesmalige  dritte  Seite 
schneiden,  in  gerader    Linie 

liegen  sollen;  denn  dieser  Bedingung  wird  bekanntlich  für  jeden  Punkt  x  genügt 
(Fig.  5).     Die  Gleichung  würde  dann 

[xaA{xhB)C][xhB{xcC)A'\[xcC{i'aA)B^  «  0 
sein,  welche  den  Punkt  x  somit  ganz  unbestimmt  lässt,  obgleich  sie  beim  ersten 
Anblick  ein  bestimmtes  Gebilde  sechsten  Grades  zu  liefern  scheint.  Bei  einer  aus- 
geführten Kurventheorie  würden  solche  Fälle  eine  besondere  Beachtung  verdienen. 
Um  jedoch  durch  solche  Fälle  nicht  beschränkt  zu  werden,  wollen  wir  dann  das 
Gebilde  ein  unbestimmtes  Gebilde  n-ten  Grades  nennen. 


Fig.  6. 
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Ich  gehe  nun  zu  den  Gebilden  vom  dritten  Grade  über.     Wenn 
ein  Punkt  t  der  Gleichung 


(13) 


axBcBxB^c^B^xa^  =  0 


Fig.  6 
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unterliegt,  so  beschreibt  er  nach  dem  angeführten  Satze  ein  Qebilde 
dritten  Grades,  das  heisst  (Fig.  6): 

Wenn  die   Winkel  an  der  Spitze  zweier  Breiecke  stetig  an  einem 
Punkte  X  { mit  einem  Schenkel  zusammen }  liegen  und  die  Grundseiten  wie 

auch  die  äussersten  Schenkel  um 
•  •  feste  Punkte  c,  c^,  a,  a^    sich 

drehen,  die  Endpunkte  der  Grund- 
Seiten  aber  in  festen  Geraden 
B,  B,  Bi,  Bi  sich  bewegen  y  so 
beschreibt  die  gemeinschaftliche 
Spitze  X  ein  Gdyilde  vom  dritten 
Grade. 

Man  kann,  wie  leicht  zu 
sehen,  den  Satz  zu  folgendem 
Satze  yerallgemeinem: 
Wenn  zwei  veränderliche  Vielecke  eine  Ecke  x  und  eine  an  dieser 
Mke  liegende  Seite*)  gemeinschaftlich  behalten,  während  die  übrigen  Ecken 
in  festen  Geraden  und  die  übrigen  Seiten  um  feste  Punkte  sich  bewegen, 
so  beschreibt  die  gemeinscliafüiche  Ecke  ein  Punktgebilde  dritten  Grades 
und  die  gemeinschaßliche  Seite  ein  Liniengebüde  dritten  Grades. 

Der  Anblick  von    Figur  7  genügt,  um  diesen  Satz  auf  den  all- 
gemeinen zurückführen  zu   können.     Es   ist  hier  für  die  Theorie  der 

Kurven  dritten  Grades  von  der  grössten 
Wichtigkeit,  zu  zeigen,  dass  schon  durch 
die  in  der  f  Formel  (13)  gegebene  Glei- 
chung und  dui-ch  die  darauf  gegründete 
Konstruktion     vermittels    der     gemein- 
schaftlichen   Spitze    zweier    stetig    zu- 
sammenliegender Dreiecke  jedes  Punkt- 
gebilde  dritten   Grades  erzeugt   werden 
kann;   auch   dann   noch,  wenn   man   in 
(13)  B  und  B^  zusammenfallen  lässt;  was  ich  nun  beweisen  will.    Die 
in  Fig.  6  dargestellte  Konstruktion  geht  dann  über  in  die  von  Fig.  8. 
Noch  ist,  ehe  wir  zur  Diskussion  übergehen,  zu  bemerken,  dass 


*)  Wir  sagen,  dass  zwei  Figuren  eine  Seite  gemeinschaftlich  haben,   wenn 
eine  Seite  der  einen  mit  einer  Seite  der  andern  in  derselben  geraden  Linie  liegt. 


Anwendung  auf  Kurven  dritten  Grades. 


63 


man  die  Formel  (13)  umkehren  kann^  ohne  ihre  Bedeutung  zu  ändern, 
wie  man  sogleich  aus  der  Figur  (Fig.  6  oder  8)  ersieht;  sie  ist  also 

(13)  axBcDxD^c^B^xa^  =  0  oder 

(13*)  a^xB^c^B^xBcBxa  =  0, 

wo  man  dann  auch  B  statt  B^  setzen  kann,  da  wir  annehmen  (Fig.  8), 
beide    zusammenfallen.     Es 


Fig.  8. 


lassen  sich  nun  leicht  neun  Punkte 
der  erzeugten  Kurve  finden. 

Erstens  sind  a  und  a^  Punkte 
der  Kurve,  weil,  wenn  x  gleich  a 
oder  a^   wird,    nach  Formel  (13) 
oder  (13*)  schon  die  erste  Multi- 
plikation Null  giebt.   Zweitens  sind 
BB  und  B^B^  Punkte  der  Kurve, 
die  wir  mit  k  und  \  bezeichnen; 
denn  setzt   man   in  (13)    statt  x 
den  Punkt  Jt,  so  giebt,  wie  man  sogleich  durch  die  ausgeführte  Kon- 
struktion sieht,  alcB  wieder  den  Punkt  i  und  kcB  giebt  gleichfalls 
den  Punkt  A;;  also  ist  akBcBk  Null,  folglich  wird  auch  der  ganze  links- 
stehende Ausdruck  in 
(13)    zu   Null,    wenn 
man  k  statt  x  setzt,  das 
heisst,  k  genügt,  statt 
X  gesetzt,  jener  Glei- 
chung  (13)    oder   ist 
ein  Punkt  der  Kurve. 
Ebenso    ergiebt    sich 
aus  (13*)  ij  als  Punkt 
der  Kurve. 

Drittens  sindacT) 
und  a^c^B^  Punkte 
der  Kurve,  die  wir 
mit  d  und  d^  bezeich- 
nen. Denn  setzt  man 
in(13)rfstatta;(Fig.9), 
80  fällt  adBcB  wieder  in  d  zurück,  also  ist  adBcBd  schon  Null, 
und  d  wird  somit  ein  Punkt  der  Kurve  sein;  ebenso  d^  vermöge  (13*). 

Viertens  sind  nun  in  B  und  B^  noch  leicht  die  dritten  Punkte 
zu  finden,  in  welchen  sie  die  Kurve  schneiden  (und)  die  wir  e  und  e^ 
nennen  wollen.     Es  sei  x  ein  Punkt  {der  Kurve}  in  Z),  aber  weder  k 


Fig.  9. 
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noch  rf,  80  wird,  da  axBcD  stets  ein  'Punkt  in  D  ist  und  zugleich 
X  in  D  liegt,  axBcDx  wieder  die  Linie  D  darstellen,  und  die  Glei- 
chung (13)  sagt  dann  aus,  dass  der  Ausdruck  DD^c^B^xa^  Null  sein, 
d.  h.  DD^c^B^  mit  x  und  a^  in  gerader  Linie  liegen  muss,  also  wird 
X  in  der  Linie  DD^c^B^üy^,  aber  nach  der  Voraussetzung  auch  in  D 
liegen:  es  ist  also  x,  was  wir  in  diesem  Falle  durch  e  bezeichneten, 
gleich  DD^c^Bj^a^Df  und  aus  demselben  Grunde  wird  D^DcBaD^ 
ein  Punkt  e^  der  Kurve  sein. 

Endlich  lässt  sich  zu  den  beiden  Punkten  A*  und  k^  der  dritte 
124  Punkt  { der  Kurve )  in  B  oder  JB^,  vorausgesetzt,  dass  diese  f  beiden  Linien 
zusammenfallen,  leicht  finden.  Nämlich,  Hegt  x  in  B,  ohne  in  k  oder 
k^  zu  fallen,  so  fällt  axB  wieder  in  x  zurück,  xcDx  ist  die  Gerade  ex. 
Es  bleibt  zu  fordern:  cxD^Cj^Bxa^^  =  0  oder,  umgekehrt  geschrieben: 
a^xBc^D^xc  =  0.  Nun  fallt  a^^xB  in  x  zurück;  ferner  ist  xc^D^x  die 
Gerade  xc^,  also  bleibt:  a:qc  =  0,  was,  da  x  in  JB  liegt,  nur  möglich 
ist,  wenn  x  in  cc^B  fällt*);  wir  bezeichnen  diesen  Punkt  cc^B  mit  f^ 
Es  Hesse  sich  nun  schon  leicht  zeigen,  dass  man  in  jeder  Kurve 
dritten  Grades  neun  solche  Punkte  annehmen  kann,  wie  sie  sich  durch 

obige  Konstruktionen  ergeben  haben; 
doch  der  grossem  Einfachheit  wegen 
will  ich  noch  annehmen,  dass  die  Punkte 
k  und  6,  und  ebenso  k^  und  e^  (Fig-  9)? 
zusammenfallen,  wodurch  also  die  Linien 
D  und  1)^  Tangenten  werden,  welche 
die  Kurve  in  e  und  e^  berühren.  Fällt 
nun  zuerst  e  in  it,  so  sieht  man  aus 
Fig.  10.  Fig.  9  sogleich,  dass  auch  gleichzeitig 

Cj  in  D  fällt,  und  ebenso  wird  e  in  D^ 
fallen,  wenn  e^  in  k^  fällt.  Fig.. 9  geht  somit  in  Fig.  10  über.  Hier- 
aus folgt  nun  sogleich,  dass  jede  Kurve  dritter  Ordnung  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form  (13)  dargestellt  werden  kann. 

Denn  es  sei  eine  Kurve  dritter  Ordnung  oder  überhaupt  ein  Punkt- 
gebilde dritten  Grades  gegeben.  Man  ziehe  an  zwei  Punkten  e  und  e^ 
der  Kurve  die  Tangenten  D  und  D^,  welche  die  Kurve  noch  jede  in 
einem  Punkte  schneiden  müssen;  diese  Punkte  seien  d  und  d^'^  sodann 
verbinde  man  die  Berührungspunkte  e  und  e^  durch  eine  Gerade  JB, 
welche  die  Kurve  noch  in  einem  Punkte  schneiden  muss;  dieser  sei  /*. 
Dann   ziehe   man   von   f  eine    willkürliche   gerade    Linie,    welche    die 

*)  Vorausgesetzt  nämlich,  dass  a  nicht  in  B  (oder  B^)  liegt;  in  diesem  Falle 
wäre  X  unbestimmt,  die  Linie  B  wäre  dann  selbst  ein  Theil  des  Gebildes  dritten 
Grades. 
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Tangenten  D  und  D^  in  den  Punkten  c  und  c^  schneide,  ziehe  dann 
die  Geraden  c^d^  und  cd,  deren  jede  die  Kurve  im  Allgemeinen  noch 
in  zwei  Punkten  schneiden  wird;  einen  der  Punkte,  worin  (\d^ 
sie  schneidet,  nenne  man  04,  einen  der  Punkte,  worin  cd  sie 
schneidet,  nenne  man  a.  So  hat  man  nun  neun  Punkte  (in  e  und  e^ 
fallen  jedesmal  zwei  zusammen),  durch  welche  die  Kurve  dritten  Grades 
im  Allgemeinen  bestinmit  ist.  Die  Kurve  dritten  Grades  kann  be- 
kanntlich durch  neun  Pimkte,  von  denen  sechs  auf  zwei  geraden  Linien 
liegen,  nur  dann  nicht  bestimmt  sein,  wenn  die  übrigen  drei  Punkte,  hier 
a,  «1,  /",  in  gerader  Linie  liegen.  Nun  kann  man  aber  von  jenen  vier  neuen 
Punkten,  in  welchen  die  beiden  zuletzt  gezogenen  geraden  Linien  die 
Kurve  schneiden,  da  sie  doch  nicht  alle  vier  in  gerader  Linie  liegen  können, 
stets  wenigstens  zwei,  a  und  a^ ,  so  auswählen,  dass  sie  mit  f  nicht  in 
gerader  Linie  liegen;  dann  hat  man  also  stets  neun  Punkte,  durch  f  welche  125 
die  Kurve  vollkommen  bestimmt  ist.    Da  nun  das  Gebilde  dritten  Grades 

(13)  axBcDxB^c^Bxa^  =  0 

jene  neun  Punkte  mit  der  gegebenen  Kurve  gemeinschaftlich  hat,  so 
fallen  beide  zusammen.  Also  kann  jede  Kurve  dritter  Ordnung  durch 
eine  Gleichimg  von  der  Form  (13)  dargestellt  oder  durch  die  gemein- 
schaftliche Ecke  zweier  Dreiecke  erzeugt  werden,  welche  ausserdem 
noch  eine  an  dieser  Ecke  lie- 
gende Seite  (als  unendliche  Linie 
gedacht)  gemeinschaftlich  haben 
und  deren  andere  Ecken  in 
festen  Geraden  und  deren  andere 
Seiten  um  feste  Punkte  sich 
bewegen.  Geht  man  also  von 
dieser  allgemeinen  Eigenschaft 
der  Punktgebilde  dritten  Grades 
aus,  welche  auch  als  Definition 
der  Gebilde  dritten  Grades  ge- 
braucht werden  kann,  so  sieht  man,  wie  diese  Gebilde  sich  einer  rein  geo- 
metrischen Behandlung  fügen;  ja  man  sieht,  wie  sich  leicht  mechanische 
Vorrichtungen  ersinnen  lassen,  durch  welche  ein  Punkt  gezwungen  wird, 
irgend  ein  beliebiges  Punktgebilde  dritten  Grades  zu  beschreiben. 

Um  zunächst  noch  bei  den  Gebilden  dritten  Graden  stehen  zu 
bleiben,  will  ich  einige  andere  Erzeugungsarten  derselben  aus  dem 
Hauptsatze  ableiten.     Da  die  Gleichung 

(14)  {xaA){xbB){xcü)  =  0 
ein  Gebilde  dritten  Grades  liefert,  so  folgt  (Fig.  11): 

Grass  mann,  Werke.     II.  .5 
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Wenn  drei  von  einetn  beweglichen  Funkte  x  ausgehende  Strahlen 
sich  um  drei  feste  Punkte  a,  h,  c  drehen  ufid  die  Punkte,  in  wdclien 
diese  Strahlen  von  einer  beweglichen  geraden  Linie  (X)  getroffen  werden, 
in  drei  Geraden  Ä,  B,  C  sich  bewegen,  so  besdireibt  der  Punkt  x  ein 
Punktgebüde  dritten  Grades  und  die  gerade  Linie  X  ein  lAniengAHde 
dritten  Grades. 

Das  letztere  folgt  aus  der  Gleichung 

(14*)  {XAa){XBb){XCc)  =  0. 

Es   ergeben  sich  leicht  folgende   neun   Punkte  als   Punkte  jenes 
Punktgebildes  dritten  Grades:  a,  b,  c\  AB,  BC,  CA]  abC,  bcA,  caB, 
woYon  man  sich  leicht  durch  Konstruktion  überzeugt.     Fügt  man  in 
(14)  oder  (14*)  den  beiden  ersten  in  Klammer 
geschlossenen  Faktoren  noch  paarweise  beliebige 
Punkte  und    Gerade   abwechselnd   als   Faktoren. 
hinz}i,aodBLSBz.B,a.\x8xaAwiTixaAaiAi,.,amAm, 
so  gelangt  man  zu  folgendem  allgemeineren  Satze: 
Zieht  fnan  von  irgend  einer  Ecke  x  eines  ver- 
änderlichen n-Ecks  eine  Linie  nach  irgend  einer 
Seite  X  desselben,  und  nimmt  an,  dass  alle  übrigen 
Ecken  in  festen  Geraden  und  aUe  übrigen  Seiten 
Fig.  12.  desselben  um  feste  Punkte  sich  bewegen,  wahrend 

zugleich  die  von  der  Ecke  x  nach  der  Seite   X 
i2Qgej8ogene  f  Gerade  um  einen  festen  Punkt  sich  dreht  und  der  Punkt,  worin 
sie  die  Seite  X  trifft,  in  einer  festen  Geraden  sich  bewegt,  so  beschreibt 
der  Punkt  x  ein  Punkt-,  die  Linie  X  ein  Liniengebilde  dritten  Grades. 
Femer,  da  die  Gleichung 

(15)  {xaAa^ixbBb^xc  =  0 

ein  Gebilde  dritten  Grades  liefert,  so  folgt  (Fig.  12): 

Wenn  die  vier  Seiten  und  eine  Diagonale  eines  Vierecks  sich  um 
feste  Punkte  drehen  und  die  beiden  Ecken,  welche  nicht  von  der  Diagonale 
getroffen  werden,  in  festen  Geraden  sich  bewegen,  so  beschreiben  die  von 
der  Diagonale  getroffenen  Ecken  jede  ein  Punktgebüde  dritten  Grades. 

Fügt  man  in  (15)  den  beiden  ersten  Faktoren  noch  paarweise  be- 
liebige Gerade  und  Punkte  abwechselnd  als  Faktoren  hinzu,  sodass 
z.  B.  aus  xaAa^  wird  xaAa^A^a^ . . .  Ar^-^iO^,  so  gelangt  man  zu  dem 
allgemeineren  Satze: 

Wenn  die  n  Seiten  und  eine  Diagonale  eines  veränderlichen  n-Ecks 
sich  um  feste  Punkte  drehen  und  die  von  der  Diagonale  nicht  getroffenen 
Ecken   in  festen    Geraden    sich   bewegen,    so    beschreibt  jede    von    den 
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baden  Ecken,  die  von  der  Diagonale  getroffen  werden,  ein  PunJctgebüde 
dritten  Grades. 

Da  endlich  die  Gleichung 

(16)  xaAhCd(xa)b^C^d^x  =  0 

ein  Gebilde  dritten  Grades  liefert,  so  folgt  (Fig.  13): 

Wenn  die  Grundseiten  zweier  veränderlichen  DreiecJce  fortdauernd 

in  gerader  Linie  stetig  aneinander  liegen,  d,  A.  so  liegen,  dass,  wo  die 

eine  aufhört,  die  andere  anfängt, 

und  wenn  zugleich  die  Seiten  um 

feste  Punkte  a,  b,  d,  fe^,  d^  sich 

drehen ,   die  Spitzen  aber  und  der 

nicht   gemeinschaftliche    Endpunkt 

einer  Grundseite  in  festen  Geraden 

C,   C^y   A  sich    bewegen,  so   be-  Fig.  13. 

schreibt  der  nicht  gemeinschafÜiche 

Endpunkt  der  andern  Grundseite  ein  Punktgehilde  dritten  Grades,  welches 

in  demjenigen  festen  Punkte  a,  um   welchen  sich  die  gemeinschaftliche 

Grundlinie  dreht,  einen  Doppelpunkt  hat. 

Letzteres  folgt  leicht,  wenn  man  durch  a  eine  beliebige  Gerade  D 

zieht  und  in  ihr  einen  Punkt  a^  setzt,    den  man  in  (16)  statt  des 

zweiten  Paktors  a  einfahrt,  wodurch  dann  (16)  übergeht  in 

(16*)  xaAbCd(xai)b^C^d^x  =  0. 

Denn  nimmt  man  nun  an,  dass  der  Pimkt  aj  sich  dem  Punkte  a 
nähert,  während  er  immer  in  der  Geraden  D  bleibt,  so  nähert  sich 
das  durch  (16*)  dargestellte  Gebilde  f  dem  durch  (16)  dargestellten 
während  a  und  a^  stets  Durchschnittspunkte  dieses  Gebildes  mit  der 
Geraden  D  bleiben.  In  dem  f  Augenblicke,  wo  a^  in  a  fällt,  fallen  127 
somit  zwei  der  Durchschnittspunkte  der  Geraden  D  und  der  Kurve  (16) 
in  a  zusammen,  und  zwar  geschieht  dies,  welche  Richtung  auch  J) 
haben  mag,  was  die  Idee  des  Doppelpunktes  ist.  Es  leuchtet  ein,  dass 
man  diesen  Satz  durch  Hinzufügen  von  Faktoren  zu  (16)  verallgemeinern 
kann,  wodurch  dann  die  Dreiecke  in  Vielecke  übergehen. 

§6. 
Anwendung  auf  Kurven  n-ten  Grades. 

Für  die  Gebilde  höherer  Grade  will  ich  nur  noch  ein  Paar  Sätze 
hinzufügen,  indem  ich  durch  die  Behandlung  der  Gebilde  dritten 
Grades  schon  glaube   den  Weg  der  Behandlung  bezeichnet    zu  haben, 
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welcher  die  Gebilde  höherer  Grade  zu  unterwerfen  sein  mochten.  Da 
die  Gleichung 

(17)  axBcBxB^c^B^xB^c^B^ . . .  ea;  =  0, 

wenn  x  darin  (n  +  l)-mal  vorkommt,  ein  Punktgebilde  (w  -f-  l)-ten 
Grades  darstellt,  so  folgt  der  Satz  (vergl.  Fig.  6  {S.  62}): 

Wenn  n  veränderliche  Dreiecke  fortdauernd  eine  gemeinschaftliche 
Spitze  X  haben,  und  ihre  Winkel  an  der  Spitze  stetig  aneinanderliegen, 
tvährend  die  übrigen  Ecken  in  geraden  Linien  fortschreiten,  die  Grund- 
Seiten  aber  und  diejenigen  zwei  Schenkel  der  Winkel  an  der  Spitze, 
welche  nicht  zweien  dieser  Winkel  gemeinschafüicli  sind,  um  feste  Punkte 
sich  drehen,  so  beschreibt  die  Spitze  x  ein  Puvktgebilde  (n  +  lyten 
Grades. 

Man  kann  den  Satz  noch  allgemeiner  fassen,  indem  man  statt  der 
n  Dreiecke  n  Vielecke  setzt,  welche  eine  gemeinschaftliche  Ecke  haben 
und  deren  an  dieser  Ecke  befindliche  Polygonwinkel  stetig  aneinander- 
liegen,  während  alle  übrigen  Ecken  in  geraden  Linien  fortschreiten 
und  alle  Seiten  ausser  denen,  welche  in  den  gemeinschaftlichen  Schenkeln 
der  stetigen  Winkel  liegen,  um  feste  Punkte  sich  drehen;  denn  auch 
dann  wird  jene  gemeinschaftliche  Ecke  ein  Punktgebilde  (n  -f-  l)-ten 
Grades  beschreiben.     Da  femer  die  Gleichung 

(18)  xaAbCd{xa)b^C^d^{xa)b^C^d^ . . .  erc  =  0, 

wenn  x  darin  (n  +  l)-mal  vorkommt,  ein  Pimktgebilde  (w  -f-  l)-ten 
Grades  liefert  und  der  Punkt  a  darin  n-mal  als  Punkt  dieses  Gebildes 
erscheint,  so  ergiebt  sich  (vergl.  Fig.  13)  der  Satz: 

Wenn  die  Grundseiten  von  n  veränderlichen  Dreiecken  fortda^temd 
in  gerader  Linie,  [die  durch  einen  festen  Punkt  a  geht,)  stetig  anein- 
anderliegen,  während  die  sämäichen  Seiten  um  feste  Punkte  sich  drehen, 
die  Spitzen  aber  und  eine  von  denjenigen  zwei  in  der  Grundlinie  liegenden 
Ecken,  welche  nickt  zwei  Breiecken  gemeinschaftlich  sind,  in  festen  geraden 
Linien  sich  bewegen,  so  beschreibt  die  andere  dieser  Ecken  ein  Punkt- 
gebUde  {n  -[-  l)-fe»  Grades,  welches  in  dem  festen  Punkte  a,  um  weldien 
sich  die  Grundlinie  dreht,  einen  n-fachen  Punkt  hat, 
128  Dass  der  Punkt  a  ein  n-facher  ist,  folgt  leicht.  Dann  zieht  man 
durch  a  eine  beliebige  gerade  Linie  E  und  setzt  in  ihr  ausser  a  noch 
(w  —  1)  feste  Punkte  a^  .  . .  a«— i,  welche  man  nach  der  Reihe  in  (18) 
statt  der  n  Faktoren  a  setzt,  sodass  man  also  erhält 

(18*)  xaAbCd{xa^)h^C^d^{xa;)h^C^d^  .,.ex  =  0, 

so  werden  die  n  Punkte  a,  a^, .  .  .  a»_i  Punkte  des  durch  die  Glei- 
chung (18*)  dargestellten  Gebildes  (w  +  l)-ten  Grades,  und  da  sie  zu- 
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gleich  in  der  Geraden  E  liegen^  so  bilden  sie  n  Durchschnittspnnkte 
dieser  Geraden  und  jenes  Gebildes.  Rücken  nun  in  (18*)  die  Punkte 
a,,.an—i,  ohne  die  Gerade  E  zu  verlassen^  in  einen  Punkt  a  zu- 
sammen,  so  geht  (18*)  in  (18)  über,  und  in  der  Geraden  E  fallen 
n  Durchschnittspunkte  derselben  mit  der  Kurve  in  einen  Punkt  a  zu- 
sammen, und  zwar  geschieht  dies,  wie  auch  die  Gerade  E  angenommen 
werden  mag,  das  heisst,  der  Punkt  a  ist  ein  n-facher  Punkt. 

Die  Gleichung  (18)  ist  zugleich  dadurch  interessant,  dass  sie  un- 
mittelbar die  projektivische  Erzeugung  der  Punktgebilde  »-ten  Grades, 
welche  einen  (n  —  l)-fachen  Punkt  haben,  vor  Augen  stellt.  Denn 
denkt  man  sich  den  Punkt  x  in  verschiedenen  Lagen,  so  erscheinen 
überall  um  die  festen  Punkte  Strahlenbüschel  und  in  den  festen  Ge- 
raden Punkte,  und  setzt  man  diejenigen  Strahlen  dieser  Büschel  und 
diejenigen  Punkte  dieser  Geraden,  welche  aus  derselben  Lage  des 
Punktes  x  hervorgehen,  als  entsprechende,  so  erscheint  jeder  Punkt  x 
der  Kurve  als  Durchschnitt  zweier  entsprechender  Strahlen  (z.  B. 
Fig.  13),  und  die  ganze  Kurve  erscheint  also  als  Durchschnitt  zweier 
Strahlenbüschel,  und  es  erhellt  unmittelbar  aus  der  Figur,  wie  man  zu 
jedem  Strahle  (ax)^  welcher  dem  um  den  (n  —  l)-fachen  Punkte  (a) 
liegenden  Strahlenbüschel  angehört,  den  entsprechenden  Punkt  (x)  der 
Kurve  durch  das  Ziehen  von  wenigen  [2(n  —  1)]  geraden  Linien  findet. 

Hingegen  tritt  in  dem  allgemeinen  Falle  nicht  mehr  die  pro- 
jektivische Erzeugung  hervor,  indem  im  Allgemeinen  in  x  mehr  als 
zwei  Strahlen  zusammenlaufen.  Jedoch  giebt  es  ausser  den  Kurven 
ii-ten  Grades  mit  (n  —  l)-fachem  Punkte  noch  andere,  welche  sich 
durch  blosse  Konstruktionen  vermittelst  des  Lineals  oder,  was  dasselbe 
ist,  durch  projektivische  Erzeugung  darstellen  lassen.  Um  dies  voll- 
standiger  darzulegen,  will  ich  hier  den  allgemeinen  Satz  für  die  pro- 
jektivische Erzeugung  der  Kurven  ableiten.  Jede  Konstruktion  eines 
Punktgebildes*)  vermittelst  des  Lineals  allein  kann  nur,  wie  man  leicht 
sieht,  auf  die  Weise  erfolgen,  dass  man  entweder  in  einer  Geraden  129 
einen  beweglichen  Punkt  oder  um  einen  Punkt  eine  bewegliche  Gerade 
annimmt,  und  aus  jenem  beweglichen  Punkt  oder  dieser  beweglichen 
Geraden  und  aus  festen  Punkten  und  Geraden  durch  lineale  Kon- 
struktionen den  Punkt  herleitet,  welcher  die  Kurve  erzeugt.  In  dem 
obigen  Falle  zum  Beispiel  der  projektivischen  Erzeugung  von  Punkt- 
gebilden w-ten  Grades  mit  (n  —  l)-fachem  Pimkte  war  es  die  um  den 


^  Ich  werde  mich  hier  nur  auf  Punktgebilde  beschränken,  indem  die  Sätze 
fOr  Liniengebilde  aus  den  entsprechenden  für  Punktgebilde  unmittelbar  abgelesen 
werden  können. 
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(n  —  l)-fachen  Punkt  a  sich  drehende  Gerade  ax,  welche  der  pro- 
jektivischen  Erzeugung  der  Kurve  zu  Grunde  lag.  Lege  ich  nun  über- 
haupt zunächst  eine  um  einen  festen  Punkt  a  sich  drehende  Gerade 
(P)  der  Erzeugung  zu  Grunde  und  nehme  diesen  Punkt  als  Durch- 
schnitt der  Koordinatenaxen  au,  so  wird,  wenn  tp  und  i/  die  durch 
irgend  ein  Maass  gemessenen  Koordinaten  eines  Punktes  jener  Geraden  P 
sind,  die  Gleichung  dieser  Geraden  von  der  Form  ay'  4"  Z^^'  =  ^  ^i^> 
und  es  sind  somit  nach  der  an  Formel  (4)  sich  ansohliessenden  Er- 
klärung a,  /)  die  Zeiger  der  Geraden,  indem  der  dritte  Zeiger  Null 
ist.  Diese  Zeiger  a,  ß  sind  aber,  wenn  die  Gerade  P  beweglich  ist, 
als  Veränderliche  zu  setzen;  wir  wollen  ß:a  mit  v  bezeichnen.  Nun 
haben  wir  gezeigt,  dass  jeder  Punkt  a;,  welcher  durch  lineale  Kon- 
struktionen aus  der  beweglichen  Geraclen  P  und  aus  festen  Punkten 
und  Geraden  hervorgeht,  wenn  bei  diesen  Konstruktionen  P  n-msX  an- 
gewandt ist,  zu  Zeigern  homogene  Funktionen  n-ten  Grades  von  den 
Zeigern  der  Geraden  P  hat,  also  hier  von  a  und  /J,  oder,  indem  man 
mit  a*  dividirt,  Funktionen  von  v,  welche  im  Allgemeinen  vom  n-ten 
Grade  sind  und  nur  dann  von  einem  anderen  und  zwar  niederem 
Grade  sind,  wenn  a  in  allen  Gliedern  jener  Funktionen  enthalten  ist. 
Ebenso  verhält  es  sich,  wenn  wir  einen  Punkt  zu  Grunde  legen, 
welcher  sich  in  einer  der  Koordinatenaxen  bewegt,  indem  auch  für  ihn 
der  dritte  Zeiger  Null  ist;  nennen  wir  dann  a  und  ß  die  Zeiger  des- 
selben und  setzen  /J :  a  =  r,  so  gelangen  wir  auf  dieselbe  Weise  und 
aus  denselben  Gründen  zu  demselben  Resultate  wie  vorher.  Nun  hat 
Mob  ins  in  seinem  barycentrischen  Calcul  (§  136  und  §  137)  dargethan, 
dass,  wenn  die  drei  Zeiger  eines  veränderlichen  Punktes  sich  als  ganze 
rationale  Funktionen  n-ten  Grades  einer  Hülfsgrösse  v  darstellen  lassen, 
dann  der  Punkt  eine  algebraische  Kurve  beschreibt,  deren  Ordnungs- 
zahl im  Allgemeinen  n  ist  imd  nie  diese  Zahl  n  übersteigt,  dass  aber 
(§  138)  diese  Kurven  nicht  die  allgemeinen  Kurven  n-ter  Ordnung 
130 sind,  sondern  vielmehr  (§  70)  schon  durch  3n  —  1  f  Punkte  bestimmt 
sind,  also  von  der  dritten  Ordnung  an  (s.  o.  {S.  50})  von  einer  ge- 
ringeren Anzahl  von  Punkten  als  die  allgemeinen  Kurven  derselben 
Ordnimg.  Nehmen  wir  diese  Resultate  hier  auf,  so  gelangen  wir  zu 
dem  Satze  : 

Wenn  ein  Punkt  (p)  sich  in  einer  festen  Geraden  bewegt  oder  eine 
Gerade  P  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht,  und  nmn  durch  lineale 
Konstmktionen  aus  diesem  Putzte  oder  dieser  Geraden  u/nd  einer  Beihe 
fester  Punkte  und  Geraden  einen  (gleichfalls  beweglichen)  Punkt  x  kon- 
struirty  so  beschreibt  der  Punkt  x  ein  algebraisches  Punktgebilde,  welches, 
wenn  p  oder  P  bei  jenen  Konstruktionen  n-mal  angewandt  ist,  im  AU- 
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gemeinen  vom  n-ten  und  nie  van  einem  höheren  Grade  ist;  und  zwa/r  sind 
die  so  hmstruirbaren  Gebilde  n-ten  Grades,  vom  dritten  Grade  an,  be- 
sondere Gattungen  der  Gebilde  n-ten  Grades,  indem  sie  im  Allgemeinen 
durch  (3n  —  1)  Funkte  bestimmt  sind. 

Setzt  man  die  aus  demselben  Punkte  p  konstruirten  Strahlen  und 
Punkte  bis  zu  x  hin  als  entsprechende,  so  erhält  man  Strahlenbüschel 
und  mit  Punkten  besetzte  Gerade,  welche  sich  einander  entsprechen 
und  von  denen  immer  zwei  nach  einander  entstehende  so  liegen,  dass 
die  Punkte  in  den  entsprechenden  Strahlen  liegen,  und  welche  also  als 
perspektivische  Gebilde  aufgefasst  werden  können.  Das  Gebilde  n-ten 
Gerades  wird  dann  schliesslich  durch  das  gegenseitige  Durchschneiden 
der  entsprechenden  Strahlen  zweier  Strahlenbüschel  erzeugt  (vergl. 
z.  B.  Fig.  13  { S.  67 } ).  Somit  drückt  zugleich  dieser  Satz  die  allgemeine 
projektivische  Erzeugbarkeit  der  Kurven  aus. 

Ich  will  hier  noch  zum  Schlüsse  zwei  Bemerkungen  hinzufügen, 
nämlich  erstens,  dass  es  ausser  der  hier  angeregten  geometrischen  Be- 
handlungs weise  der  Kurven,  bei  welcher  nur  auf  das  Ziehen  von  ge- 
raden Linien  zurückgegangen  ist,  noch  eine  andere  giebt,  welche  zu- 
gleich auf  den  Kreis  zurückgeht.  Schon  bei  den  Kegelschnitten  tritt 
diese  verschiedene  Behandlungsweise  hervor,  indem  die  Eigenschaft  des 
mystischen  Sechseckes  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Konstruktion  eines 
Kegelschnittes  durch  eine  Ecke  eines  Dreiecks,  dessen  beide  anderen 
Ecken  in  festen  Geraden  und  dessen  Seiten  um  feste  Punkte  sich  be- 
wegen, die  rein  lineale  Behandlung  der  Kegelschnitte  bedingt,  während 
die  Erzeugung  eines  Kegelschnittes  als  Durchschnittes  einer  Ebene  und 
eines  Kegels  auf  den  Kreis  zurückführt.  Diese  zweite  Behandlungs- 
weise  der  Kurven  will  ich  jedoch  bis  zum  Erscheinen  des  zweiten 
Theiles  meiner  Ausdehnungslehre  verschieben,  indem  in  dem  ersten 
Theile,  welcher  die  lineale  f  Ausdehnungslehre  enthält,  die  Principieni3l 
nur  für  die  lineale  Behandlungsweise  der  Kurven  sich  vorfinden. 

Die  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  eine  neue  Stufe  der  Ver- 
allgemeinerung, indem  man  nämlich  statt  der  festen  Punkte  und  Ge- 
raden Gebilde  höherer  Grade  setzt  und  zwar  statt  der  festen  Punkte 
Liniengebilde  und  statt  der  festen  Geraden  Pimktgebilde  und  dann 
statt  des  Durchschnitts  einer  durch  Konstruktion  gewonnenen  (beweg- 
lichen) Geraden  mit  einer  gegebenen  festen  Geraden  die  Durchschnitts- 
punkte der  ersteren  mit  dem  statt  der  letzteren  eingeführten  t^unkt- 
gebilde  setzt  und  statt  der  Verbindungslinie  zwischen  einem  durch 
Konstruktion  gewonnenen  (beweglichen)  Punkte  und  einem  gegebenen 
festen  Punkte  die  Tangenten  setzt,  welche  von  dem  ersteren  an  das 
statt  des  letzteren  eingeführte  Liniengebilde  gezogen  werden  können. 
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Führt  man  statt  einer  solchen  festen  Geraden ,  welche  nur  einmal  bei 
der  Konstruktion  angewandt  wird,  (oder  statt  eines  solchen  festen 
Punktes)  ein  Punktgebilde  (oder  ein  Liniengebilde)  m-ten  Grades  ein, 
so  lasst  sich  leicht  beweisen,  dass  dadurch  der  Grad  des  nach  dem 
Hauptsatze  erzeugten  Gebildes  ver-i^i-facht  wird,  d.  h.  wenn  der  Grad 
des  erzeugten  Gebildes  ursprünglich  n  betrug,  so  betragt  derselbe, 
nachdem  statt  einer  festen  Geraden,  welche  einmal  bei  der  Konstruktion 
angewandt  wurde,  (oder  statt  eines  solchen  festen  Punktes)  ein  Punkt- 
gebilde (oder  ein  Liniengebilde)  m-ten  Grades  eingeführt  wird,  nach 
dieser  Einführung  n  .  m. 

Doch  will  ich  den  Gang  des  Beweises  nur  andeuten.  Es  lässt 
sich  jede  den  Hauptsatz  auf  besondere  Weise  darstellende  Gleichung, 
wenn  die  feste  Gerade  A  darin  einmal  vorkommt,  stets  sehr  leicht  auf 
die  Form  bringen, 

p.A  =  0, 

welche  ausdrückt,  dass  der  Punkt  px  in  der  Geraden  A  liegt,  und 
welche,  wenn  p^  vom  n-ten  Grade  ist,  ein  Punktgebilde  w-ten  Grades 
darstellt.  Wird  nun  statt  A  ein  Punktgebilde  m-ten  Grades  gesetzt, 
so  heisst  das,  es  soll  der  Punkt  px  in  diesem  Punktgebilde  liegen.  Es 
sei  nun  dies  Punktgebilde  m-ten  Grades,  welches  statt  A  gesetzt  werden 
soll,  ausgedrückt  durch  eine  geometrische  Gleichung  von  der  Form, 
wie  sie  dem  Hauptsatze  genügt,  in  welcher  also  der  dies  Gebilde  kon- 
struirende  Punkt  y  m-mal  als  Faktor  vorkommt;  setzt  man  dann  statt 
y  den  Punkt  pxj  so  ist  dadurch  der  Bedingung  genügt,  dass  px  in 
diesem  Gebilde  m-ten  Grades  liegen  soll.  Da  dann  px  m-mal  als 
Faktor  erscheint,  px  selbst  aber  x  n-mal  als  Faktor  enthält,  so  wird 
in  der  resultirenden  Gleichung  x  im  Ganzen  (n  .  m)-mal  als  Faktor  er- 
I32scheinen,  f  also  der  Punkt  x  ein  Punktgebilde  (n  .  m)-ten  Grades  be- 
schreiben. Es  liegt  am  Tage,  wie  man  auf  diese  Weise  statt  beliebig 
vieler  fester  Geraden  nach  und  nach  solche  Punktgebilde  und  statt 
der  festen  Punkte  nach  und  nach  solche  Liniengebilde  einführen  und 
dadurch  den  Satz  in  seiner  allgemeinsten  Form  darstellen  kann.  Da 
jedoch  die  zuletzt  hervorgehende  Gleichung  immer  in  einer  Form  er- 
scheint, welche  dem  zuerst  aufgestellten  Hauptsatze  genügt,  so  bleibt 
dieser  der  eigentliche  Mittelpunkt  der  neuen  Theorie. 

Stettin,  den  15.  April  1845. 


ni. 

lieber  die  Erzeugung  der  Kurven  dritter  Ordnung^?? 
durch  gerade  Linien  und  über  geometrische 
Definitionen  dieser  Kurven. 

Von 

Prof.  Dr.  H.  Orassmanu, 

Oberlehrer  an  der  Friedrich-Wilhelm-Schule  su  Stettin. 

Grelles  Journal  Bd.  36,  Heft  ü,  S.  177—184  (1848). 


In  einem  Aufsatze  über  Kurven  dritter  Ordnung,  im  34.  Bande 
des  Crelle'schen  Journals,  behauptet  Herr  Professor  Plücker,  es  gebe 
noch  keine  allgemeine  geometrische  Definition  einer  Kurve  dritter  Ord- 
nung, und  schliesst  daraus,  dass  eine  rein  geometrische  Behandlung 
dieser  Kurven,  und  also  um  so  mehr  der  höheren  Kurven,  gegenwärtig 
noch  unmöglich  sei.  Nun  habe  ich  im  31.  Bande  desselben  Journals 
die  Grundzüge  einer  rein  geometrischen  Behandlung  der  höheren 
Kurven  zu  geben  versucht  und  habe  dort,  namentlich  für  die  Kurven 
dritter  Ordnung,  eine  geometrische  Definition  aufgestellt,  deren  Allge- 
meinheit ich  dort  nachgewiesen  habe  (S.  123 — 125  {hier  S.63 — 66});  ich 
könnte  daher  den  Gegenstand  als  abgemacht  ansehen  und  mich  damit  be- 
ruhigen, dass  Herrn  Plücker  jener  Band  des  Journals  nicht  zu  Gesichte 
gekommen  sei,  wenn  ich  nicht  befürchten  müsste,  dass  durch  die  so 
entschieden  ausgesprochene  Behauptung  mancher  Leser  irre  geführt 
werden  möchte.  Ich  werde  daher  den  Gegenstand  hier  noch  einmal, 
und  zwar  von  einem  umfassenderen  Gesichtspunkte  aus,  aufnehmen. 

Die  einfachsten  geometrischen  Definitionen  der  Kurven  dritter 
Ordnung,  deren  jede  diese  Kurven  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  dar- 
stellt, würden  folgende  drei  sein,  zwischen  denen  man,  um  eine 
methodische  Behandlung  darauf  zu  gründen,  wählen  kann: 


74 


III.   Erzeugung  der  Kurven  drittel:  Ordnung.     C.  J.  36. 


No,  1,  Der  geometrische  Ort  der  gemeinschaftlichen  Spitze  zweier 
Dreiecke,  deren  Winkel  an  der  Spitze  einen  gemeinschaftlichen  Schenkel 
haben,  tvährend  von  den  Imden  nicht  gemeinschaftlichen  Schenkeln  der- 
sdben  jeder  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht  und  von  den  fner  Etid- 
punkten  der  Grundseiten  jeder  in  einer  gegebenen  geraden  Linie  liegt,  ist 
eine  Kurve  dritter  Ordnung. 

No.  2.     Wenn   die  Seiten   eines   veränderlicJien    Vierecks   und  eine 
Diagonale  desselben  um  feste  Punkte  sich  drelien  und  die  von  der  Diago- 
nale nicht  getroffenen  Ecken  in  festen  Geraden   liegen,  so  ist  der  geo- 
nsfnetrische  f  Ort  jeder  von  der  Diagonale  getroffenen  Ecke  des  Vierecks 
eine  Kurve  dritter  Ordnung. 

No.  3.  Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  dessen  Verbindungslinien 
mit  drei  gegebetien  Punkten  drei  gegebene  Gerade  so  sdifieiden,  dass  die 
drei  Durctischnittspunkte  in  gerader  Linie  liegen,  ist  eim  Kurve  dritter 
Ordnung.*) 

Von  diesen  drei  Definitionen  habe  ich  die  erste  in  dem  oben  an- 
geführten Aufsatze  als  eine  alle  Kurven  dritter  Ordnung  umfassende 

nachgewiesen,  und 
^  ich  habe  dem  Be- 

weise nichts  wei- 
ter hinzuzufügen. 
Dass  der  geome- 
trische Ort,  wel- 
cher in  der  zwei- 
ten und  dritten 
Definition  genannt 
ist,  gleichfalls  eine 
Kurve  dritter  Ord- 
nung sei,  ist  dort 
ebenfalls  bewie- 
sen. Es  bleibt  nur 
übrig,  zu  zeigen, 
dass  auch  jede  die- 
ser beiden  letzten 
Definitionen  alle 
Kurven  dritter  Ordnung  umfosst.  Für  die  zweite  Definition  will  ich 
hier  den  Nachweis  vollständig  liefern,  während  ich  für  die  dritte  nur 
den  6ang  des  Beweises  angeben  werde. 

Es  sei  .Ttif/Ui  (Fig.  14)  das  veränderliche  Viereck,  dessen  Seiten 

*)  Ich  verstehe  hier  unter  Kurve  dritter  Ordnung  (algebraisch  gefasst)  die 
Gesamtheit  der  Punkte,  deren  Koordinaten  einer   algebraischen    Gleichung   ge- 


^r 


Fig.  U. 
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^w»  «y>  y^u  ^1^  ^^^  dessen  Diagonale  xy  sich  beziehlich  um  die 
festen  Punkte  a,  6,  6^,  a^  und  d  drehen  und  dessen  Ecken  u  und  Wj 
sich  beziehlich  in  den  festen  Geraden  C  und  C^  bewegen.  Der  Kürze 
wegen  bezeichne  ich,  wie  im  ersten  Aufsatze,  die  Verbindungslinie 
zweier  verschiedener  Punkte  a  und  b  durch  ab  und  den  Durchschnitt 
zweier  verschiedener  Geraden  A  und  B  durch  AB]  wenn  mehrere 
solche  Ausdrücke  ohne  Klammem  neben  einander  geschrieben  sind, 
so  soll  die  Konstruktion  in  der 
Ordnung  fortschreiten,  wie  diese 
Ausdrücke  von  links  nach  rechts 
hin  folgen.  Dann  lässt  sich  nach- 
weisen, dass  die  von  dem  Punkte 
X  konstruirte  Kurve  dritter  Ord- 
nung die  neun  Punkte 

a,     aj,     d,     CC^,     («6)(»i6iX 
dbC,    db^C^,    abC^,    a.b^C 

enthält,   die   ich  nach   der   Reihe 
beziehlich  mit 

«,  <hf  ^y  ^7    fy    9^    9u    *»    \ 

bezeichnen  will.  In  der  That: 
liegt  X  in  einem  der  Punkte  a, 
Ol  oder  rf,  so  kann  die  Verbin- 
dungslinie zwischen  x  und  die- 
sem Punkte  jede  Richtung  f  an- 
nehmen, und  es  lässt  sich  daher 
dann  leicht  ein  Viereck  von  der  verlangten  Art  zeichnen.  Liegt  zum 
Beispiel  (Fig.  15)  x  in  a,  so  giebt  xa^C^  den  Punkt  u^,  (**i&i)(^rf)  den 
Punkt  y,  ybC  den  Punkt  w;  und  verbindet  mau  nun  noch  w  mit  a,  so  hat 
das  so  konstruirte  Viereck  xu^yu  die  verlangte  Eigenschaft,  das  heisst, 
o  ist  ein  Punkt  der  von  x  konstruirten  Kurve.  Liegt  x  nicht  in  einem 
dieser  drei  Punkte,  so  haben  die  drei  von  x  ausgehenden  Geraden  xa, 
xdj  xa^  bestimmte  Richtungen,  und  es  werden  alle  diejenigen  Punkte 
x-Punkte  der  Kurve  sein,  für  welche  die  drei  Geraden 

xaCbj    xa^^C^b^y    xd 


Fig.  16. 


179 


nügen,  welche  in  Bezug  auf  diese  Koordinaten  vom  dritten  Grade  ist;  und  zwar 
auch  dann  noch,  wenn  beliebig  viele  der  Eonstanten  Null  werden.  Ich  würde 
hieför  den  Ausdruck  Punktgehilde  dritUn  Grades  vorziehen,  wenn  ich  nicht  be- 
fOrchtete,  dadurch  undeutlicher  zu  werden. 
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durch  denselben  Punkt  (y)  gehen.  Liegt  nun  x  in.  C  oder  in  a6,  so 
wird  die  erste  jener  drei  Geraden  gleich  xb]  liegt  x  in  C^  oder  in 
a^tj,  so  wird  die  zweite  jener  Geraden  gleich  xb^.  Liegt  also  x  in 
dem  Durchschnitt  von  C  und  C^  oder  von  ah  und  n^hi  oder  von  C 
und  a^bi  oder  von  C\  und  ab,  so  gehen  jene  drei  Geraden  durch  den- 
selben Punkt  X]  das  heisst,  es  sind  diese  Durchschnitte  Punkte  der  von 
X  konstruirten  Kurve,  das  heisst,  es  liegen  p,  f,  A,  Aj  in  dieser  Kurve. 
Endlich:  liegt  x  im  Durchschnitt  von  db  und  C,  so  wird  die  erste 
jener  drei  Geraden  gleich  xh,  während  die  dritte^  xd,  mit  xh  zusam- 
menfällt: also  gehen  dann  wieder  die  drei  Geraden  durch  denselben 
Punkt;  das  heisst,  g  ist  ein  Punkt  der  Kurve,  und  aus  demselben  Grunde 
auch  g^.  Es  sind  daher  alle  neun  oben  genannten  Punkte  als  Punkte 
der  durch  die  Ecke  x  beschriebenen  Kurve  dritter  Ordnung  nach- 
gewiesen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  hat  es  nun  keine  Schwierigkeit  mehr, 
die  in  No.  2  angegebene  Erzeugung  als  eine  allgemeine,  das  heisst  als 
eine  solche  nachzuweisen,  durch  welche  jede  beliebige  Kurve  dritter 
Ordnung  erzeugt  werden  kann.  In  der  That:  ist  irgend  eine  Kurve 
dritter  Ordnung  gegeben,  so  schreibe  man  ihr  irgend  ein  Viereck 
fheh^  ein,  dessen  Seiten  fh,  he,  eh^,  h^f  die  Kurve  zum  dritten  Male 
beziehlich  in  den  Punkten  a,  gi,  g,  a^  treflfen  mögen,  und  ziehe  von 
irgend  einem  andern  Punkte  d  der  Kurve,  der  aber  nicht  in  dem 
Durchschnitt  der  beiden  Linien  ag  und  a^g^  liegt,  nach  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  der  letztgenannten  Punkte,  zum  Beispiel  nach  ^j  und 
g,  die  Geraden,  welche  die  gegenüberstehenden  Seiten  des  Vierecks 
beziehlich  in  b^  und  b  schneiden  mögen;  dann  sind  die  neun  so  ge- 
wonnenen Punkte  der  Kurve  zufolge  der  vorher  gegebenen  Entwicklung 
zugleich  Punkte  derjenigen  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  durch  eine 
Ecke  X  eines  Vierecks  xuyu^  beschrieben  wird,  dessen  Ecken  u  und 
ii^  sich  beziehlich  in  den  Geraden  eh^  und  eh  bewegen,  während  die 
isoSeiten  xu,  uy,  yu^^,  u^x  und  die  Diagonale  xy  f  beziehlich  um  die 
Punkte  a,  b,  b^,  a^j  d  sich  drehen.  Diese  so  erzeugte  Kurve  hat  mit 
der  gegebenen  neun  Punkte  gemein;  und  zwar,  da  d  nicht  in  dem 
durch  die  übrigen  acht  Punkt  schon  bedingten  Punkte  (nämlich  in  dem 
Durchschnittspunkte  der  Geraden  ag  und  a^g^)  liegt,  neun  solche 
Punkte,  durch  welche  eine  Kurve  dritter  Ordnung  bestimmt  ist.  Somit 
fällt  die  durch  die  Ecke  x  erzeugte  Kurve  mit  der  gegebenen  zu- 
sammen, und  die  Definition  No.  2  ist  als  allgemein  nachgewiesen. 
Hiermit  ist  zugleich  gelegentlich  der  nachstehende  Satz  bewiesen: 

Wenn  man  einer  Kurve  dritter   Ordnung  ein  Viereck  (fhehi)  ein- 
sdireibt,  dessen  vier  Seiten  {fh,  he,  e\,  h^f)  die  Kurve  beziehlich  in 


Nachweis  der  zweiten  und  dritten  Definition. 


77 


vier  neuen  Punkten  (a,  g^^  g,  a^  treffen,  und  man  zieht  voti  zweien 
dieser  letztgenannten  vier  Punkte,  die  in  gegenüberliegenden  Seiten  jenes 
Vierecks  liegen  (zum  Beispiel  von  g  und  a  oder  von  g^  und  a^),  die 
Geraden  beziehlich  nach  einem  neunten  und  einem  zehnten  Punkte  der 
Kurve  (d  und  x),  was  auf  vier  Arten  möglich  ist,  so  geht  jedesmal 
die  Verbindungslinie  derjenigen  Punkte  (b  und  u  oder  i^  utid  u^),  warin 
diese  Geraden  beziehlich  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vierecks  treffen, 
durch  einen  und  denselben  Punkt  (y)  der  Verbindungslinie  des  neunten 
und  zehnten  Punkts,  welche  jener  vier  möglichen  Arten  der  Verbindung 
man  auch  wählen  mag. 

Den  Beweis  davon  ^  dass  auch  die  d/ritte  Definition  allgemein  sei, 
will  ich  hier  nur  mehr  andeuten  als  ausführen.  Es  sei  x  (Fig.  16) 
der  veränderliche  Punkt,  dessen  Verbindungslinien  mit  den  festen  Punkten 
a,  b,  c  beziehlich  die  festen  Geraden  A,  B,  C  ^o  schneiden,  dass  die 
drei  Durchschnittspunkte  u,  v,  w  m  gerader  Linie  liegen.  In  dem  ange- 
fahrten Aufsatze  (S.  125  { hier  S.65f. }  )habe  ich  gezeigt,  dass  dann  der  geo- 
metrische Ort  von 

X  eine  Kurve  drit-  ^^ 

ter  Ordnung  ist> 
welche  durch  fol- 
gende neun  Punkte 
geht: 

o,  b,  c,  BC,   CA, 

AB,  bcAj   caB, 

abC, 

die  ich  beziehlich 

mit 

a,  b,  c,  tti,  6i,  Ci, 

«,  ß,  r 
bezeichnen     will. 
Nun     lässt     sich 

leicht  zeigen,  dass  man  jeder  Kurve  dritter  Ordnung  Dreiecke  ein- 
schreiben kann,  deren  entsprechende  Seiten  sich  auf  der  Kurve  schneiden. 
Es  seien  abc  und  a^b^c^  zwei  solche,  einer  gegebenen  Kurve  dritter 
Ordnung  eingeschriebene  Dreiecke,  deren  entsprechende  Seiten  sich  be- 
ziehlich in  den  Kurvenpunkten  y,  a,  ß  schneiden.  Dann  sind  diese 
neun  Punkte  zugleich  Punkte  der  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  durch 
einen  Punkt  x  beschrieben  wird,  dessen  Verbindungslinien  mit  a,  b,  c 
die  Geraden  f  b^c^,  Cy^a^,  a^b^  beziehlich  in  dreien  in  gerader  Linien  lie-i8i 
genden  Punkten  schneiden;  und  zwar  sind  es  neun  solche  Punkte,  durch 


Fig.  16. 


78  m*   Erzeugung  der  Kurven  dritter  Ordnung.    C.  J.  86. 

welche  die  Kurve  dritter  Ordnung  bestimmt  ist;  folglicli  fallt  die  durch 
X  erzeugte  Kurve  mit  der  gegebenen  zusammen^  und  die  Definition 
No.  3  ist  als  allgemein  nachgewiesen. 

Um  den  Gegenstand  endlich  noch  von  einem  allgemeineren  Ge- 
sichtspunkte aus  zu  betrachten^  werde  ich  den  allgemeinen  Satz  über 
die  Art,  wie  Kurven  dritter  Ordnung  und  Kurven  dritter  Klasse  durch 
Bewegung  von  geraden  Linien  erzeugt  werden  können,  aufstellen,  aus 
welchem  man  dann  beliebig  viele  rein  geometrische  Definitionen  der 
Kurven  dritten  Grades  ableiten  kann. 

Um  diesen  Satz  in  leicht  fasslicher  Form  aussprechen  zu  können, 
will  ich  mich  des  Begriffs  der  offenen  (nicht  geschlossenen)  Figur  be- 
dienen. Die  offene  Figur  besteht  aus  einer  Reihe  von  Punkten  und 
geraden  Linien,  in  der  Art,  dass  auf  jeden  Punkt  eine  durch  ihn 
gehende  Gerade  und  auf  jede  Gerade  ein  in  ihr  liegender  Punkt  folgt, 
bis  endlich  die  Reihe  entweder  mit  einem  Punkte  oder  einer  Geraden 
schliesst;  wie  sie  denn  auch  entweder  mit  einem  Punkte  oder  mit 
einer  Geraden  beginnt.  Punkt  und  Gerade  will  ich  zusammen  Elemente 
nennen;  das  Element,  mit  welchem  jene  Reihe  beginnt,  will  ich 
Anfangselement,  das,  womit  sie  schliesst,  Endelement,  beide  zusammen 
Grenzelemente  der  offenen  Figur  nennen;  alle  Punkte  der  Reihe,  die 
nicht  Grenzelemente  sind,  nenne  ich  Ecken,  alle  Geraden  der  Reihe, 
die  nicht  Grenzelemente  sind,  Seitenlinien  oder  kurzweg  Seiten  der 
offenen  Figur.  Es  sind  hiernach  also  drei  Fälle  möglich:  entweder 
beide  Grenzelemente  sind  Punkte;  dann  hat  die  Figur  eine  Seite  mehr 
als  sie  Ecken  hat;  oder  beide  Grenzelemeute  sind  Gerade;  dann  hat 
sie  eine  Ecke  mehr,  als  sie  Seiten  hat;  oder  endlich:  Ein  Grenzelement 
ist  ein  Pimkt,  das  andere  eine  Gerade;  dann  hat  sie  ebenso  viele 
Ecken  als  Seiten  und  verwandelt  sich,  wenn  der  Grenzpunkt  in  der 
Grenzlinie  liegt,  in  eine  geschlossene  Figur.  Wenn  die  offene  Figur 
sich  stetig  verändert,  so  können  bei  dieser  Veränderung  in  besonderen 
Uebergangsfällen  zwei  aufeinander  folgende  Gerade  der  Reihe  oder 
zwei  aufeinander  folgende  Punkte  derselben  zusammenfallen;  alsdann 
kann  man  dort  jeden  Punkt  der  zusammenfallenden  Geraden  als  zwischen- 
liegende Ecke,  hier  jede  durch  die  zusammenfallenden  Punkte  gelegte 
Gerade  als  zwischenliegende  Seitenlinie  der  offenen  Figur  auffassen. 
Der  Satz  von  Erzeugung  der  Kurven  dritten  Grades  wird  sich  nun  in 
folgender  Gestalt  darstellen  lassen: 

Wenn    in   einem    Verein    dreier  offener  Figuren,   deren   Anfangs- 

demente    und    deren    Endelemente    zusammenfallen ,     alle    Seiten    der- 

\S2 selben  um  f  feste  Punkte  und  alle  Ecken  derselben  in  festen  Geraden 

sich    bewegen,    so    beschreibt   jedes    Grenzelement    ein    Gd>ilde    dritten 
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Grades^);  und  ausser  dieser  giebt  es  keine  durch  blosse  gerade  Linien 
bedingte  Erzeugwng  der  Gebilde  dritten  Grades, 

Der  Beweis  des  ersten  Theils  dieses  Satzes  ist  in  dem  oben  an- 
geführten Aufsatze  gegeben,  in  welchem  der  Satz  für  höhere  Kurven 
aufgestellt  ist.  Dass  es  ausserdem  keine  andere  lineale  Erzeugungs- 
weise der  Gebilde  dritten  Grades  giebt,  folgt  leicht  aus  demselben 
allgemeinen  Satze  für  höhere  Kurven,  indem  sich  leicht  zeigen  lässt, 
dass  alle  andern  Erzeugungsarten  entweder  höhere  oder  niedere  Gebilde 
liefern.  Der  Satz,  den  ich  hier  aufgestellt  habe,  bietet  drei  wesentlich 
verschiedene  Falle  dar,  nämlich:  erstens,  wenn  die  drei  offenen  Figuren 
Punkte  zu  Grenzelementen  haben,  so  beschreiben  beide  Punkte,  jeder  eine 
Kurve  dritter  Ordnung;  oder  zweitens,  wenn  die  Grenzelemente  gerade 
Linien  sind,  dann  umhüllen  diese  Geraden  jede  eine  Kurve  dritter  IQasse; 
oder  endlich,  wenn  von  den  Grenzelementen  eins  ein  Punkt,  das  andere 
eine  Gerade  ist,  so  wird  von  jenem  eine  Kurve  dritter  Ordnung  be- 
schrieben, von  dieser  eine  Kurve  dritter  Klasse  umhüllt.  Ich  will 
hierbei  noch  bemerken,  dass  von  den  drei  oben  zu  einer  Definition 
aufgestellten  Erzeugungsarten  No.  2  zu  dem  ersten  dieser  drei  Fälle, 
und  No.  1  und  No.  3  zu  dem  letzten  derselben  gehören. 

Stettin,  den  28.  November  1847. 

"*)  loh  sage,  ein  Punkt  beschreibe  ein  Gebilde  n-ten  Grades,  wenn  er  eine 
Kurve  n-ter  Ordnung  (ein  Punktgebilde  n-ten  Grades)  durchläuft,  und  eine  Gerade 
beschreibe  ein  Gebilde  n-ten  Grades,  wenn  sie  eine  Kurve  n-ter  Klasse  (ein 
Liniengebilde  n-ten  Grades)  umhüllt. 


IV. 

]87Der  allgemeine  Satz  über  die  Erzengnng  aller  alge- 
braischer Kurven  durch  Bewegung  gerader  Linien. 

Von 

Prof.  Dr.  H.  Grassmauu, 

Obsrlehr^r  an  der  Friedrich- Wilhelm-Schule  zn  Stettin. 

Grelles  Journal  Bd.  42,  Heft  III,  S.  187—192  (1851). 


Vor  längerer  Zeit  habe  ich  in  dem  ersten  Theile  meiner  Aus- 
dehnungslehre (§  145 — 148)*)  einen  allgemeinen  Satz  mitgetheilt  über 
die  Erzeugung  der  Kurven  höherer  Ordnungen  sowie  der  algebraischen 
Oberflächen  durch  Bewegung  gerader  Linien  oder  Ebenen;  und  im 
CreUe'schen  Journal  (Band  31  und  36)  habe  ich  besondere  Anwen- 
dungen desselben,  besonders  auf  Kurven  dritter  Ordnung,  gegeben.  Die 
Bearbeitung  des  zweiten  Theils  jenes  Werks,  den  ich  jetzt  unter  der 
Feder  habe,  hat  mich  wieder  auf  den  Gegenstand  zurückgeführt,  und 
ich  bin  dabei  zu  einer  Reihe  neuer  Resultate  gelangt,  von  denen  ich 
diejenigen,  welche  sich  an  die  in  den  erwähnten  Abhandlungen  darge- 
stellte Analyse  anschliessen,  den  Lesern  des  CreUe' sehen  Journals  in 
einer  Reihe  von  Aufsätzen  mitzutheilen  beabsichtige. 

Der  oben  erwähnte  Satz,  dem  ich  hier  eine  wesentliche  Ergänzung 
hinzufügen  will,  findet  sich  im  31.  Bande  des  Crelle'schen  Journals 
{hier  S.  50)  in  folgender  Form  ausgesprochen: 

Wenn  die  Ijoge  ehie^  heivvglivhen  Punktes  x  in  der  Ebene  dadurch 
ImchränM  ist,  dass  ein  Punkt  und  eine  Gerade,  tveUhe  durch  Konstruk- 
timien  vermittels  des  Lineals  aus  jenem  Pu7ikte  x  und  eifier  Reihe  fester 
Punkte  und  Geraden  hervorgelien ,  zusammenliege}!  sollen  (das  heisst  der 
Punkt  in  der  Geraden  liegen  soll),  so  beschreibt  dn-  Punkt  x  ein  alge- 
h'ai^che^s   Pmiktgebilde  und  ztcar  ein   Punktgeln'lde   n-ten    Grades    (eine 

*)   { Ges.  Werke  I,  1,  S.  246—249. 1 
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Kurve  n-ter  Ordnung)  ^  wenn  bei  den  Konstruktionen  der  bewegliche  Punkt 
n^nial  angewandt  ist 

Den  Beweis  dieses  Satzes ,  der  eine  Erweiterung  des  PascaPschen 
Satzes  über  das  mystische  Sechseck  ist^  habe  ich  in  der  Ausdehnungs- 
lehre aus  den  f  Principien  dieser  Wissenschaft  und  im  31.  Bande  188 
des  Crelle'sdien  Journals  aus  der  gewöhnlichen  Analyse  hergeleitet^ 
und  habe  diesem  Beweise  hier  nichts  hinzuzufügen.  Um  jedoch  den 
Satz  einer  allgemeinen  Behandlung  algebraischer  Kurven  zu  Ghninde 
legen  zu  können^  bedarf  derselbe  noch  einer  Ergänzung^  indem  nämlich 
gezeigt  werden  muss,  dass  auch  umgekehrt  jede  algebraische  Kurve  auf 
die  in  dem  Satze  angegebene  Weise  erzeugt  werden  kann.  Und  dies 
nachzuweisen  ist  der  Hauptzweck  des  gegoiiwärtigen  Aufsatzes. 

Ist  f{Xy  y)  =  0  die  Gleichung  einer  algebraischen  Kurve,  bezogen 
auf  irgend  ein  Axenkreuz,  also  f{x^y)  eine  ganze  rationale  Punktion 
von  X  und  y,  so  geht  diese  Punktion  aus  a:,  y  und  den  Konstanten 
durch  Addition  und  Multiplikation  her- 
vor. Es  kommt  also  nur  darauf  an, 
die  Addition  und  Multiplikation  zweier 
Zahlgrössen  durch  lineale  Konstruktion 
darzustellen.  Unter  linealer  Konstruk- 
tion verstehe  ich  nicht  nur  die  Verbin- 
dung zweier  endlich  entfernter  Punkte 
durch  eine  gerade  Linie,  sondern  auch  ^**'  ^^' 

das  Ziehen  der  Parallele  oder,  anders  ausgedrückt,  die  Verbindung  eines 
endlich  und  eines  unendlich  entfernten  Punktes  durch  eine  Gerade, 
also  überhaupt  das  Verbinden  zweier  Punkte  durch  eine  Gerade.  Um 
nun  die  Addition  und  Multiplikation  durch  geometrische  Konstruktionen 
darzustellen,  kommt  es  darauf  an,  jede  der  zu  verknüpfenden  Zahl- 
grössen durch  geometrische  Grössen  zu  ersetzen. 

Ich  nehme  zwei  Koordinatenaxen  an,  die  sich  in  c  durchschneiden, 
und  auf  jeder  derselben  ein  bestimmtes  Stück  als  Maass;  es  sei  dies 
ca  auf  der  rc-Axe  (Fig.  17)  und  cb  auf  der  y-Axe;  wobei  es  ganz  gleich- 
gültig ist,  ob  diese  beiden  Maasse  gleich  lang  sind  oder  nicht.  Durch 
das  Maass  ca  seien  die  Abscissen,  durch  das  Maass  cb  die  Ordinaten 
gemessen,  und  die  Quotienten  dieser  Messungen  seien  eben  x  und  y. 
Der  Endpunkt  der  Abscisse  sei  X'^  von  dem  Endpunkte  der  Ordinate 
sei,  um  alle  Grössen  auf  derselben  Linie,  der  Abscissenaxe,  zu  haben, 
die  Parallele  zu  ba  gezogen,  welche  die  Abscissenaxe  iu  y  schneide. 
Dann  ist 


ex  cy 

X  =  — ,     y  =  -^^ 
ca'     ^        ca 


Oraiimann,  Werke.    Q. 
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Auch  ist  klar,  wie  sowohl  x  als  y  aus  dem  die  Kurve  konstruirenden 
Punkte,  den  wir  p  nennen  wollen,  durch  lineale  Konstruktionen  er- 
folgen (Fig.  17).     Femer  nehmen  wir  an,  dass  auch  jede  Konstante  in 

der  Funktion  f{x^  y)  durch  einen 
Punkt  der  Geraden  ca  in  der  Art 
dargestellt  sei,  dass  die  Entfernung 
dieses  Punktes  von  dem  Anfangs- 
punkt Cy  gemessen  durch  das  Maass 
ca,  jener  Konstanten  gleich  sei.  Auf 
„,    ,„  diese  Weise   sind  dann  alle  in  der 

Fig.  18. 
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durch  Punkte  der  Abscissenaxe  dargestellt,  und  es  kommt  nur  darauf 
an,  auch  die  Summe  und  das  Frodukt  zwei  solcher  Grössen  auf  gleiche 
Weise  durch  Punkte  dieser  Linie  vermittels  linearer  Konstruktionen 
darzustellen. 

Es  seien  (Fig.  18)  zuerst  f  und  g  zwei  solche  Punkte  und  h  der 
gesuchte,  also  im  ersten  Falle 

?^_i_  £^  =  ^ 
ca    '    ca        ca 
oder 

Die  einfachste  lineale  Konstruktion  der  Punktes  h  ist  die,  dass  man 
einen  Punkt  d  ausserhalb  der  Geraden  cf  zu  Hülfe  nimmt,  von  f  die 
Parallele  zw  cd,  von  d  die  zu  cf  zieht  und  von  dem  Durchschnitt  e 
dieser  beiden  Linien  die  Parallele  zu  dg  zieht,  welche  die  Gerade  cf 
in  dem  gesuchten  Punkte  h  schneidet. 
Für  die  Multiplikation  hat  man 

cf    cg ch 

ca    ca        ca 

oder  ^  , 

cf  .cg  =  ch  .  ca. 

Aus  der  Proportion  ca  :  cf  =  cg  :  ch  ergiebt  sich  dann  die  lineale  Kon- 
struktion von  h  unmittelbar.  Hieraus  folgt  also,  dass  f(x,  y)  aus  dem 
die  Kurve  konstruirenden  Punkte  j)  und  konstanten  Punkten  und  Ge- 
raden sich  lineal  konstruiren  lässt.  Soll  nun  f(Xj  y)  gleich  Null  sein,  so 
muss  der  zu  f(x,  y)  gehörige  Punkt  in  c  fallen,  also  die  Gerade,  deren 
Durchschnitt  mit  ca  den  zu  f(oCy  y)  gehörigen  Punkt  liefert,  muss  durch 
c  gehen:  das  heisst,  es  findet  die  in  dem  Hauptsatze  ausgesprochene 
Bedingung  statt,  dass  ein  Punkt  und  eine  Gerade,  welche  aus  linealen 
Konstruktionen  hervorgehen,  zusammenliegen  sollen;  also  ist  die  gegebene 
Kurve  durch  die  in  dem  Hauptsatz  angegebene  Konstruktion  er- 
zeugbar.   Q.  d.  e. 
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Um  den  Hauptsatz  für  die  Anwendung  bequemer  zu  machen^  will 
ich  den  Begriflf  der  offenen  Figur  und  der  Verkettung  von  geraden  Linien 
einfahren.  Die  oflfene  Figur  (s.  Crelles  Journal  Bd.  36  {hier  S.  78}) 
besteht  aus  einer  Reihe  von  Punkten  und  geraden  Linien  in  der  Art, 
dass  auf  jeden  Punkt  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  und  auf  jede 
Gerade  ein  in  ihr  liegender  Punkt  folgt,  bis  endlich  die  Reihe  ent- 
weder mit  einem  Punkte  oder  mit  einer  Geraden  schliesst;  wie  sie 
denn  auch  entweder  mit  einem  Punkte  oder  mit  einer  Geraden  beginnt. 
Punkt  und  Gerade  nenne  ich  zusammen  Elemente;  das  Element,  mit 
welchem  jene  Reihe  beginnt  oder  schliesst,  nenne  ich  Anfangs-  oder 
Endelement,  beide  zusammen  Grenzelemente;  alle  Punkte  oder  Geraden 
jener  Reihe,  die  f  nicht  Grenzelemente  sind,  nenne  ich  Ecken  oderioo 
Seiien  der  offenen  Figur.  Wenn  man  nun  (Fig.  19)  ein  Element  x 
zum  Anfangselement  mehrerer  offenen  Figuren  macht,  dann  unter  den 
so  gewonnenen  offenen  Figuren  zwei 
beliebige  so  zusammenschliesst,  dass 
sie  ein  gemeinschaftliches  Endelement 
erhalten,  welches  zugleich  Anfangs- 
element einer  neuen  offenen  Figur 
wird,  und  beliebig  fortfährt,  die  jedes- 
mal noch  übrigen  offenen  Figuren  auf 
die  angegebene  Weise  paarweise  zu- 
sammenzuschliessen,  so  will  ich  die  so 
hervorgehende  Figur  eine  VerJcettung 

gerader  Linien  nennen;  das  Element  x  soll  das  Anfangsdement  dieser 
Verkettung,  die  sämtlichen  übrigen  Grenzelemente  der  offenen  Figuren 
sollen  die  Uebergangsdemenie  der  Verkettung  heissen,  während  ich  die 
Ecken  und  Seiten  der  offenen  Figuren  zugleich  als  Ecken  und  Seiten 
der  Verkettung  setze.  Wenn  insbesondere  zuletzt  nur  Eine  offene 
Figur  übrig  bleibt,  deren  Endelement  mit  dem  Anfangselement  x  der 
Verkettung  zusammenfällt,  so  nenne  ich  die  Verkettung  eine  geschlossene, 
und  zwar  vom  n-ten  Grade,  wenn  von  dem  Anfangselement  (x)  n  offene 
Figuren  ausgehen  (die  letzte  mit  eingerechnet,  welche  x  zum  Elemente 
hat).     Dann  lautet  der  Satz  wie  folgt: 

Wenn  sich  eine  Verkettung  n-ten  Orades  Unecdy  das  lieisst  so  he- 
7cegt,  dass  alle  Seiten  durch  feste  Funkte  gehen  und  alle  Ecken  in  festen 
Geraden  bleiben,  so  beschreibt  das  Anfafigsdement  der  Verkettung  £in 
Gebilde  n-ten  Grades. 

Wendet  man  diesen  Satz  zum  Beispiel  auf  die  Kurven  zweiter, 
dritter  und  vierter  Ordnung  an,  so   erhält  man  folgende  abgeleiteten 

Satze: 

6* 
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1)  Wenn  in  einer  gescJdossenen,  Figur  edle  Ecken  utul  Seiten  ^  mit 
Ausnahme  einer  Ecke,  sich  lineal  bewegen  (das  heisst  die  Ecken  in  festen 
Geraden,  die  Seiten  um  feste  Puttkte),  so  beschreibt  diese  letzte  Ecke  einen 
Kegelschnitt 

2)  We^m  drei  offene  Figuren,  mit  gemeinschaftliclien  Crrerusele- 
mentefiy  sich  lineal  bewegen  (das  heisst  50,  dass  die  Ecken  in  festeti  Geraden 
bleiben,  die  Seiteti  durcli  feste  Punkte  gehen),  so  beschreibt  jedes  der 
Grenzelemetite  ein  Gebilde  dritten  Grades  (siehe  Grelles  Journal 
Band  36  [hier  S.76f.]). 

3)  Wenn  fünf  offene  Figuren  sich  lineal  bewegen,  von  denen  vier 
alle  dassdbe  Anfangselement  (x)  und  paarweise  dieselben  Endelemente 
(y,  z)  haben,  wahrend  die  Grenzelemente  der  fünften  mit  diesen  End- 
elementen (y,  z)  zusammenfallen,  so  beschreibt  das  Anfangselement  (x) 
ein  Gebilde  vierten  Grades  (siehe  Fig.  19), 

191  Ich  füge  hier  noch  zwei  Bemerkungen  hinzu ,  welche  zur  Erläu- 
terung und  richtigen  Anwendung  des  Hauptsatzes  dienen  werden.  Zu- 
erst ist  es  klar,  dass  von  den  o£fenen  Figuren  einige  zusammenfallen 
können y  und  zwar  in  der  Art,  dass  sie  auch  gleiche  Grenzelemente 
haben.  ^  Dies  Zusammenfallen  wird  sich  dann  in  der  Verkettung  selbst 
nur  dadurch  zu  erkennen  geben,  dass  ein  folgendes  UebergangselemeAt 
mehr  als  drei  Qrenzelemente  in  sich  vereinigt  Der  Grad  der  Ver- 
kettung, und  also  auch  des  erzeugten  Gebildes,  wird  sich  auch  in  diesem 
Falle  leicht  angeben  lassen.  Es  werde  zum  Beispiel  in  Fig.  19  der 
Weg  gesucht,  den  y  beschreibt,  also  y  als  Anfangspunkt  der  Verkettung 
gesetzt.  Alsdann  gehen  von  dem  Uebergangselement  x,  ausser  den 
beiden  offenen  Figuren,  die  von  y  direct  nach  x  gehen,  noch  zwei 
offene  Figuren  aus:  mithin  müssen  jene  ersteren  beiden  doppelt  ge- 
rechnet werden,  und  es  ist  die  Verkettupg  vom  fünften  Grade;  y  be- 
schreibt also  eine  Kurve  fünften  Grades,  und  dasselbe  gilt  von  z.  Es 
würde  sich  leicht  nachweisen  lassen,  dass  in  solchen  Fällen  jedesmal 
Kurven  mit  Doppelpunkten  erzeugt  werden  (vergL  darüber  die  Abhand- 
lung in  dem  31.  Bande  des  OßJ^chen  Journals,  Seite  128  { hier  S.  69 } ). 
Doch  möge  dieser  Nachweis  dem  Leser  überlassen  bleiben. 

Die  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Uebergangsfälle,  in 
welchen  der  Grad  des  Gebildes  scheinbar  niedriger  wird.  Dies  kann 
auf  zweifache  Art  geschehen,  indem  entweder  die  ganze  Funktion  n-ien 
Grades  f{x,  y),  welche,  gleich  Null  gesetzt,  die  Kurve  bestimmt,  in 
Faktoren  sich  zerfallen  lässt,  von  denen  zwei  oder  mehrere  einander 
gleich  sind,  oder  wenn  Koefficienten  Null  werden  und  dadurch  die 
Glieder  höherer  Grade  wegfallen;  ja  es  könnten  alle  Koefficienten  Null 
und   dadurch   die   Kurve   ganz   unbestimmt   werden.     In  allen  dlesea 
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Fallen  wird  man  jedoch  durch  Variation  der  Eonstanten  sogleich  die  Kurve 
tt-ter  Ordnung  wieder  in  Evidenz  bringen  können;  und  insofern  wir 
also  jene  besondem  Fälle  nur  als  Uebergangsfalle  betrachten,  in  denen 
die  allgemeinen  Konstanten  gewisse  besondere  Werthe  annehmen, 
werden  wir  auch  diese  Uebergangsgebilde  als  Gebilde  n-ten  Grades 
setzen  müssen.  Nur  unter  dieser  Voraussetzung  hat  der  aufgestellte 
Satz  seine  vollkommen  allgemeine  Bedeutung,  wie  denn  auch  alle 
allgemeinen  Sä);ze  über  algebraische  Kurven  nur  unter  dieser  Voraus- 
setzung gelten.  Schliesst  man  das  unbestimmte  Gebilde  n-ten  Grades 
aus  und  nimmt  an,  dass  die  sämtlichen  KoefGcienten  der  Glieder  der 
m'  höchsten  Grade  verschwinden,  so  bleibt  die^  Kurve  vom  (n  —  m)-ten 
Grade;  und  um  f  sie  als  Kurve  n-ten  Grades  aufzufassen,  hat  man  ini92 
gerade  Linien,  welche  ins  Unendliche  fallen,  mit  der  Kurve  (n  —  m)-ter 
Ordnung  zusammenzufassen.  Obgleich  das  soeben  Gesagte  hinlänglich 
bekannt  ist,  so  glaubte  ich  es  doch  hier  noch  einmal  in  Erinnerung 
bringen  zu  müssen,  da  die  Art,  wie  wir  aus  einer  Gleichung  n-ten 
Grades  die  lineale  Erzeugung  der  betreffenden  Kurve  ableiteten,  stets, 
wenn  die  Gleichung  mehr  als  ein  variables  Glied  enthält,  auf  ein  Ge- 
bilde von  höherem  als  dem  n-ten  Grade  hinführt,  welches  sich  aber  in 
ein  Gebilde  n-ten  Grades  und  in  eine  R^ihe  von  geraden  Linien,  die 
ins  Unendliche  fallen,  zerfallen  lässt.  Ich  denke,  auf  diese  besonderen 
Verhältnisse  in  einer  späteren  Abhandlung  zurückzukommen. 

Stettin,  im  Juli  1851. 


V. 

193  Die  höhere  Projektivität  und  Perspektivität  in  der 
Ebene;  dargestellt  dnrcli  geometrisclie  Analyse. 

Von 

Prof.  Dr.  H.  Grassmann, 

Oberlehrer  »D  der  Friedrich-Wllhelm-Schule  >u  Stettin. 

Grelles  Journal  Bd.  42,  Heft  III,  S.  193—203  (1851). 


§  1. 
Das  Beohnen  mit  planimetrisohen  Produkten. 

Die  fruchtbaren  Beziehungen  der  Perspektivität  und  Projektivität, 
wie  sie  von  Steitier  zuerst  mit  so  viel  Glück  bearbeitet  sind^  und  die 
entsprechenden  Beziehungen  für  Kurven  höherer  Grade  ergeben  sich  aus 
der  geometrischen  Analyse,  wie  ich  sie  besonders  im  31.  Bd.  des  CreUe- 
sehen  Journals  {hier  S.  49 £f.}  entwickelt  habe,  so  unmittelbar  und  leicht, 
dass  man  nur  nöthig  hat,  die  fortschreitende  Bildung  eines  geometrischen 
Produktes  mit  einem  variablen  Punkte  oder  Strahl  mit  Aufmerksam- 
keit zu  verfolgen,  um  jene  Beziehungen  in  ihrer  ganzen  Einfachheit 
und  Anschaulichkeit  vor  Augen  zu  haben.  Der  Uebersicht  wegen 
werde  ich  den  Algorithmus,  wie  ich  ihn  in  der  angeführten  Abhandlung 
dargestellt  habe  und  ihn  hier  anwenden  will,  ins  Gedächtniss  zurück- 
rufen. Ich  verstehe  nämlich  (abgesehen  von  den  in  meiner  Ausdeh- 
nungslehre zugleich  mit  dargestellten  metrischen  Werthen  der  räum- 
lichen Grössen)  unter  ab  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  a 
und  by  unter  AB  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Geraden  A  und 
B  und  setze  ab  oder  AB  Null,  wenn  a  und  b  oder  A  und  B  zu- 
sammenfallen. Endlich  soll  die  Gleichung  ^6  =  0  ausdrücken,  dass 
der  Punkt  b  in  der  Geraden  A  liegt.  Ueberall  werde  ich  die  Punkte 
mit  kleinen,  die  {geraden}  Linien  mit  grossen  Buchstaben  bezeichnen 
und  festsetzen,  dass,  wenn  in  einem  solchen  Ausdrucke  keine  Klammem 
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stehen,  die  Verknüpfung  von  der  Linken  zur  Rechten  fortschreiten  soll. 
Also  wird  zum  Beispiel  unter  abC  der  Durchschnitt  der  beiden  Ge- 
raden ab  und  C  zu  verstehen  sein.  Ich  werde  solche  Ausdrücke  pUmi- 
metrische  Prodtikte  nennen*).  Zugleich  erinnere  ich  an  das  in  der  er- 
wähnten Abhandlung  mitgetheilte  Resultat,  dass,  wenn  in  der  Gleichung 
Ab  =  0  A  und  b  planimetrische  Produkte  von  Punkten  und  Linien 
sind  und  in  diesen  beiden  Produkten  der  veränderliche  Punkt  x  zu- 
sammen n-mal  als  Faktor  vorkommt,  daraus  zwischen  den  Koordinaten 
von  X  t  eine  Gleichung  w-ten  Grades  entspringt,  also  x  eine  Kurve  »-teri94 
Ordnung  beschreibt.  Diesen  Satz,  der  eine  Erweiterung  des  bekannten 
Po^coZ'schen  Satzes  ist,  habe  ich  in  der  vorhergehenden  Abhandlung 
in  der  Art  er^nzt,  dass  auch  umgekehrt  jede  algebraische  Kurve  sich 
in  der  soeben  angegebenen  Weise,  das  heisst  hier  durch  eine  Gleichung 
darstellen  lasst,  deren  eine  Seite  Null  und  deren  andere  ein  plani- 
metrisches  Produkt  ist,  welches  den  veränderlichen,  die  Kurve  be- 
schreibenden Punkt  X  als  Faktor  enthält. 

Noch  will  ich  der  Bequemlichkeit  wegen  folgende  Bezeichnungen 
mir  erlauben,  die  auch  schon  sonst  in  analoger  Weise  üblich  sind. 
Nändich,  wenn  zwei  Punkte  a  und  b  oder  zwei  Gerade  A  und  B  zu- 
sammenfallen, so  will  ich  dies  durch 

a  =  6,      A  =  B 
ausdrücken;  welche  Formeln  also  identisch  sind  mit  den  Gleichungen 

a6  =  0^      AB  =  0.  * 

Femer  soll  durch  Ab  ,c^  wenn  der  Punkt  b  nicht  in  der  Geraden  A 
liegt,  gleichfalls  der  Punkt  c  dargestellt  werden,  so  dass  also 

Ab  .c^^.Cy    wenn  Ab  ungleich  Null  ist. 

Um  den  Algorithmus  flüssiger  zu  machen,  werde  ich  die  ein- 
fachsten Umgestaltungsformeln  ableiten.    Unmittelbar  leuchtet  ein,  dass 

(1)  ab  =  ba,     AB=BA 

ist.  Femer,  wenn  in  dem  Produkt  abC,  welches  den  Durchschnitt  der 
beiden  Geraden  ab  und  C  darstellt,  der  Punkt  b  in  der  Geraden  C 
liegt,  so  wird  abC^b  sein,  wenn  nicht  etwa  auch  a  in  C  liegt;  in 
diesem  letzteren  Falle  ist  aber  o£fenbar  abC=0,  Beides  lässt  sich 
zusammenfassen  in  die  Gleichung 

(2)  abC=aC.b, 


♦)  Nach  der  in  meiner  „Ausdehnungslehre^*  (§  127,  128  { Ges.  Werke  I,  1, 
S.  210 — 212 ))  gegebenen  Nomenklatur  würde  ich  sie  ,,auf  die  Ebene  bezügliche 
Produkte"  nennen  müssen,  womit  der  hier  gewählte  Ausdruck  gleichbedeutend  ist. 
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welche  stets  gilt,  wenn  &  in  C  liegt,  das  heisst  bC  =  0  ist.  Ebenso 
ist,  reciprok, 

(3)  ABc  =  Ac,B, 

wenn  c  in  B  liegt.  Da  ich  von  dieser  Umgestaltung  häufig  Gebrauch 
machen  werde,  so  will  ich  dieselbe  in  Worten  ausdrücken: 

Wenn  von  den  fortschreitenden  Faktoren  dnes  planünetrischen  Pro- 
duktes zwei  aufeinander  folgende  einen  Punkt  und  eine  [gerade]  Linie 
darstellen,  und  der  Punkt  in  der  Linie  liegt,  so  kann  nian  die  beiden 
Faktoren  vertauschen. 

Ich  will  dabei  noch  gelegentlich  bemerken,  dass  diese  Beziehung 
auch  dann  noch  gilt,  wenn  man  die  metrischen  Werthe  berücksichtigt, 
so  dass  man  in  diese  letzten  Formeln  auch  statt  des  Zeichens  ee  das 
196 Gleichheitszeichen  hätte  f  einführen  können.  Hingegen  ist  a6  =  —  ha 
und  AB=  —  BA,  so  dass  sich  in  den  Formeln  (1)  nicht  das  Gleich- 
heitszeichen substituiren  lässt. 

Endlich  ist  unmittelbar  klar,  dass  die  Gleichung 

(4)  ahc  =  0    oder    ABC  =  0 

ausdrückt,  dass  die  drei  Punkte  a,  b,  c  in  einer  Geraden  liegen  oder 
dass  die  drei  Geraden  A,  B,  C  durch  einen  und  denselben  Punkt 
gehen,  und  dass  man  also  in  diesen  Gleichungen  die  drei  Faktoren  be- 
liebig vertauschen  und  zusammenfassen  kann.  Hat  man  daher  eine 
Gleichung  von  der  Form 

(5)  abCdEfg=0, 

und  überhaupt  eine  Gleichung,  deren  eine  Seite  Null  und  deren  andere 
Seite  ein  planimetrisches  Produkt  ist,  dessen  beide  ersten  und  dessen 
beide  letzten  Faktoren  von  gleicher  Art  (beides  Punkte  oder  beides 
Linien)  sind,  während  sonst  überall  Punkte  und  Linien  wechseln,  so 
bleibt  auch  das  umgekehrte  Produkt  Null,  also  hier 

(6)  gfEdCba  =  0, 

Dies  ergiebt  sich  sogleich  durch  wiederholte  Vertauschung  und  Zu- 
sammenfassung der  Faktoren  in  der  Formel  (4).  Denn  abCdE  stellt 
einen  Punkt  vor:  also  kann  man  statt  (5) 

0  =  gf(abCdE) 

schreiben.  Aber  gf  und  ab  Cd  stellen  gerade  Linien  vor;  also  kann 
man  statt  dessen  schreiben: 

0  =  gf(abCd)E  =  gfE'(abC€(), 
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und  hierin  wieder,  da  gfE  und  ahC  Punkte  sind, 

0  =  gfEd(abC), 

mithin,  da  gfEd  und  ab  Linien  sind, 

0  =  gfEdC{ah)  =  gfEdCba. 

Dasselbe  gilt  dann  auch  allgemein  für  alle  Gleichlingsformen  von  der     ; 
oben  bezeichneten  Art. 

§2. 
Die  gewöhnliohe  ProjektiYität  und  Perspektdyität. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  schreite'  ich  zur  Betrachtung  eines 
Produkts  mit  einem  venLnderlichen  Punkte  x.  Betrachten  wir  zuerst 
das  Produkt 

xaBcDeF,.,, 

wo  auf  X  abwechselnd  Punkte  und  Linien  folgen,  so  stellt  xa  einen 
Strahlenbüschel  mit  dem  Mittelpunkt  a  vor,  xaB  die  damit  per- 
spektivische Gerade  jB,  indem  nämlich  dem  Strahle  xa  jenes  Büschels 
der  Punkt  xaB  in  dieser  f  Geraden  entspricht;  ebenso  stellt  xaBc  eineni96 
Strahlenbüschel  mit  dem  Mittelpunkt  c  vor,  welcher  zu  dem  Strahlen- 
büschel um  a  perspektivisch  ist,  und  zwar  so,  dass  die  Gerade  B  ihr 
perspektivischer  Durchschnitt  ist.  Femer  stellt  xaBcD  eine  Gerade  D 
vor,  die  mit  dem  Strahlenbüschel  c  und  der  Geraden  B  perspektivisch, 
also  mit  dem  Strahlenbüschel  a  projektivisch  ist,  und  so  fort;  so  dass 
je  zwei  aneinander  grenzende,  oder  nur  durch  ein  Mittelglied  getrennte 
Gebilde  zu  einander  perspektivisch,  je  zwei  durch  mehr  als  ein  Mittel- 
glied getrennte  Gebilde  zu  einander  projektivisch  sind.  Es  würde  sich 
aus  den  aufgestellten  Principien  leicht  das  bekannte  Resultat  ableiten 
lassen,  dass  sich  hierbei  jede  ungerade  Anzahl  von  Mittelgliedern  auf 
drei,  jede  gerade  Anzahl  auf  zwei  oder,  wenn  imaginäre  Mittelglieder 
ausgeschlossen  sind,  auf  vier  Mittelglieder  zurückführen  lässt;  was  wir 
jedoch  hier  übergehen,  um  zu  den  wichtigeren  Ergebnissen  fortzu- 
schreiten. 

Man  betrachte  jetzt  den  Durchschnitt  zweier  projektivischer  Strahlen- 
büschel (das  heisst  die  Gesammtheit  der  Durchschnittspunkte  ihrer  ent- 
sprechenden Strahlen),  etwa  der  Strahlenbüschel  xa  und  xaBcDe,  und 
X  sei  der  variable  Durchschnittspunkt  der  entsprechenden  Strahlen:  so 
heisst  das,  der  Strahl  xaBcDe  solle  durch  x  gehen;  man  erhält  also 
die  Gleichung 

xaBcDex  =  0, 
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folf^ich  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  das  heisst  der  Durchschnitt 
zweier  projektiTischer  Strahlenbüschel  ist  ein  Kegelschnitt.  Sind  die 
beiden  Strahlenbfischel  perspektivisch,  so  zerfallt  der  Kegelschnitt  in 
zwei  gerade  Linien,  deren  eine  der  perspektivische  Durchschnitt  beider 
Strahlenbfischel,  die  andere  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  ist. 
Alles  dies  sind  bekannte  Resultate,  deren  Ableitung  aus  dem  an- 
gegebenen Algorithmus  ich  hier  nur  ausgeführt  habe,  um  den  Weg 
zur  höheren  Perspektivitat  zu  bahnen.  Diese  ergiebt  sich  bei  der  Ver- 
folgung des  eingeschlagenen  Weges  von  selbst,  wenn  man  den  variablen 
Punkt  X  wiederholt  in  das  Produkt  einführt. 


§3. 

Projektiyitftt  und  PerspektiYität  von  Büsoheln  erster  und  sweiter 

Ordnung. 

Man  betrachte  das  Produkt 

(7)  xaBcDxB^. 

Es  wird  dadurch,  wenn  das  Produkt  nicht  Null  ist,  ein  bestimmter 
Punkt  in  B^  dargestellt,  welcher  dem  Punkte  x  entspricht.  Fragen 
wir  zuerst,  welchen  Punkten  x  ein-  und  derselbe  Punkt  g  in  B^  ent- 
spricht, so  haben  wir,  da  dann  der  Strahl  xaBcDx  durch  g  gehen 
muss,  die  Gleichung 

(8)  xaBcDxg  =  0, 

197  also  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts.  Allen  Punkten  dieses  Kegel- 
schnitts entspricht  in  B^  derselbe  Punkt  g\  wir  können  daher  sagen, 
diesem  Kegelschnitte  selbst  entspreche  der  Punkt  g.  Wird  g  als  der 
Durchschnitt  von  B^  und  einer  Geraden  G  gesetzt,  so  erhält  man  die 
Gleichung  in  der  Form 

(9)  xaBcDxB^G  =  0. 

In  dieser  Form  zeigt  die  Gleichung  unmittelbar,  dass  alle  Kegel- 
schnitte, welche,  den  verschiedenen  Punkten  g  entsprechen,  diejenigen 
Punkte  gemein  haben,  welche  das  Produkt  xaBcDxB^  Null 
machen.  Welche  Punkte  sind  dies?  Um  bei  der  Beantwortung  dieser 
und  ähnlicher  Fragen  nicht  durch  Nebenfragen  gestört  zu  werden, 
wollen  wir  zuerst  einen  Fall  behandeln,  den  wir  dann  bei  der  ganzen 
folgenden  Betrachtung  ausschliessen  werden,  nämlich  den,  dass  zwei 
auf  einander  folgende  konstante  Faktoren  zusammenfallen  (der  Punkt 
in  die  Linie).  Fällt  zum  Beispiel  c  in  D,  so  lassen  sich  nach  Formel  (2) 
dsete  beiden  Faktoren  vertauschen  und  man  erhält  xaBcD  ^  xaBD  .  c. 
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Nun  ist  die  Gleichung  xaBD  =  0,  da  sie  ausdrückt,  dass  der  Punkt 
xaB  in  der  Geraden  D  liegt,  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  und 
damit  zerfällt  dann  der  Kegelschnitt  (8)  in  zwei  gerade  Linien,  von 
denen  die  eine,  nämlich  die  durch  die  Gleichung  xaBD  «=  0  vor- 
gestellte, allen  jenen  Kegelschnitten  gemein  ist,  während  die  andere, 
die  durch  die  Gleichung  cxg  =  0  dargestellt  wird,  um  den  Punkt  c 
rotirt.  Sieht  man  daher  von  jener  unveränderlichen  Linie  ab,  so  haben 
wir  wieder  den  früheren  Fall  eines  Strahlenbüschels  (um  c)  und  einer 
damit  perspektivischen  Geraden  B^.  Dasselbe  Zerfallen  in  niedere  Ge- 
bilde wird  oflFenbar  überall  eintreten,  wo  ein  konstanter  Punkt  in  eine 
konstante  Gerade  fällt,  die  ihm  als  Faktor  folgt  oder  vorangeht.  Ich 
werde  daher  diesen  Fall  ein-  für  allemal  von  der  Betrachtung  aus- 
schliessen. 

Kehrt  man  nun  zu  der  Frage  zurück,  welche  Punkte  x  das  Pro- 
dukt xaBcDxBi  Null  machen,  so  geschieht  dies  erstens  durch  den 
Punkt  x^a.  Zweitens,  wenn  x  nicht  in  a  fällt,  kann  auch  xaB 
nicht  Null  sein;  denn  dann  müsste  die  Gerade  xa  in  B  fallen,  also 
auch  der  Punkt  a  in  B^  was  wir  ausgeschlossen  haben.  Aus  dem- 
selben Grunde  kann  also  auch  xaBc  und  xaBcD  nicht  Null  werden. 
Der  nächste  mögliche  Fall  ist  demnach,  dass  der  Punkt  xaBcD  mit 
X  zusammenfällt.  Dann  muss  x  sowohl  in  der  Geraden.!)  als  {auch} 
in  der  Geraden  xaBc  liegen.  Letzteres  giebt  die  Gleichung  xaBcx  ^==  0, 
das  heisst  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  der  in  die  Geraden  B 
und  ac  zerfällt.  Die  Durchschnitte  dieser  beiden  Geraden  mit  der 
Geraden  D  geben  also  zwei  Punkte,  und  zwar  die  beiden  einzigen,  für 
welche  der  Punkt  xaBcD  mit  x  zusammenfällt.  Drittens,  t^^ii^i  auchiös 
xaBcDx  nicht  verschwindet,  stellt  es  einen  durch  x  gehenden  Strahl 
vor.  Soll  also  dann  xaBcDxB^  Null  sein,  so  muss  dieser  Strahl  mit 
B^  zusammen-,  also  sowohl  der  Punkt  x  als  { auch }  der  Punkt  xaBcD 
in  B^  fallen.  Letzteres  giebt  xaBcDB^  =  0  oder  durch  Umkehrung 
B^DcBax  =  0;  das  heisst  x  liegt  in  der  Geraden  BiDcBa,  aber  auch 
in  By,  also  im  Durchschnitt  beider,  das  heisst  es  ist 

x  =  B^DcBaB^. 

Also  machen  folgende  vier  Punkte,  aber  auch  keine  andern,  statt 
x  gesetzt,  das  Produkt  xaBcDxB^  gleich  Null,  nämlich 


a,    BD, 

acD, 

B^DcBaBi, 

die 

wir 

nach  der  Reihe  mit 

a, 

.  h 

d,    e 
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bezeichnen  wollen  (Fig.  20).  Die  Kegelschnitte  (8)  oder  (9)  schlingen 
sich  also  alle  um  diese  vier  festen  Punkte  a,  6,  d,  e.  Man  erhält 
demnach  eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche  alle  die  vier  festen 
Punkte  a,  6,  d,  e  gemein  haben  und  deren  jedem  in  B^  ein  Punkt, 
nämlich  derjenige  Punkt  entspricht,  in  welchem  dieser  Kegelschnitt  die 
Gerade  B^  ausser  dem  Punkte  e  zum  zweitenmal  schneidet.  Wir  können 
jene  Schaar  einen  Kurvenbüschel  zweiter  Ordnung  nennen,  a,  h,  d,  e  die 

Mittelpunkte  dieses  Büschels. .  Von  der 
Geraden  B^^  welche  durch  einen  dieser 
Mittelpunkte  (e)  geht  und  deren  Punkte 
den  durch  diese  gehenden  Kegel- 
schnitten jenes  Büschels  entsprechen, 
lässt  sich  sagen,  dass  sie  mit  jenem 
Kurvenbüschel  perspektivisch  sei. 

Betrachten  wir  jetzt  weiter  das 
Produkt 

xa^cDxB^c^D^e^F^ . . ., 

so  zeigt  sich  der  Strahlenbüschel  um 
Ci  mit  der  Geraden  B^  perspektivisch, 
und  man  kann  in  diesem  Falle,  nach 
dem  Princip  der  /Steiwer'schen  Be- 
nennung, auch  diesen  Strahlenbüschel 
mit  dem  Kurvenbüschel  perspektivisch 
nennen.  Nach  demselben  Princip  werden  wir  die  Gerade  D^,  den 
Strahlenbüschel  e^ ,  die  Gerade  J\  u.  s.  w.  mit  jenem  Kurvenbüschel  pro- 
jektivisch  nennen  können.  Betrachten  wir  den  Durchschnitt  jenes  Kur- 
venbüschels mit  einem  der  damit  projektivischen  Strahlenbüschel,  etwa 
mit  xaBcDxBy^c^D^e^,  das  heisst  also  die  Gesamtheit  der  Durch- 
schnittspunkte der  Strahlen  dieses  Büschels  mit  den  entsprechenden 
Kegelschnitten  jenes  Kurvenbüschels,  und  ist  x  dieser  variable  Durch- 
schnitt, so  heisst  das:  der  Strahl  xaB .  .  ,e^  soll  durch  x  gehen,  und 
wir  erhalten  die  Gleichung 

xaBcDxB^c^D^e^x  =  0, 

i99also  eine  Gleichung  dritten  Grades:  das  heisst  der  Durclischnitt  mies 
Büschels  erster  mid  [eines]  zweiter  Ordnung  ist  eine  Kurve  dritter 
Ordnung. 


Fig.  80. 
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s  §4. 

Projektivität  und  Perspektivität  von  Büscheln  erster  und  dritter 

Ordnung. 

Ehe  ich  zur  aUgemeinen  Betrachtung  übergehe,  will  ich  den  ein- 
geschlagenen Weg  noch  einen  Schritt  weiter  verfolgen  und  betrachte 
zu  dem  Ende  das  Produkt  (siehe  Fig.  21) 

Jedem  Punkte  x^  der  dieses  Produkt  nicht  Null  macht,  entspricht  in 
B^  ein  bestimmter  Punkt.     Es   werde  in  B^  der  Punkt  g^B^G  be- 


Flg.  21. 


trachtet,  und  man  suche  die  Punkte  x,  welchen  derselbe  entspricht 
das  heisst  für  welchen  der  Strahl  xa . . ,  D^x  durch  g  geht,  so  hat 
man 

xaBcDxB^c^D^xg       =0    oder 


(9  a)    . 

xaBcDxB^c^DyxB^G  =  0; 

mithin  ist  der  Ort  von  x  eine  Kurve  dritter  Ordnung.  Allen  Punkten 
dieser  Kurve  entspricht  in  B^  derselbe  Punkt  flf,  also  jener  Kurve 
dieser  Punkt.  Die  Frage,  welche  Punkte  alle  diese  Kurven  dritter 
Ordnung  gemein  haben,  ist  identisch  mit  der  Frage,  welche  Punkte, 
statt  X  gesetzt,  das  Produkt  xaBcDxB^c^D^xB^  NuU  machen.  Dies 
sind  aber  erstens  die  vier  Punkte,  welche  xaBcDxB^  Null  machen. 
Ist  zweitens  dieser  Theil  des  Produkts  nicht  Null,  so  ist  auch  das 
Produkt  bis  Dj  hin  ungleich  Null  und  stellt  einen  bestimmten  Punkt 
in  D^  vor.  Soll  dieser  mit  x  multiplicirt  Null  geben,  das  heisst  mit  x 
zusammenfallen,  so  muss  x  in  Dj^  liegen,  und  zugleich  in  dem  Strahle 
xaBcDxB^c^.    Letzteres  giebt  die  Gleichung 

(10)  xaBcDxB^c^x  =  0. 

Da  hier  xaBcDx,  B^  und  c^x  Linien  vorstellen,  so  können  wir  die 
Ordnung  nach  den  Bemerkungen  zu  Formel  (4)  venLndem  und  dafür 
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xaBcDx{Cy^x)B^  ==  0 
schreiben,  und  da  hier  x  m  c^x  liegt,  so  ist  auch  nach  Formel  (2) 

xaBcB{c^x)  .  xB^  =  0; 
das  heisst  es  zerfällt  die  Kurve  (10)  in  den  Kegelschnitt 
(11)  xaBcDc^x  =  0 

und  in  die  Gerade  B^,  So  wird  das  Produkt  xa . . .  D^x  durch  den 
Durchschnitt  B^D^  und  durch  die  beiden  Durchschnitte  des  Kegel- 
schnitts (11)  und  der  Geraden  D^  auf  Null  gebracht.  Zu  diesem 
Resultate  gelangt  man  übrigens  auch  leicht  durch  die  blosse  Betrachtung 
der  Figur.  Ist  endlich  dies  Produkt  xa  . . ,  D^x  ungleich  Null,  so  stellt 
es  einen  durch  x  gehenden  Strahl  vor;  soll  dann  xa . . .  D^xB^  Null 
200werden,  so  muss  dieser  Strahl  mit  B^  f  zusammen-,  also  sowohl  x  in 
B^  fallen  als  auch  der  Punkt  xa  . . ,  D^.  Letzteres  giebt  die  Gleichung 
xaBcBxB^c^D^B^  :=  0, 

also  einen  Kegelschnitt,  dessen  Durchschnitte  mit  B^  die  letzten  beiden 
Punkte  sind,  welche  xa  . , .  D^xB^  Null  machen.  Setzen  wir  hier  den 
Punkt  B^D^c^B^^e^,  so  wird  die  Gleichung 

xaBcDxe^  =  0. 

Fasst  man  diese  Resultate  zusammen,  so  machen  folgende  neun  PHinkte, 
aber  auch  keine  andern,  statt  x  gesetzt,  das  Produkt  xaBcDxB^c^B^xB^ 
Null: 

(xaBcBc,x  =  0    lxaBcDe^=0 
a,  BD,  acD,   B^DcBaB,,   B,D,,  {  ^^^^^   j  ^^;^^^ 

Punkte,  welche  wir  nach  der  Reihe  durch 

a,    6,    dy    e,    f,        g  und  h,        i  und  k 

bezeichnen  wollen.  Die  Kurven  dritter  Ordnung  (9  a)  haben  also 
diese  neun  festen  Punkte  a . .  .k  gemein.  Man  erhält  demnach  eine 
Schaar  von  Kurven  dritter  Ordnung,  welche  sich  um  jene  neun  festen 
Punkte  schlingen  und  deren  jeder  in  B^  ein  Punkt,  nämlich  derjenige 
Punkt  entspricht,  in  welchem  die  Kurve  die  Gerade  ausser  den  Punkten 
i  und  k  zum  drittenmale  schneidet.  Wir  werden  daher  jene  Kurven- 
schaar  einen  Kurvenbüschd  dritter  Ordnung  y  die  neun  Punkte  a . .  .k 
die  Mittelpunkte  dieses  Büschels  nennen  und  den  Büschel  mit  der 
durch  zwei  der  Mittelpunkte  i  und  k  gehenden  Geraden  perspektivisch 
setzen  können.  Von  hier  aus  gelangt  man,  genau  wie  vorher,  zur 
Projektivität  eines  Gebildes  dritter  und  erster  Ordnung  und  zu  dem 
Durchschnitt  eines  Büschels  dritter  und  erster  Ordnung,  welcher  eine 
Kurve  vierter  Ordnung  liefert 


Allgemeine  Projektivität  und  PerspektiviiAt.  95 

§5. 
Allgemeine  ProjektiYität  und  Perspeküvität. 

Um  nun  das  eingeschlagene  Verfahren  auf  ieliebige  planimetrische 
Produkte  anzuwenden,  die  das  variable  Element  x  enthalten^  nehme 
ich  an,  es  sei  X  irgend  ein  Produkt,  welches  eine  veränderliche,  von 
oc  abhängige  Gerade  darstellt,  und  A  sei  eine  feste  Gerade.  Dann 
drückt  XAy  wenn  es  nicht  etwa  Null  ist,  den  Durchschnitt  der 
Geraden  X  und  A  aus.  Jedem  Punkte  a:,  der  nicht  XA  Null 
macht,  entspricht  eine  bestimmte  Gerade  X  und  ein  bestimmter  Punkt 
in  A.  Welchen  Punkten  x  entspricht  derselbe  Punkt  in  A,  zum 
Beispiel*  welchen  der  Punkt  AGy  den  wir  g  nennen  wollen?  Den- 
jenigen Punkten  oflFenbar,  für  welche  X  durch  g  geht,  das  heisst,  für 
welche 

Xg  =  0  oder 
XBG  =  0 


(12)    j 


ist  Enthält  X  den  Faktor  x  n-mal,  so  ist  die  gefundene  GIeichung20i 
vom  n-ten  Grade  und  stellt  also  eine  Kurve  n-ter  Ordnung  vor.  Allen 
Punkten  dieser  Kurve  entspricht  ein-  und  derselbe  Punkt  g  in  A  oder, 
anders  ausgedrückt:  jener  Kurve  entspricht  dieser  Punkt.  Setzt  man 
g  variabel,  so  erhält  mian  eine  Kurveüschaar,  und  jeder  Kurve  dieser 
Schaar  entspricht  ein  Punkt  in  A,  Es  bleibt  nun  noch  die  Frage  zu 
lösen:  welche  Punkte  haben  alle  jene  Kurven  gemeinschaftlich,  oder, 
anders  ausgedrückt:  für  welche  Punkte  x  ist  XA  ==0?  Um  diese 
Frage  zu  beantworten,  gehen  wir  auf  die  Entstehung  der  Linie  X 
zurück.  Dieselbe  kann  nur  als  Verbindungslinie  zweier  Punkte  ent- 
standen sein.     Es  seien  diese  Punkte  p  und  g,  also  X^pq  und 

(12a)  pqA  =  0. 

Ist  nun  pq  ungleich  Null,  so  drückt  diese  Gleichung  aus,  dass  die 
Gerade  pq  mit  A  zusammenfällt,  das  heisst,  dass  sowohl  p  als  { auch } 
g  in  ^  liegt,  und  man  erhält  die  Gleichungen 

(13)  pA  =  0  und  qA  =  0. 

Ist  p  in  Bezug  auf  x  von  a-tem  Grade,  q  von  /3-tem,  so  sind  die  durch 
diese  beiden  Gleichungen  dai^estellten  Kurven  beziehlich  von  denselben 
Graden  und  liefern  aß  Punkte,  welche  pqA  Null  machen,  ohne  pq  Null 
zu  machen. 

Setzen  wir  hier  statt  A  eine  variable  Linie  J?,  welche  in  Bezug 
auf  X  vom  Grade  y  ist,  so  werden  die  beiden  obigen  { Gleichungen  (13)  | 
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zu  Gleichungen  von  den  Graden  cc  -\-  y,  ß  -\-  Y)  "^d  geben 
(a  +  y)(/J  +  y)  Punkte,  welche  pqR  Null  machen,  ohne  pq  Null  zu 
machen.  Dasselbe  würde  auch  noch  gelten,  wenn  p  und  q  Linien 
wären  und  R  ein  Punkt.  Hierdurch  hat  man  dann  zugleich  ein  Mittel, 
um  zu  untersuchen,  welche  Punkte  pq  Null  machen,  indem  man  nur 
wieder  p  in  seine  zwei  Linienfaktoren  zu  zerlegen  braucht,  und 
so  fort.  So  können  also  die  sämtlichen  Punkte,  welche  XA  gleich  Null 
machen,  gefunden  werden. 

Fragt  man  nach  der  Anzahl  der  Punkte,  so  ergiebt  sich  leicht 
der  interessante  Satz,  dass  die  Anzahl  der  Punkte,  die  ein  Produkt 
pq  Null  machen,  in  welchem  p  in  Bezug  auf  x  vom  Grade  a,  q  vom 
Grade  /3  ist,  und  in  welchem  nur  Punkte  mit  Punkten  un^  Linien 
mit  Linien  multiplicirt  sind,  gleich  a^-\-  aß  -\-  ß^  sei.  Es  gilt  dies 
zunächst  für  das  Produkt  von  x  in  einen  konstanten  Punkt  a,  indem 
xa  Null  wird  { nur }  für  a:  ^  a.  Gilt  der  Satz  aber  für  irgend  ein 
Produkt  jpg,  so  gilt  er  auch  noch,  wenn  zu  pq  ein  Faktor  Jt  hin- 
zutritt. Denn  es  seien  Pj  q,  R  beziehlich  von  den  Graden  a,  /J,  y,  so 
ist  nach  der  Annahme  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  pq  Null  machen, 
gleich  a^  -^  aß  -\-  /5*;  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  pqR  Null 
202machen,  f  ohne  pq  Null  zu  machen,  ist,  wie  wir  oben  sahen, 
gleich  (a  +  y)(/3  +  y)  =  a/J  +  (a  + /3)y -f- y*;  »Iso  ist  die  Anzahl 
der  Punkte,  welche  überhaupt  pqR  Null  machen,  die  Summe 
beider  Zahlen,  mithin  gleich  («  + /5)*  +  («  + /J)y  +  y**,  das  heisst 
der  Satz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  irgend  ein  Faktor  hinzutritt.  Da 
nun  das  Produkt,  wie  es  auch  immer  beschaffen  sei,  nur  damit  be- 
ginnen kann,  dass  x  mit  einem  konstanten  Faktor  multiplicirt  wird, 
und  för  diesen  Fall  der  zu  erweisende  Satz  gilt,  derselbe  aber  auch 
bestehen  bleibt,  wenn  irgend  ein  neuer  Faktor  hinzutritt,  so  gilt  er 
auch  allgemein. 

Gehen  wir  jetzt  auf  das  Produkt  XA  zurück,  wo  X  vom  n-ten 
Grade  ist,  so  wird  es  nach  dem  angeführten  Satze  durch  n^  Punkte 
Null  gemacht.  Die  Kurvenschaar  (12)  schlingt  sich  also  um  n^  feste 
Punkte  und  liefert  einen  Kurvetibüsctid  n-ier  Ordnutig,  welcher  jene 
n^  Punkte  zu  Mittelpunkten  hat.  Jeder  Kurve  dieses  Büschels  ent- 
spricht in  A  ein  bestimmter  Punkt;  und  umgekehrt.  Wir  nennen 
wiederum  jenen  Büschel  w-ter  Ordnung  mit  dieser  Geraden  projektivisch. 
Hat  man  zwei  Eurvenbüschel,  welche  derselben  Geraden  projektivisch 
sind,  so  nennen  wir  diese  Büschel  unter  einander  projektivisch.  Es 
sei  der  eine  Kurvenbüschel  durch  das  Produkt  XA,  der  andere  durch 
das  Produkt  YA  vorgestellt,  wo  X  und  1"  wiederum  Produkte  sind, 
Yon  denen  das  erstere  x  n-mal  als  Faktor  enthalte,  das  letztere  w-mal. 
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Dann  entspricht  der  Geraden  X  in  ^  der  Punkt  XA,  der  Geraden  Y 
der  Punkt  TA  (Fig.  22).  Sollen  dann  X  und  T  einander  entsprechen, 
so  müssen  sie  demselben  Punkte  in  A  entsprechen,  das  heisst,  sich 
in  demselben  Punkt  von  A  schneiden.  Es  sei  dieser  Punkt  g,  so 
entspricht  der  Kurve  Xg  ==^  0 
die  Kurve  Tg  =  0,  von  denen 
jene  von  n-ter,  diese  von  m-ter 
Ordnung  ist^  und  von  welchen, 
wenn  g  in  A  variabel  wird,  die 


Fig.  22. 


erstere    durch    die    n'   Punkte, 
welche  XA  Null  machen,    die 
letztere   durch    die  m'  Punkte 
geht,  welche  TA  Null  machen. 
Suchen    wir    den    Durchschnitt 
der  beiden  projektivischen  Kur- 
venbüschel, das  heisst  die  Gesamtheit  der  Punkte,  in    welchen  sich  je 
zwei    entsprechende  Kurven   dieser   beiden  Büschel  schneiden,   so   sei 
X  einer  dieser  Durchschnittspunkte;  dann   hat  man  sogleich,  da   XA 
zugleich  in  T  liegt,  die  Gleichung 

XAT^O, 

welche  von  (m  -f-  nytem  Grade  ist,  und  welche  sogleich  den  allgemeinen 
Satz  liefert: 

Zwei  prqjektivische  KurvenbüscJid,  von  denen  der  eine  von  m-ter,  der 
andere  von  n-ter  Ordnung  ist,  erzeugen  als  Durchschnitt  eine  Kurve 
(m  +  n)'ter  Ordnung. 

Um  zur  Perspektiviiät  zwischen  einem  Kurvenbüschel  und  einer208 
Geraden  A  zu  gelangen,  ist  nöthig,  dass  jede  Kurve  des  Büschels 
durch  den  entsprechenden  Punkt  der  Geraden  A  gehe.  Das  wird  am 
einfachsten  erreicht,  wenn  man  in  den  früheren  Formeln  (12)  und  (13) 
i^Xy  also  X^px  setzt,  sodass  pxA  zu  dem  die  Perspektivität 
darstellenden  Produkte  wird.  In  der  That  gehen  dann  die  Formeln  (12)  in 

pxg  =  0     oder    pxA  G  =  0 

über,  welchen  offenbar  durch  x^g  genügt  wird,  das  heisst,  es  geht 
die  durch  jene  Gleichung  dargestellte  Kurve  durch  den  ihr  in  A  ent- 
sprechenden Punkt  g.     Die  Gleichungen  (13)  werden  dann 

pA  =  0     und    xA  =  0. 

Die  durch  sie  bestimmten  Punkte  x  sind  also  die  Durchschnittspunkte 
der  durch  die  erstere  Gleichung  dargestellten  Kurve  mit  der  Geraden  A, 
Nimmt  man  wie  oben  an,  dass  X  vom  n-ten  Grade  ist,  so  ist  p,  da 

Gratimann,  Werke.    Tl.  7 
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X^Eipx  ist,  vom  (w  —  l)-ten  Grade;  also  ist  die  Anzahl  jener  Durch- 
scfanittspunkte  n  —  1 ;  das  heisst,  von  den  n^  Mittelpunkten  des  Kurven- 
büschels liegen  n  —  1  in  der  Geraden  A.  Daraus  ergiebt  sich  fol- 
gender Satz: 

Ein  KurvenhüscJiel  n-ter  Ordnung  kann  dann,  und  nur  dünn,  mit 
einer  Geraden  A  perspektivisch  sein,  wenn  n  —  1  seifier  v?  Mittdpimkte 
in  der  Gei*aden  A  liegen;  und  zwar  entspricht  d^mn  jeder  Kurve  des 
Büschels  derjenige  Punkt  der  Geraden,  in  wdcheni  die  Kurve  die  Gerade 
zum  n-ten  Male  schneidet 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  die  vorstehenden  Beziehungen 
auch  gelten,  wenn  man  Punkt  und  Linie  vertauscht,  wodurch  die  Kurven 
n-ter  Ordnung  durch  n'^  feste  Punkte  in  Kurven  n-ter  Klasse  mit  n* 
festen  Tangenten  übergehen.  Ich  behalte  mir  vor,  die  Idee  der  höheren 
Projektivitat  in  einem  folgenden  Aufisatze  noch  von  einem  andern  Ge- 
sichtspunkte aus  zu  behandeln  und  dort  diejenigen  Beziehungen  nach- 
zuholen, welche  sich  durch  die  hier  eingeschlagene  Methode  weniger 
leicht  zur  Anschauung  bringen  lassen. 

Stettin,  im  Juli  1851. 


VI. 

Die  höhere  Projektivität  in  der  Ebene;  dargestellt^oi 
durch  Fnnktionsverknttpfangen. 

Von 

Prof.  Dr.  H.  Orassmann^ 

Oberlehrer  an  der  Friedrioh-Wllhelm-Schnle  cu  Stettin. 


Crelle'B  Journal  Bd.  42,  Heft  IH,  S.  204—212  (1861). 


Die  höhere  Projektivität,  welche  ich  in  der  vorhergehenden  Abhand- 
lung (S.  193)  { hier  S.  86 } ,  in  Verbindung  mit  der  höheren  Perspektivität,  aus 
den  Principien  der  planimetrischen  Multiplikation  abgeleitet  habe,  lässt 
noch  eine  andere  Behandlung  zu,  durch  welche  gewisse  Beziehungen 
projektivischer  Gebilde  sich  mit  besonderer  Leichtigkeit  ergeben.  Die 
Methode,  welche  ich  hier  anwenden  werde,  ist  dieselbe,  welche  von  Pitt ck er 
mit  so  vielem  Erfolge  bei  der  Behandlung  geometrischer  Gegenstände 
angewandt  ist,  nämlich  die  Methode  der  Verknüpfung  von  Funktionen, 
deren  jede,  gleich  Null  gesetzt,  eine  gewisse  Kurve  darstellt.  Der  Zu- 
sammenhang dieser  fruchtbaren  Methode  mit  der  geometrischen  Ana- 
lyse (der  Rechnung  mit  Punkten,  Linien  u.  s.  w.)  lässt  sich  nicht 
deutlich  machen,  ohne  die  Additionsgesetze  und  die  Gesetze  der  Be- 
ziehung zwischen  der  Multiplikation  und  Addition  fttr  räumliche  Grössen 
darzustellen,  was  hier  zu  weit  führen  würde.  Ich  verlasse  daher  hier 
ganz  den  Weg  der  geometrischen  Analyse  und  leite  auch  den  Begriff 
der  höheren  Projektivität  unabhängig  von  der  früheren  Darstellung  ab, 
um  dann  am  Schlüsse  die  Identität  beider  Begriffsbestimmungen  nach- 
zuweisen. 

Es  seien  A  und  B  Funktionen  zweier  Variabein  x  und  y,  und 
zwar  beide  vom  n-ten  Grade:  so  werden,  in  Bezug  auf  irgend  ein 
Koordinatensystem,  zu  welchem  x  und  y  die  Koordinaten  eines  ver- 
änderlichen Punktes   sind,   die  Gleichungen    -4  ==  0  und  li  =  0  zwei 
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Kurven  «-ter  Ordnung  darstellen.  Umgekehrt:  sind  statt  jener  Funk- 
tionen die  Kurven  selbst  gegeben,  so  sind  dadurch  die  Funktionen,  mit 
Ausnahme  {je}  eines  noch  willkürlich  zu  wählenden  Faktors,  bestimmt. 
Femer  ist  bekannt,  dass  die  Gleichung 

(1)  aA  +  ßB^O, 

WO  a  und  ß  konstant  sind,  eine  Kurve  von  gleichem  Grade  darstellt, 
welche  durch  diejenigen  n*  Punkte  geht,  in  denen  sich  -4  =  0  und 
B  =^0  schneiden,  und  welche  (wenn  nicht  a  oder  ß  Null  ist)  ausser 
306  diesen  Punkten  keinen  Punkt  mit  ^«»Of  oder  B^=0  gemein  hat. 
Ebenso  ist  bekannt  und  ergiebt  sich,  wie  Jenes,  unmittelbar  aus  der 
Gleichung  (1),  dass,  wenn  a  die  Anzahl  der  Punkte  ist,  durch  welche 
drei  Kurven  -4  =  0,  B  =  0,  C=0  einzeln  genommen  bestimmt  werden, 
und  wenn  diese  drei  Kurven  dieselben  a  —  1  Punkte  gemein  haben, 
dann  auch  jeder  Punkt,  welcher  zweien  derselben  gemein  ist,  zugleich 
in  der  dritten  liegt.  Wir  wollen  die  ganze  Schaar  der  durch  (1)  dar- 
gestellten Kurven  einen  Kurvenbüschd  n-ier  Ordnung  nennen.  Sind  die 
Funktionen  A  und  B  gegeben,  so  ist  zu  jedem  Yerhältniss  von  a  und 
ß  die  zugehörige  Kurve  (1)  bestimmt;  und  umgekehrt:  durch  jede 
Kurve,  welche  durch  die  n*  Durchschnittspunkte  geht,  oder  durch  einen 
Punkt  dieser  Kurve,  der  nicht  zu  jenen  n*  Punkten  gehört,  ist  es  das 
Verhältniss  von  a  zu  ß.  Sind  nicht  A  und  B  selbst,  sondern  nur  die 
durch  sie  dargestellten  Kurven  gegeben,  und  ist  ausserdem  zu  einem 
bestimmten  Verhältniss  von  a  zu  ß  ein  Punkt  der  Kurve  (1)  gegeben 
der  aber  weder  in  A  noch  in  B  liegt,  so  ist  dadurch  zugleich  das  Ver- 
hältniss der  entsprechenden  Koefficienten  in  A  und  B  und  zu  jedem 
Verhältniss  von  o^  zu  /}  die  Kurve  bestimmt.  Man  kann  also  ausser 
den  durch  A  und  B  dargestellten  Kurven  noch  eine,  durch  ihre  n^ 
Durchschnittspunkte  gehende  Kurve  von  derselben  Ordnung  willkürlich 
annehmen  und  die  willkürlichen  Faktoren  der  Funktionen  A  und  B 
so  bestimmen,  dass  die  Kurve  etwa  durch  die  Gleichung 

(2)  A  +  B  =  0 

dargestellt  wird.  Dann  ist  mittels  dieser  drei  Kurven  zu  jedem  Ver- 
hältniss von  a  und  ß  die  zugehörige  Kurve  bestimmt;  imd  umgekehrt. 
Alle  diese  Beziehungen  gelten  natürlich  auch,  wenn  x  und  y  Linien- 
koordinaten und  also  A,  B,  C  . .  Kurven  n-ter  Klasse  sind;  nur  dass 
man  dann  statt  der  Punkte  Linien  zu  setzen  hat;  und  umgekehrt. 
Wir  wollen  dann  die  Schaar  der  durch  (1)  dargestellten  Kurven  eine 
Kurvenreihe  n-ter  Klasse  nennen.  Die  Kurvenreihe  erster  Klasse  ist 
dann  eine  punktirte  Gerade.  Nimmt  man  nun  ausser  den  Kurven, 
deren  Gleichungen   J.  =  0,  B  =  0,  -4  +  JB  =  0   sind,  zwei  Kurven 
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m-ter  Ordnung  (oder  w-ter  Klasse)  an,  deren  Gleichungen  Aj^  =*•<)•  yni 
^  =  0  sind,  und  eine  dritte  Kurve  m-ter  Ordnung  (oder  m-ter  Klässp);. 
die  durch  die  m'  Durchschnittspunkte  der  ersteren  geht  (oder  von  Asä 
m*  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  ersteren  berührt  wird),  bestimmt, 
die  willkürlichen  Faktoren  der  Funktionen  Aj^  und  Bj^  so,   dass  die   '* 
Gleichung  der  dritten  Kurve 

ist,  und  setzt  endlich  je  zwei  Kurven,  die  durch  die^  Gleichungen 

(3)  aA  +  ßB  =  0    und    aA^  +  ßB^^O  206 

(mit  demselben  Yerhaltniss  von  a  zu  /})  bestimmt  sind,  einander  ent- 
sprechend, so  nennen  wir  jenen  Kurvenbüschel  n-ter  Ordnung  (oder 
jene  Kurvenreihe  n-ter  Klasse)  und  diesen  m-ter  Ordnung  (oder  diese 
m^ter  Klasse)  zu  einander  prqjektivisch.  Es  ergiebt  sich  hieraus  sogleich 
folgender  Satz: 

Die  prcjektimsche  Beziehung  zweier  Gdnlde  (Kwrvenbüschel  oder 
Kurvenreihen)  wird  durch  drei  Paare  entsprechender  Kurven  bestimmt; 
das  heisst,  man  kann  drei  solche  Paare  willkürlich  setzen;  aber  dann  ist 
zu  jeder  vierten  Kurve  des  einen  GMdes  die  entsprechende  des  pro- 
jekUvisehen  Gebildes  bestimmt. 

Femer: 

Wenn  zwei  Gebilde  einem  dritten  projektivisch  sind,  so  sind  sie  es 
auch  untereinander. 

Den  Durchschnitt  zweier  projektivischer  Kurvenbüschel,  das  heisst, 
die  Gesamtheit  der  Durchschnittspunkte  ihrer  entsprechenden  Kurven, 
erhalt  man  sogleich,  wenn  man  in  den  beiden  Gleichungen  (3)  das- 
selbe X  und  y  annimmt  und  a  und  ß  eliminirt.  Dies  giebt  die 
Gleichung 

(4)  A^B  —  AB^^O 

ab  Gleichung  des  Durchschnitts.  Da  diese  Gleichung  vom  (m  -)-  n)-ten 
Grade  ist,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Der  Durchschnitt  eines  Kurvenbüschels  m-ter  und  eines  n-ter  Ord- 
nung ist  eine  Kurve  (m  +  n)-t€r  Ordnung. 

Um  auch  umgekehrt  die  projektivische  Erzeugung  einer  beliebigen 
Kurve  n-ter  Ordnung,  das  heisst,  ihre  Erzeugung  mittels  des  gegen- 
seitigen Durchschneidens  projektivischer  Büschel  darzustellen,  bedarf  es 
noch  einiger  Hilfssatze,  deren  Beweis  ich  der  Uebersichtlichkeit  wegen 
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•  •• 

•  •, 

liior  •  folgen  lassen  werde.  Es  gründen  sich  diese  Sätze  auf  den  be- 
•Tciimten  Satz,  dass  eine  Kurve  tirter  Ordnung  durch  |n(n  -|-  3)  Punkte 
Vestimmt  wird,  und  auf  die  Formel 

f  w(w  +  3)  +  -^n(/i  +  3)  +  mn  =  |  (m  +  n)(m  +  n  +  3). 

Wir  wollen  die  Kurven  m-ter  Ordnung  mit  ^,  ^4^,  .  .  .,  die  ti-ter  mit 
B,  B^j , , ,  und  die  {m  -j-  w)-ter  mit  C  bezeichnen  und  die  Anzahl  der 
Punkte,  durch  welche  diese  Kurven  beziehlich  bestimmt  werden,  mit 
a,  &,  c;  dann  wird  die  obige  Formel  zu 

a  '\-h  -^^  mn  =  v. 

Stellt  man  sich  nun,  dies  vorausgesetzt,  durch  die  Kurve  C  zwei 
Kurven  A  und  B  gelegt  vor,  deren  mn  gegenseitige  Durchschnitte 
207  in  C  liegen,  so  schneidet  fdie  erstere  die  G  noch  in  m',  die  letztere 
noch  in  n^  Punkten.  Durch  a  —  1  jener  m*  und  durch  b  —  1  dieser 
n^  Punkte  lege  man  beziehlich  die  Kurven  (w-ter  und  w-ter  Ordnung) 
Ai  und  B^y  sodass  sie  sich  auf  einem  Punkte  der  Kurve  C  begegnen. 
Fasst  man  dann  A  und  B^  zu  einer  Kurve  (m  +  n)-ter  Ordnung  zu- 
sammen, und  ebenso  A^  und  B,  so  haben  die  drei  Kurven  (tn  +  n)-ter 
Ordnung  C,  AB^  und  A^B  folgende  Punkte  gemein: 

1)  Die  mn  Punkte  in         A,  B,  C, 

2)  die  o —  1  Punkte  in  A,  A^j  6\ 

3)  die  6  —  1  Punkte  in  B,  B^,  0, 

4)  den  einen  Punkt  in   A^,  B^,  C. 

Also  haben  sie  im  Ganzen  mn  +  a  +  6  —  l  =  c  —  1  Punkte  gemein, 
und  folglich  liegen  auch  die  Durchschnitte  von  je  zweien  der  drei 
Kurven  zugleich  auf  der  dritten:  also  liegen  auf  C  auch  die  m*  Durch- 
schnitte von  A  und  A^,  die  n^  Durchschnitte  von  B  und  B^  und  die 
mn  Durchschnitte  von  A^  und  jB^.  Hierdurch  ist  folgender  Satz  be- 
wiesen : 

Wefm  man  durch  mn  Punkte  einer  Kurve  (m  +  n^ter  Ordnung  C 
eine  Kurve  mrter  Ordnung  A  und  eine  Kurve  n-ter  Ordnutig  B  legt 
(vorausgesetzt,  dass  dies  möglich  sei),  so  schneidet  jene  die  Kurve  C 
ausserdem  noch  in  denjenigen  m*  Punkten,  durdi  welche  sich  eine  beweg- 
liche Kurve  m-ter  Ordnung  A^  legeti  lässt,  und  diese  in  denjenigen  n* 
Punkten,  durch  welche  sich  eifie  bewegliche  Kurve  n-ter  Ordnung  B^  legen 
lässt;  und  wenn  von  den  gegenseitigen  Durchschnittspunkten  dieser  beiden 
beweglichen  Kurven  A^  und  B^  einer  auf  der  HoMptkurve  G  liegt,  so 
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liegen  audi   ihre  sämtlichen  übrigen  mn  —  1    DurchsdiniUspunkie   auf' 
dieser  Kurve. 

Für  m  =  1  lässt  sich  dieser  Satz  in  folgender  Form  aus- 
sprechen : 

Wenn  man  durdh  eine  Kurve  (n  +  V-fe^  Ordnung  C  eine  Gerade, 
und  durch  n  ihrer  Durchschnitte  mit  C  eine  Kurve  n-ter  Ordnutig  kgt, 
so  schneidet  dieselbe  die  Hauptkurve  C  in  den  m*  Putzten,  durch  welche 
sich  eine  bewegliche  Kurve  n-ter  Ordnung  legest  lässt.  Die  bewegliche 
Kurve  schneidet  die  Hauptkurve  ausserdem  in  n  Punkten^  welche  in  eitier 
beweglichen^  um  einen  festen  Punkt  der  Hauptkurve  rotirenden  Geraden 
liegen. 

Ganz  auf  entsprechende  Weise  Vasat  sich  der  Satz  für  m  =  2  aus- 
drücken. Ist  hingegen  m  grösser  als  2,  so  lässt  sich  nicht  mehr 
allgemein  durch  mn  Punkte  der  Kurve  [C]  eine  Kurve  w-ter  Ordnung 
l^en^  weshalb  man  dann  auf  die  ursprüngliche  Fassung  zurück- 
gehen muss. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  die  projektivische  Erzeug- 208 
barkeit  aller  algebraischer  Kurven;  namentlich  mittels  eines  Kurven- 
büschels und  eines  Strahlenbüschels.  In  der  That:  ist  eine  Kurve 
[n  -f-  lyter  Ordnung  C  gegeben,  welche  projektivisch  erzeugt  werden 
soll,  so  lege  man  durch  sie  eine  beliebige  Gerade  Ä  hindurch.  Durch 
n  ihrer  Durchschnittspunkte  mit  C  lege  man  eine  Kurve  w-ter  Ord- 
nung B  hindurch;  durch  die  w*  Punkte,  in  welchen  diese  die  Kurve  ü 
ausserdem  noch  schneidet,  lege  man  zwei  Kurven  w-ter  Ordnung  ß^ 
und  J5„  welche  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  die  Hauptkurve 
noch  in  je  n  Punkten  schneiden,  die  in  zwei  geraden  Linien  liegen. 
Diese  geraden  Linien,  welche  wir  A^  und  A^  nennen  wollen,  treffen 
nach  demselben  Satze  die  Gerade  A  in  demjenigen  Punkte,  in  welchem 
sie  die  Kurve  C  noch  zum  (w  +  l)-ten  Male  schneidet.  Setzt  man 
nun  die  Kurven  B,  B^,  B^  beziehlich  mit  den  Geraden  A,  A^,  A^  als 
einander  entsprechende  Elemente  zweier  projektivischer  Büschel,  so  ist 
dadurch  die  projektivische  Beziehung  dieser  Büschel  bestimmt,  und  ihr 
Durchschnitt  ist  eine  Kurve  (n  -(-  l)-ter  Ordnung,  welche  mit  C  die 
n'  Mittelpunkte  des  Kurvenbüschels  n-ten  Grades,  den  Mittelpunkt  des 
Strahlenbüschels  und  die  3w  Durchschnitte  der  entsprechenden  Ele- 
mente, also  im  (Ganzen  (n  -j-  1)*  -f-  n  Punkte  gemein  hat,  folglich 
mit  C  zusammenfallt.  Hierdurch  ist  dann  die  projektivische  Erzeugung 
von  G  dargestellt. 

Durch  diese  projektivische  Erzeugbarkeit  der  höheren  Kurven 
aus  niederen  hat  man  also  ein  Mittel  gewonnen,  um  von  den  geraden 
Linien   aus  auf  rein  geometrische  Weise  die  sämtlichen  algebraischen 
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Kurven  zu  erzeugen;  und  es  wäre  möglich^  auf  dieser  Erzeugungsweise 
eine  rein  geometrische  Theorie  dieser  Kurven  aufzubauen^  wie  denn 
auch  in  jener  Erzeugungsweise  eine  rein  geometrische  Definition  aller 
algebraischen  Kurven  von  den  verschiedenen  Ordnungen  unmittelbar 
enthalten  ist. 

Um  die  höhere  Projektivität  noch  unmittelbarer  auf  geometrische 
Konstruktion  zu  gründen^  gehe  ich  auf  die  höhere  PerspekHvitäi  zurück, 
werde  jedoch  hier  nur  die  Perspektivität  zwischen  Gebilden  n-ten  und 
ersten  Grades  ins  Auge  fassen.  Ich  nenne  einen  Kurvenbüschel  n-ter 
Ordnung  mit  einer  Geraden  A  perspektivisch^  wenn  von  den  n'  Mittel- 
punkten des  erstem  n  —  1  in  ^  liegen  und  jeder  Kurve  jenes  Büschels 
ihr  ftrter  Durchschnittspunkt  mit  A  entspricht;  das  Entsprechende  setze 
ich  für  die  reciproken  Gebilde.  Es  ist  dann  zuerst  nachzuweisen,  dass 
die  Perspektivität  nur  eine  besondere  Art  der  Projektivität  ist,  das 
209heisst,  dass  je  zwei  perspektivische  Gebilde  auch  f  projektivisch  sind. 
Es  sei  zu  dem  Ende  ein  Kurvenbüschel  n-ter  Ordnung  gegeben,  von 
dessen  n^  Mittelpunkten  n  —  1  in  der  Geraden  A  liegen.  Es  sei  A 
zur  Abscissenaxe  eines  Koordinatensystems  genommen,  und  die  Abscissen 
jener  n — 1  Punkte  seien  Oj,  aj,'»'a„— i.  Es  seien  femer  zwei 
Kurven  des  Büschels  angenommen,  und  die  Abscissen  der  Punkte,  worin 
jene  Kurven  die  Gerade  A  zum  n-ten  Male  schneiden,  seien  beziehlich  h 
und.  h^.     Dann   sind,  wenn  man   das  Produkt 

{x  —  a^{x  —  o,)  .  .  .  (a;  —  a„-i) 

durch  C  bezeichnet  und  unter  D  und  D^  ganze  Funktionen  { (n  —  l)-ten 
Grades}  von  x  und  y  versteht,  die  Gleichungen  der  beiden  Kurven  von 
der  Form 

B=C{x  —  h)  +  yD  =  0, 
B^  =  C{x—h^)+yD^  =  0. 

Hierauf  geht  die  Gleichung  aS  +  «i^i  =  0  in 


über.  Es  geht  also  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kurve  durch 
einen  Punkt  von  A,  dessen  Abscisse  "  .  "^  '  ist.  Es  ist  aber  nun- 
mehr  nach  dem  Begriffe  der  Projektivität  zu  zeigen,  dass,  wenn  man 
die  drei  Punkte,  deren  Abscissen  6,  K  und  "  ,  "^  ^  sind,  als  Kur- 
ven  erster  Klasse  ansieht,  zwischen  ihren  Gleichungen  die  entsprechende 
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Beziehung  stattfinde.  Um  nichts  im  Beweise  zu  übergehen,  wollen  wir 
auch  dies  noch  nachweisen.  Die  Gleichung  xx  +  y  y  +  1  =  0  ist, 
wenn  x  und  y  Punktkoordinaten  und  x'  und  y'  konstant  sind,  die 
Gleichung  einer  geraden  Linie.  Man  nennt  dann  x'  und  y  bekanntlich 
die  Koordinaten  (Linienkoordinaten)  dieser  Linie.  Sind  jetzt  x  und  y 
konstant,  so  ist  jene  Gleichung  die  durch  Linienkoordinaten  aus- 
gedrückte Gleichung  des  Punkts,  dessen  (Punkir)Eoordinaten  x  und  y 
sind.    Also  ist  die  Gleichung  des  Punkts,  dessen  Abscisse  h  oder  \  ist, 

a;'6  +  1  =  0, 
x'b^  +  1  =  0; 

mithin  giebt  das  a-fache  der  ersten,  zu  dem  /}-fachen  der  zweiten 
addirt,  die  Gleichung 

ah  -|-  cfjft, 


X 


+  1  =  0 


als  die  Gleichung  des  Punkts,  dessen  Abscisse        "]?  ^'  '   ist,  das  heisst, 

des  Durchschnittspunkts  der  Kurve  aB  +  «^^i  =  0  mit  der  Geraden  A, 
Also  sind  f  die  Kurven  jenes  Büschels  denjenigen  Punkten  der  Geraden  -4210 
projektivisch  entsprechend,  in  wel- 
chen die  Geraden  von  den  Kurven 
zum  i^ten  Male  geschnitten  werden, 
oder,  da  das  nämliche  auch  reciprok 
gut: 

Zwei  perspektivische  Gebilde 
sind  eugleich  einander  projeJcti- 
visch. 

Will  man  nun  eine  beliebige 
Kurve  (n  +  l)-ter  Ordnung  Ä  per- 
spektivisch erzeugen,  so  lege  man 
(Fig.  23)  {zwei  Gerade}  A  und  B 
durch  sie  hin.  Durch  n  Durch- 
schnittspunkte von  A  und  £1  und 
durch  n —  1  Durchschnittspunkte  von 
B  und  H  lege  man  eine  Kurve 
n-ter  Ordnung  F^  hin.  Dies  ist  alle- 
mal möglich,  da  yn(w  +  3)  —  n 
—  (n — 1)  =  |n(«  —  1)  +  1  immer 

positiv  ist.  Dann  sind  die  n*  Punkte,  in  welchen  die  Kurve  F^  die 
gegebene  Kurve  Ä,  ausser  in  den  n  Punkten  in  A,  noch  schneidet, 
solche  Punkte,  die  sich   als  Mittelpunkte    eines  Kurvenbüschels  n^ter 


Fig.  28. 
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Ordnung  setzen  lassen;  und  zwar  liegen  n  —  1  derselben  in  einer  Ge- 
raden, nämlich  in  Ä  Die  Gerade  B  möge  die  Kurve  Fj  zum  n-ten 
Male  in  p^  schneiden  und  die  Kurve  £1  zum  ti-ten  und  (n  -4-  l)-ten 
Male  in  p^  und  p,.  Femer  sei  der  Punkt,  in  welchem  die  Gerade  A 
die  Kurve  Sl  zum  (n  +  l)-ten  Male  schneidet,  k.  Sind  nun  F,,  Fg  die 
Kurven  jenes  Büschels,  welche  durch  p^  und  p^  gehen,  so  schneiden 
diese  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  die  Geraden  p^k  und  p^k  he- 
ziehlich  in  je  n  Punkten,  welche  zugleich  in  der  Kurve  Sl  liegen. 
Setzt  man  also  die  drei  Kurven  F^,  F^,  F,  beziehlich  den  drei  Ge- 
raden Ay  p^ky  p^k  projektivisch  entsprechend,  so  hat  der  Durchschnitt 
jenes  Kurvenbüschels  und  dieses  Strahlenbüschels  um  k  die  n'  Mittel- 
punkte des  erstem,  den  einen  Mittelpunkt  des  letztem  und  die  3n 
Punkte  in  A,  p^kj  p^k  mit  der  Kurve  Sl  gemein,  also  im  Ganzen 
(w  -\-  ly '{'  n  Punkte;  mithin  fallt  dieser  Durchschnitt,  da  er  zugleich 
eine  Kurve  (n  +  l)-ter  Ordnung  ist,  mit  Ä  zusammen,  und  folglich 
ist  Sl  als  Durchschnitt  erzeugt. 

Will  man  auch  die  Strahlen  des  Strahlenbüschels  durch  Kon- 
struktion erzeugen,  so  hat  man  nur  durch  einen  der  Punkte  p^  oder 
p^y  zum  Beispiel  durch  p,,  eine  beliebige  Gerade  D  zu  legen,  den 
Durchschnittspunkt  von  D  und  A  mit  p^^  upd  k  mit  p^  zu  verbinden, 
durch  den  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Verbindungslinien,  den 
ich  c  nennen  will,  nach  demjenigen  Punkte  p  in  B,  zu  welchem  man 
den  entsprechenden  Strahl  sucht,  eine  Gerade  zu  ziehen  und  durch 
den  Durchschnittspunkt  q  dieser  Geraden  und  der  Geraden  D  den 
Strahl  kq  zxjl  ziehen;  dann  ist  dieser  der  gesuchte  Strahl.  Denn  wenn 
p  in  />!,  p^  oder  p^  rückt,  so  rückt  kq  in  die  Lage  von  JL,  p^k,  p^ky 
während  kq  dem  p  projektivisch  entsprechend  ist. 

Ich  will  hier  noch  bemerken,  dass,  wenn  x  den  variablen  Punkt 
darstellt,  der  die  Kurve  H  beschreibt,  und  man  die  von  mir  in  den 
211  früheren  Aufsätzen  angewandte  Bezeichnung  festhält,  den  Punkt  p 
aber,  in  welchem  die  Kurve  F  des  Kurvenbüschels  die  Gerade  B 
schneidet,  als  Funktion  des  Punktes  x  setzt,  in  der  Art  dass,  wenn  x 
in  der  Kurve  F  liegt,  p  den  w-ten  Durchschnitt  von  F  mit  B  darstellt, 
dann  die  Gleichung  der  Kurve  «.Q  folgende  ist: 

pcDkx  =  0. 

Denn  diese  Gleichung  drückt  aus,  dass,  wenn  der  Punkt,  in  welchem 
pc  die  Gerade  D  schneidet,  mit  k  verbunden  wird,  diese  Gerade 
durch  Xy  das  heisst  einen  Punkt  von  F  geht;  also  stellt  dann  x  den 
Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  F,  also  den  Durchschnitt  des  Kurven- 
büschels und  des  Strahlenbüschels,   folglich  die    Kurve  £1   dar.     Ich 
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werde  auf  dies  interessante  Resultat  in  einem  späteren  Aufsatze  zurück- 
kommen. 

Es  bleibt  mir  noch  übrige  die  Uebereinstimmung  des  hier  gegebenen 
Begriffs  der  Projektivitat  mit  dem  früher  gegebenen  darzustellen.  Der 
Begriff  der  höheren  Projektivitat  wurde  dort  abhangig  gemacht  von 
einem  planimetrischen  Produkte  zweier  gerader  Linien  oder  zweier 
Punkte,  von  denen  der  eine  Faktor  von  dem  vai'iablen  Punkte  x  shr 
hängig,  der  andere  konstant  war.  Ich  will  hier  nur  den  Fall  be- 
trachten, wo  das  Produkt  aus  zwei  Punkten  besteht,  woraus  der  andere 
Fall  durch  Reciprocität  von  selbst  hervorgeht.  Dann  sei  der  von  x 
abhängige  Punkt  p^  der  konstante  a,  und  Äj  B,  C  ,  ,  .  seien  gerade 
Linien,  die  durch  den  Punkt  a  gehen.  Dann  entsprechen  nach  der 
dortigen  Definition  den  Kurven 

pA  =  0,  pB  =  0,  i>C  =  0, . . . 

die  Geraden  A^  By  C  . .  Nun  seien  in  Bezug  auf  irgend  ein  Koordi- 
natensystem x^j  x^  die  Koordinaten  des  variablen  Punkts  x  und  p^ 
und  p^  die  von  p^  und  die  Gleichungen  der  Geraden  A  und  B  seien 

Ä  =  u^x^  +  ^^s  +  c^  =  0 
und 

jB'=A«,  +  Ax,  +  /J,  =  0. 

Dann  ist  die  Gleichung  jeder  andern  Geraden  C,  die  durch  den  Durch- 
schnitt von  A  und  B  geht, 

das  heisst 

(««1  +  /»/»l)^l  +  (««2  +  ßß^^t  +  ««3  +  ßß',  =  0. 

Nun  drücken  die  Gleichungen 

pA  =  0,  pB=Oy  pC^O 

aus,  dass  der  Punkt  p  in  der  Geraden  A  oder  B  oder  C  liege,  dass 
heisst,   dass  p^  und  p^^  statt  fx^   und   x^  gesetzt,   den  Gleichungen 212 
dieser  Geraden  genügen. 
Man  hat  also 

^ilh  +  «aft  +  «8  =  0, 

ßiPi  +  AA  +  A  =  0, 

(au,  +  ßß,)p,  +  (aa,  +  ßß,)p,  +  aa,  +  ßß,  =  0. 

Die  letztere  Gleichung  können  wir  auch  so  schreiben: 

«(«iPi  +  «2i^2  +  «3)  +  ßißiPi  +  ßtPt  +  A)  =  0, 
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Sie  ist  die  Oleichung  der  Euire,  welche  nach  jener  Definition  der 
dnrch  die  Gleichung 

aÄ  +  /IB'  =  0 

dargestellten  Geraden  entspricht.  Durch  diese  beiden  Gleichungen 
war  aber  der  Begriff  der  Projektivitat,  wie  wir  ihn  in  diesem  Auf- 
satze gegeben  haben^  bestimmt;  also  ist  die  Uebereinstimmung  beider 
Begriffe  nachgewiesen. 

Stettin,  im  Juli  1850. 


vn. 

Erzeugung  der  Kurren  vierter  Ordnung  durch 
Bewegung  gerader  Linien. 

Von 
Prof.  Dr.  H.  Orassmanii^ 

Oberlehrer  an  der  Friedrloli-WiUielxii-Sohnle  su  Stettin. 


Crelle'B  Journal  Bd.  44,  Heft  l,  S.  1—25  (1852). 


Ueber  die  Erzeugang  der  Eurren  vierter  Ordnung  durch  gerade 
Linien  habe  ich  in  Ordle's  Journal  (Band  42,  S.  190 {hier  S.  84})  fol- 
genden Satz  aufgestellt: 

Wenn  der  Punkt  x  Anfangspunkt  von  vier  offenen  Figuren  isty 
von  denen  zwei  und  zwei  ein  gemeinschaftliches  Endelement  haben,  während 
die  beiden  gemeinschaftlichen  Elemente  zugleich  Grenzdemente  einer  fünften 
offenen  Figur  sind,  so  beschreibt  x,  wenn  die  särnüichen  Ecken  der 
offenen  Figuren  in  festen  Geraden  und  die  sämtlichen  Seiten  derselben 
um  feste  Punkte  sich  bewegen,  eine  Kurve  vierter  Ordnung. 

Ich  erinnere  hier  daran,  dass  ich  dasjenige  Element  (Punkt  oder 
Linie),  mit  welchem  eine  offene  Figur  beginnt  oder  schliesst,  ein  Grenz- 
element derselben  nenne.  Zur  ErULuterung  möge  Fig.  30  {S.112}  dienen, 
in  welcher  der  Punkt  y  Endelement  zweier  von  x  ausgehenden  offenen 
Figuren  und  die  Linie  Z  Endelement  der  beiden  andern  ist,  während 
die  von  y  zu  Z  übergehende  offene  Figur  eine  Seite  und  eine  Ecke 
enthalt.  Es  kann  auch  insbesondere  der  Fall  eintreten,  dass  eine  oder 
die  andere  offene  Figur  nur  aus  einem  Punkt  und  einer  Linie  besteht, 
also  gar  keine  Seiten  und  Ecken  hat,  sondern  von  dem  Anfangselement 
sogleich  in  das  Endelement  Übertritt.  Dieser  Fall  tritt  zum  Beispiel 
in  Fig.  29  {S.  112}  ein,  wo  von  den  vier  von  x  ausgehenden  offenen 
Figuren  die  beiden  mittleren  nur  aus  dem  Punkte  x  und  einer  Geraden 
r  oder  Z  bestehen. 
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Zu  den  verschiedenen  Specialsätzen^  in  «reiche  der  angeführte  Satz 
zerßLllt,  gelangt  man  leicht,  wenn  man  bedenkt,  das»  die  beiden  lieber- 
gangselemente  (so  nenne  ich  die  beiden  Grenzelemente  der  ver- 
mittelnden offenen  Figur,  welche  in  dem 
Satze  als  die  fünfte  offene  Figur  be- 
zeichnet ist)  entweder  Punkte  sein  können, 
wie  f/  und  z  in  Fig.  24,  oder  Gerade,  wie 
Y  und  Z  in  Fig.  25,  oder  das  eine  ein 
Pimkt,  das  andere  eine  Gerade,  wie  y  und 
Z  in  Fig.  2(),  und  dass,  wenn  ein  Ueber- 
gangselement  eine  Gerade  ist,  von  den 
beiden  oflenen  Figuren,  die  von  x  aus  nach 
diesem  Uebergangselement  hingehen,  die 
eine  bloss  aus  dem  Punkte  x  und  diesem 
Uebergangselemente  bestehen  f  kann,  wie 
zum  Beispiel  in  Fig.  27,  wo  das  Ueber- 
gangselement Z  von  X  ausgeht.  Hierdurch 
zerfallt  der  allgemeine  Satz  in  sechs  Specialsatze,  welche  ich  hier  kurz 
zusammenstellen  will. 

1)  Wenn  man  in  einem  Polygon  (Fig.  24)  von  einer  Ecke  x  zwei 
Diagonalen   zieht  und  sich  das   Polygon   (dessen   Seiten  und  Winkel 


PiR.  26. 


Fig.  2ß 


hier  überall  als  variabel  angenommen  werden)  so  bewegt,  dass  alle 
Ecken,  ausser  den  drei  von  den  Diagonalen  getroffenen,  in  geraden  Linien 
fortschreiten,  und  alle  Seiten,  wie  auch  die  { beiden  von  x  ausgehenden } 
Diagonalen,  um  feste  Punkte  sich  drehen,  so  beschreibt  x  eine  Kurve 
vierter  Ordnung. 
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2)  Dasselbe  geschieht^  wenn  man  (Fig.  25)  statt  der  beiden  Diago- 
nalen von  X  zwei  Gerade  nach  zwei  Seiten  des  Polygons  zieht  und 
das  Polygon  sich  so  bewegen  lasst^  dass  diese  Geraden  und  alle  Seiten, 
ausser  jenen  zweien,  um  feste  Punkte  sich  drehen  und  sowohl  die 
Endpunkte  jener  beiden  Geraden  als  auch  alle  Ecken  des  Polygons, 
ausser  x^  in  geraden  Linien  fortschreiten. 

3)  Femer  geschieht  auch  noch  dasselbe,  wenn  man  (Fig.  26)  nur 
statt  einer  Diagonale  eine  Gerade  nach  einer  Seite  des  Polygons  zieht. 

4)  Wenn  zwei  Polygone  (Fig.  27)  eine  gemeinschaftliche  Ecke  x 
haben,  während  die  Polygon winkel  an  dieser  Ecke  einen  gemeinschaft- 
lichen Schenkel  haben,  und  man  in  einem  dieser  Polygone  von  x  eine 


Fig.  27. 


Fig.  28. 


Diagonale  zieht,  so  beschreibt  Xj  wenn  sich  alle  Ecken,  ausser  den  von 
der  Diagonale  getroffenen,  in  geraden  Linien  bewegen  und  alle  Seiten 
beider  Polygone,  ausser  den  ineinander  li^nden,  um  feste  Punkte 
drehen,  eine  Kurve  vierter  Ordnung. 

5)  Das  Gleiche  geschieht  auch  (Fig.  28),  wenn  man  von  x  statt 
der  Diagonale,  die  um  einen  festen  Punkt  rotirt,  eine  Gerade  zieht, 
deren  Durchschnittspunkt  mit  einer  Seite  des  Polygons  sich  in  einer 
festen  Geraden  bewegt 

6)  Wenn  drei  Polygone  (Fig.  29)  eine  gemeinschaftliche  Ecke  x 
haben  und  ihre  an  dieser  Ecke  befindlichen  Polygonwinkel  stetig  an 
einander  liegen  und  sich  dann  die  Polygone  so  bewegen,  dass  alle 
Ecken,  ausser  x^  in  festen  Geraden  fortschreiten  und  alle  Seiten,  ausser 
denjenigen,  in  welchen  jene  stetigen  Winkel  aneinander  grenzen,  um 
feste  Punkte  sich  drehen,  so  beschreibt  x  eine  Kurve  vierter  Ordnung. 

7)  Alle  vorstehenden  Sätze  gelten  auch  noch,  wenn  man  (Fig.  30) 
statt   der  von  x  gezogenen   Geraden   gebrochene   Linien   setzt,   deren 
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Seiten  um   feste  Punkte    und   deren    Ecken    in    festen   Geraden   sich 
bewegen, 
s  Da  der  allgemeine,  an  die  Spitze  gestellte  Satz  seinerseits  wieder 

nur  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeinen  Satzes  ist,  den  ich  in  meiner 
Ausdehnungslehre   (S.  224  u.  f. { Ges.  Werke  1, 1  S.246u.f})   und   im 


Flg.  W. 


Fig.  80. 


31.  Bande  des  Crrffe'schen  Journals  { hier  S.  49  u.  f }  ausführlich  be- 
wiesen habe,  so  darf  ich  mich  hier  des  Beweises  entheben,  zumal  deraelbe 
nicht  die  mindesten  Schwierigkeiten  hat. 

Ungleich  schwieriger  ist  der  Nachweis,  dass  sich,  umgekehrt,  jede 
beliebige  Kurve  vierter  Ordnung  auf  jede  der  sechs  Arten,  welche  in 
den  vorhergehenden  Specialsätzen  dargestellt  sind,  erzeugen  lasst.  Ich 
werde  hier  die  einfachsten  Erzeugungsarten,  durch  welche  jede  beliebige 
Kurve  vierter  Ordnung  hervorgebracht  werden  kann,  in  einem  Satze 
zusammenstellen  und  dann  die  Beweise  ihrer  Allgemeinheit  liefern: 

Jede  Kurve  vierter  Ordnung  lässt  sich  erzeugen  als  Ort: 

1)  Einer  Ecke  (x)  eines  Sechsecks  (Fig.  24),  in  wekhem  von  dieser 
Ecke  (x)  zwei  Diagonalen  nadi  zwei  einander  benachbarten  Ecken  ge- 
zogen sind  und  in  welchem  diese  Diagonalen  und  alle  Seiten  durch  feste 
Punkte  gehen,  wäJirend  alle  von  den  Diagonalen  nicht  gesoffenen  Ecken 
in  festen  Geraden  liegen. 

2)  Einer  Ecke  (x)  eines  Fünfecks  (Fig,  25),  in  welchem  von  dieser 
Ecke  (x)  nach  zwei  Punkten  (p^  und  p^y  die  in  zwei  aneinanderstehenden 
Seiten  liegen^  zwei  Gerade  gezogen  sind  und  in  welchem  alle  übrigen  Seiten 
sowie  diese  beiden  Geraden  (xp^  und  xp^)  durch  feste  Punkte  gehen,  während 
die  Punkte  (p^  undp^  und  alle  Ecken,  ausser  x,  in  festen  Geraden  liegen. 

3)  Der  Spitze  (x)  eines  Fünfecks  (Fig.  26),  in  wdchem  von  der 


Sechs  Specials&tze  ans  dem  allgemeinen  abgeleitet.  113 

Spitze  nach  einem  Punkte  (p)  der  Grundseite  und  nach  einer  daran 
liegenden  Ecke  zwei  Gerade  gezogen  sind,  und  in  welchem  diese  Geraden 
und  alle  Seiten,  ausser  der  Grundseite,  dwrch  feste  Funkte  gehen,  während 
jener  Punkt  (p)  und  edle  von  der  Dia^gonale  nicht  getroffenen  Ecken  in 
festen  Geraden  liegen. 

4)  Der  gemeinschafüichen  Ecke  (x)  eines  Vierecks  und  eines  stetig 
daran  liegenden  Dreiecks  (Fig.  27),  wenn  die  von  dieser  Ecke  gezogene 
Diagondle  des  Vierecks  und  aUe  Seiten  heider  Figuren,  mit  Ausruihme 
der  aufeinander  fallenden,  durch  feste  Punkte  gehen  und  aUe  von  der 
Diagonale  nicht  getroffenen  Ecken  in  festen  Geraden  liegen. 

5)  Der  gemeinschafüichen  Ecke  (x)  eines  Dreiecks  und  eines  stetig 
daran  liegenden  Vierecks  (Fig.  28),  in  welchem  von  dieser  Ecke  x  nach 
einem  Punkte  (p)  der  an  die  gemeinschafüiche  Seite  sich  anschliessenden  4 
Seite  eine  Gerade  gezogen  wird,  während  diese  Gerade  und  alle  Seiten, 
ausser  der  gemeinschafüichen,  durch  feste  Punkte  gehen  und  jener  Punkt 
(p)  sowie  alle  Ecken,  ausser  x,  in  festen  Geraden  liegen. 

6)  Der  gemeinschafüichen  Spitze  x  dreier  stdig  an  eiruinder  liegender 
Dreiecke  (Fig.  29),  deren  übrige  Ecken  in  festen  Geraden  liegen  und 
deren  Grundseiten  und  äusserste  Schenkel  durch  feste  Punkte  gehen. 

Ehe  ich  zu  den  Beweieen  dieser  Sätze  übergehe,  will  ich  der 
üebersicht  wegen  diejenigen  Formeln  voranstellen,  auf  welche  ich  dabei 
zurückgehen  werde.  Ueberall  werde  ich  unter  den  kleinen  Buchstaben 
Punkte,  unter  den  grossen  gerade  Linien  verstehen.  Wie  in  den  frühem 
Aufsätzen  soll: 

(1)  ah 
die  durch  a  und  b  gehende  Gerade, 

(2)  AB 

den  Durchschnitt  von  A  und  B  bezeichnen.     Ferner  soll 

(3)  ab  =  0    oder    a^b 
ausdrücken,  dass  a  und  b  zusammenfallen, 

(4)  AB  =  0    oder    A  =  B, 
dass  A  und  B  zusammenfallen, 

(5)  Ab  =  0    oder    6^  =  0, 
dass  b  in  A  fällt. 

Nun  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Gleichung 

(6)  ^A  =  0, 

wenn  Ax  und  bx  Produkte  in  dem  Sinne  der  Formeln  (1)  und  (2)  sind, 
welche  den  Punkt  x  zusammen  ft-mal  als  Faktor  enthalten,  die  Gleichimg 

Oratimann,  Werke,    n.  8 
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einer  von  x  beschriebenen  Karre  /n-ter  Ordnung  ist.  Diesen  Satz  habe 
ich  den  erweiterten  Pascal' sehen  genannt.  Der  Pa^coJ'sche  Satz  über 
das  mystische  Sechseck  lasst  sich^  wenn  xabcde  dieses  Sechseck  ist,  durch 
die  Formel 

(7)  (xa  .  cd){ab  .  de){bc  .ex)  =  0 

ausdrücken,  da  dieselbe  nur  aussagt,  dass  die  drei  Durchschnittspunkte 
der  gegenüberliegenden  Seiten  jenes  Sechsecks  in  gerader  Linie  liegen. 
Setzt  man  hier  cd^ziB,  ab.de^EEc^,  bc^iDj  so  erhält  man  fol- 
genden Satz: 

Die  Gleichung 

(8)  xaBc^Dex  =  0 

ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  der  durch  die  fünf  Putücte  a,  e, 
BD,  ac^D,  ec^B  geht 
5  Noch  füge  ich  folgende  einfache  Umgestaltungsformeln  hinzu: 

Die  Gleichung 

axBcx  =  0 

(9)  drückt  aus,  dass  entweder 

acx  =  0     oder     Bx  =  0 

ist.  Denn  die  Gleichung  drückt  aus,  dass  der  Punkt  axB  mit  c  und  x 
in  gerader  Linie  liegt.  Dies  ist  aber  erstens  der  Fall,  wenn  :r  in  ^ 
liegt,  indem  axB^x  wird.  Liegt  hingegen  x  nicht  in  B,  so  ist 
axB  von  x  verschieden,  und  die  Gleichung  sagt  dann  aus,  dass  c  in 
der  durch  die  Pxmkte  axB  und  x  gelegten  Geraden,  das  heisst,  in  der 
Geraden  ax  liegen  muss.  Es  muss  also  nothwendig  entweder  Bx  oder 
acx  Null  sein. 

Femer  die  Gleichung 

abC  =  0 
ist,  wenn  ab  nicht  Null  ist,  gleichbedeutend  mit  dem  Glei- 
chungspaare 

aC=0    und     bC=0. 


(10) 


Denn  abC  =0  drückt  dann  aus,  dass  die  Gerade  ab  mit  C  zusammen- 
fällt, das  heisst,  dass  a  und  b  in  C  fallen.     Ebenso  ist  die  Gleichung 


(11) 


ABc  =  0, 
wenn   AB  nicht    Null   ist,  gleichbedeutend  mit    dem   Glei- 
chungspaare 

Ac  =  0    und    Bc  =  0. 
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Endlich  ergiebt  sich  leicht  der  Satz: 

Wenn  ein  fortschreitendes  planimetrisches  Prod/ukt  (das  heisst 
ein  Prodtdct  im  Sinne  der  Formeln  (1)  bis  (5)),  wdclies  mit  zwei  Punkt- 
oder  Linien-Faktoren  beginnt  und  schliesst,  während  sonst  überali  Punkt 
und  Linie  wechseln,  NuU  ist,  so  bleibt  es  auch  Null,  wenn  man^  von 
einem  beliebigen  Faktor  an,  die  ganze  Faktorenreihe  umkäirt  und  in 
Klammem  schliesst,  zum  Beispiel  wenn 


(12) 


abCdEfg  =  0 
ist,  so  ist  auch 

aigfEdCb)  =  0. 


Denn  die  erste  Gleichung  drückt  aus,  dass  die  drei  Punkte 
ahCdS,  fy  g  in  gerader  Linie  liegen.  Dasselbe  drückt  die  Gleichung 
abCdE(jgf)  =  0  aus.  Vermöge  dieser  Gleichung  gehen  wieder  die  drei 
Oeraden  ab  Cd,  E,  gf  durch  einen  und  denselben  Punkt^  und  das 
Nämliche  drückt  die  Gleichung  ab  Cd(gfE)  =  0  aus,  u.  s.  w. 

Obgleich  sich  noch  manche  Formel  aufstellen  Hesse,  die  für  den 
gegenwartigen  Zweck  von  Nutzen  sein  würde,  wird  man  doch  mit  den 
Yorstehenden  Formeln  ausreichen. 

Indem  ich  nun  zum  Beweise  des  oben  aufgestellten  sechsfachen  6 
Satzes  übergehe,  bemerke  ich  noch,  dass  ich  mich  nicht  damit  be- 
gnügen werde,  bloss  im  Allgemeinen  die  Erzeugbarkeit  der  Kurven 
vierter  Ordnung  auf  die  dort  angegebenen  sechs  Arten  nachzuweisen, 
sondern  dass  ich  überall  bis  zur  geometrischen  Konstruktion  derjenigen 
Punkte  und  geraden  Linien  fortschreiten  werde,  in  welchen  sich  die 
Geraden  xmd  Punkte  der  veiünderlichen  Figur  bewegen  müssen,  damit 
der  Punkt  x  eine  gegebene  Kurve  vierter  Ordnung  erzeuge. 

Ich  zerlege  zu  dem  Ende  den  Beweis  in  eine  Reihe  von  Aufgaben, 
die  ich  in  den  folgenden  Paragraphen  lösen  werde  und  mit  deren 
Lösung  der  Beweis  des  obigen  Satzes,  nebst  der  geometrischen  Kon- 
struktion aller  Konstanten,  vollendet  ist. 


§1. 

Die  sechs  in  dem  Satze  beschriebenen  Arten  der  Bewegung 

in  Formeln  darzustellen. 

Aus  den  Formeln  (1),  (2)  und  (5)  ergiebt  sich  sogleich,  dass  die 
in  dem  obigen  Satze  beschriebenen  Bewegungen,  wie  sie  in  den 
Figuren  24  bis  29  bildlich  ausgedrückt  sind,  beziehlich  durch  folgende 
sechs  Gleichungen  dargestellt  werden: 
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(1)  xaB\{xV)di{xe)f^  Gg^FTcx  =  0, 

(2)  xaB{xhC)D{xeE)FgiGkx  =  0, 

(3)  xaBbi(xb)(xeE)Fgi  Glx  =  0, 

(4)  xaBbi  {xh)diExFgi  Gkx  =  0, 

(5)  xaBbi  CxD(xeE)Fgi  Gkx  =  0, 
(G)  xaBbi  CxBcyExFg^  Gkx  =  0. 


§2. 

Die  Bämtliohen  Funkte  bu  finden,  welche,  statt  oe  gesetst,  ein  Pro- 
dukt,  in  welchem  nur  die  durch  die  Formeln  (1)  und  (2)  darge- 
stellten Multiplikationsarten  vorkommen,  gleich  Null  machen. 

Wenn  ein  Produkt  nur  die  durch  die  Formeln  (1)  und  (2)  {S.  113} 
dargestellten  Multiplikationsarten  enthält,  so  wird  es  sich  als  Produkt 
entweder  zweier  gerader  Linien  oder  zweier  Punkte  zeigen.  Es  wird 
nur  nöthig  sein,  einen  dieser  Falle,  etwa  den  zweiten,  zu  betrachten, 
da  der  andere  durch  Reciprocitat  aus  ihm  hervorgeht.  Man  hat  dann 
das  Produkt  zweier  Punkte.  Der  eine  derselben,  den  wir  als  ersten 
7  Faktor  setzen  wollen,  sei  wieder  aus  zwei  Faktoren  f  zusanmiengesetzt, 
so  werden  diese  Faktoren  Linien  sein,  und  man  erhalt  abo  die  Form 
ABc,  Man  nehme  an,  dass  Ä,  B,  c  den  Punkt  x  beziehlich  a-mal, 
/3-mal,  ^'-mal  als  Faktor  enthalten.  Es  seien  bereits  die  Punkte  ge- 
funden, welche,  statt  x  gesetzt,  AB  gleich  Null  machen.  Dann  sind 
nur  noch  die  Punkte  zu  suchen,  welche  ABc  gleich  Null  machen, 
ohne  AB  gleich  Null  zu  machen.  Ist  nun  aber  AB  nicht  Null,  so  ist 
nach  Formel  (11)  die  Gleichung 

ABc  =  0 
gleichbedeutend  mit  dem  Qleichxmgspaare 

Ac  =  0    und     Bc  =  0, 

von  welchen  die  erstere  eine  Kurve  (a  +  y)-ter  Ordnung,  die  letztere 
eine  Kurve  (ß  +  y)-ter  Ordnung  darstellt.  Ihre  Durchschnittspunkte 
sind  die   gesuchten  Punkte.     Also: 

Wenn  A,  JB,  c  Brodukifunktionen  des  Punktes  x  sind  (die  ersteren 
beiden  gerade  Linien,  die  letzte  ein  Punkt),  so  findet  nian  diejenigen 
Punkte  X,  für  welcJie 

(a)  ABc  =  0    und    AB  ungleich  0 

ist,  (Us  die  Durchschnitte  der  beiden  Kurven,  deren  Gleichungen 

(b)  A€  =  0    und    Bc  =  0 
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sind,  und  von  denen  sich  die  erstere  um  aUe  Punkte  schlingt,  welche  A 
gleich  NuU  machen^  die  letztere  um  die,  welche  B  gleich  Null  machen. 

Auf  diese  Weise  findet  man  alsO;  indem  man  schrittweise  die  Zu- 
sammensetzung des  Produkts  verfolgt  und  bedenkt;  dass  zuerst  xa  nur 
fär  a?  ^  a  Null  ist,  alle  die  Punkte,  welche  das  Produkt  gleich  Null 
machen,  und  die  Aufgabe  ist  gelöst.  (Vergl.  Crelle's  Journal  Band  42, 
S.  201  { hier  S.  95 } ).  Doch  lässt  die  Methode  in  einigen  Fällen 
eine  Vereinfachung  zu. 

Nämlich  erstens,  wenn  c  und  B  konstant  sind,  so  enthält  die 
Gleichung  J?c  =  0  den  Punkt  x  gar  nicht.  Wird  also  diese  Gleichung 
nicht  erfällt,  das  heisst,  liegt  c  nicht  in  J?,  so  giebt  es  keinen  Punkt, 
welcher,  statt  x  gesetzt,  ABc  gleich  Null  macht,  ohne  AB  gleich  Null 
zu  machen.  Liegt  hingegen  c  in  jß,  so  folgt,  dass  jeder  Punkt  rr, 
welcher  der  Gleichung  Ac^=0  genügt,  das  heisst,  jeder  Punkt  der 
durch  diese  Gleichung  dargestellten  Kurve,  auch  ABc  gleich  Null 
macht.  Wir  wollen  in  diesem  Falle  der  Kürze  wegen  sagen,  es  sei 
dies  Produkt  ABc  durch  jene  Kurve  theilbar.    Also: 

Erstlich,  Wenn  das  Produkt  zwei  aufeinander  folgende  konstante 
Faktoren  enthält,  von  denen  der  Punktfaktor  in  dem  LinienfaJctor  liegt, 
so  ist  das  Produkt  durch  eine  Kurve  theilbar.  Folgen  hingegen  zwei 
konstante  f  Faktoren  auf  einander,  die  nicht  diese  Lage  haben,  so  bedingt  8 
das  Hinzutreten  des  zweiten  dieser  Faktoren  keine  neuen  Punkte,  die, 
staM  X  gesetzt,  das  Produkt  gleich  Null  machen. 

Ist  zweitens  c  wieder  ein  Produkt  ^  CD  und  sind  B  und  D  kon- 
stant, so  hat  man  als  diejenigen  Punkte,  für  welche 

(c)  AB{CD)  =  0    und    AB  ungleich  0 
ist,  die  Durchschnittspunkte  der  Kurven 

(d)  ACD  =  0    und     BCD  =  0. 

Fallen  nun  zuerst  die  konstanten  Linien  B  und  D  zusammen,  so  wird 
die  zweite  der  Gleichungen  BCD  schon  allgemein  befriedigt.  Es  ist 
also  dann  AB  (CD)  =  0  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung  ACD  =  0. 
Alle  Punkte  x  der  durch  die  letztere  Gleichung  dargestellten  Kurve 
machen  daher  das  Produkt  AB  (CD)  gleich  Null;  das  heisst,  dasselbe 
ist  durch  jene  Kurve  theilbar.  Fällt  aber  B  nicht  mit  D  zusammen 
und  ist  auch  CD  ungleich  Null,  so  drückt  BD  sowohl  als  CD  einen 
Punkt  aus,  und  zwar,  vermöge  der  zweiten  Gleichung  in  (d),  denselben 
Punkt,  das  heisst,  es  ist  BD^  CD.  Man  kann  also  in  der  ersten 
Gleichung  in  (d)  BD  statt  CD  setzen  und  erhält  somit 

ABD  =  0    und     CBD  =  0 
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als  diejenigen  Gleichungen,  welche  die  Gleichungen  (d)  ersetzen.  Von 
ihnen  stellt  die  erste  eine  Kurve  a-ten,  die  letzte  eine  Kurve  y-ten 
Grades  dar.  Somit  sind  die  Punkte  x^  welche  das  Produkt  AB  (CD) 
gleich  Null  machen^  ohne  AB  oder  CD  gleich  Null  zu  machen,  die 
Durchschnittspunkte  dieser  beiden  Kurven  vom  a-ten  und  y-ten  Grade. 
Also: 

Ziceitens:  Wenn  das  (mittels  der  Multiplikationsarten  (1)  und  (2)) 
jmsammengesetzte  Produkt  P  aus  zwei  Faktoren  besteht,  deren  jeder  ein 
Produkt  aus  einem  variabdn  und  einem  konstanten  Faktor  ist,  so  ist  P 
durt^h  eine  Kurve  theiJbar,  so  oß  die  beiden  konstarUen  Faktoren  zu- 
mmmenfdUen.  Fallen  sie  nicht  zusammen,  so  erhält  man  die  neu  hin- 
iutreiendefi  Punkte,  welche  P  gleich  NuU  machen,  als  Besultat  der  Eli- 
mination aus  zwei  Gleichungen,  die  sich  ergeben,  wenn  man  das  Produkt 
der  beiden  konstanten  Faktoren  in  einen  jeden  der  beiden  variablen  Fak- 
toren einzeln  gleich  NuU  setzt. 

Endlich  mögen  noch  zwei  besondere  Fälle  betrachtet  werden, 
welche  in  den  Gleichungen  des  §  1  vorkommen,  indem  man  nämlich 
tlie  Punkte  x  sucht,  welche  xaB\{xb),  und  diejenigen,  welche  xaB(xb(J) 
gleich  Null  machen.  Ich  nehme  an,  dass  von  den  vorher  erwähnten 
^  Füllen,  in  denen  diese  Produkte  f  durch  Kurven  theilbar  werden,  keiner 
«antritt,  schliesse  also  aus,  dass  a  oder  b^  in  B,  b  in  C  falle  und  dass 
(^  mit  &  oder  B  mit  C  identisch  werde.  Ist  dies  ausgeschlossen,  so 
folgt,  dass  der  Faktor  xaB\  bez.  xb  des  ersten  Produkts  nur  dann  ver- 
M>hwindet,  wenn  o;  in  a  bez.  in  b  fällt,  und  dass  ausserdem  das  ganze 
IVodukt  Null  wird,  wenn  xaBb^b  und  xbb^  zugleich  Null  werden, 
das  heisst,  wenn  x  in  der  Geraden  bb^Ba  und  zugleich  in  der  Ge- 
raden 66i  liegt.  Liegen  nun  a,  b,  b^  in  gerader  Linie,  so  fallen  diese 
beiden  Geraden  zusammen:  also,  wenn  x  in  einer  dieser  Geraden  liegt, 
«ko  liegt  es  auch  in  der  andern  und  macht  also  das  Produkt  xaB\{xb) 
gleich  Null;  das  heisst,  dies  Produkt  ist  dann  durch  die  Kurve  (gerade 
hinie)  xbb^=^0  theilbar.  Liegen  aber  a,  6,  6^  nicht  in  gerader  Linie, 
M  liegt  X  im  Durchschnitt  der  beiden  Geraden  bb^Ba  und  bb^.  Dieser 
durchschnitt  ist  bb^B.    Also: 

Drittens:  Das  Produkt  xaBb^{xb)  wird  durch  eine  gerade  Linie 
theilbar,  wenn  a  in  B  oder  b^  in  B  oder  6^  in  b  fällt  oder  a,  b,  b^  in 
jßerader  Linie  liegen.  Findet  keiner  dieser  vier  Fälle  statt,  so  wird  das 
ISodukt  nur  durch  die  drei  Punkte  x^a,  b,  bb^B  gleich  NuU  gemacht. 

Das  Produkt  xaB(xbC)  wird  unter  den  obigen  Voraussetzungen 
Äur  gleich  Null,  wenn  x^a  oder  ^£6  oder  zugleich  xa{BC)  und 
9h{BC)  Null  sind,  das  heisst,  wenn  x  zugleich  in  der  Geraden  BCa 
und  in  der  Geraden  BCb  liegt.    Fallen  diese  beiden  Geraden  zusammen, 

k,         _ 
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das  heisst,  liegen  die  drei  Punkte  a,  b,  BC  in  einer  Geraden,  so  wird 
das  Produkt  durch  diese  Gerade  theilbar.  Liegen  sie  nicht  in  einer 
Geraden,  so  ist  x  der  Durchschnitt  der  beiden  Geraden  BCa  und  BCb, 
das  heisst,  es  ist  x^BC,     Also: 

Viertens:  Das  Produkt  xaB{xbC)  wird  durch  eine  gerade  Linie 
theilbar,  wenn  a  in  B  oder  b  in  C  liegt  oder  B  mit  C  msammenfaUt, 
oder,  wenn  die  drei  Geraden  ab,  B  und  C  durch  einen  und  denselben 
Punkt  gehen.  Findet  keiner  dieser  vier  Falle  statt,  so  wird  das  Produkt 
nur  durch  die  drei  Punkte  x^a,  b  und  BC  gleich  Null  gemmht 


§3. 

Diejenigen  Punkte  X  bu  finden,  welche  die  Produkte  in  8  1  bis  zum 
Faktor  F  oder  /^  hin  gleich  Null  machen. 

Es  wird  nur  nöthig  sein,  diese  Aufgabe  an  dem  ersten  jener  Pro- 
dukte ausf&hrlich  zu  lösen,  worauf  man  dann  bei  den  fünf  übrigen  die 
Ausdrücke  der  f  Punkte,  welche  sie  gleich  Null  machen,  unmittelbar  lo 
aus  dem  betreffenden  Produkte  selbst  wird  ablesen  können,  sodass 
eine  Zusammenstellung  dieser  Ausdrücke  genügen  wird.  Wir  schliessen 
dabei  ein  für  allemal  die  in  §  2  erwähnten  Falle  aus,  in  denen  das 
Produkt  durch  eine  Kurve  theilbar  wird,  da  diese  Fälle  nur  die  Be- 
trachtung verwirren  würden,  ohne  für  die  Allgemeinheit  förderlich  zu 
sein.  Welche  Punkte  a;  machen  also  zuerst  das  Produkt  xaBb^{xb)d^{xe)f^ 
gleich  Null? 

Es  sind  dies  nach  §  2  zuerst  die  drei  Punkte  a,  b,  bb^B,  femer 
der  Punkt  e  und  ausserdem  die  Punkte,  für  welche  die  Gleichungs- 
paare 

ixaBb^dy^  =  0,       (xaBbi(xb)d^e  =  0,       ixaBb^(xb)dJ^  =  0, 
1        xbdi  =  0,      \  xd^e  =  0,       \  xef^  =  0 

gelten.  Nämlich  das  erste  Paar  dieser  Gleichungen  bestimmt  nach 
dem  ersten  Satze  in  §  2  den  Punkt,  welcher  das  Produkt  xaBb^{xb)d^ 
gleich  Null  macht,  ohne  xaBb^{xb)  gleich  Null  zu  machen;  das  letzte 
Paar  bestimmt  nach  demselben  Satz  diejenigen  zwei  Punkte,  welche 
das  ganze  Produkt,  bis  t\  hin,  gleich  Null  machen,  ohne  es  bis  zum 
Paktor  {xe)  hin  gleich  Null  zu  machen.  Das  zweite  Paar  der  Glei- 
chungen bestimmt  nach  dem  zweiten  Satz  in  §  2  diejenigen  Punkte, 
welche  das  Produkt  xaBb^{xb)d^{xe)  gleich  Null  machen,  ohne 
xaBb^{xb)d^  oder  xe  gleich  Null  zu  machen;  xe  endlich  wird  nur 
Null  für  x^e. 


120  VII.   Erzeugung  der  Kurven  vierter  Ordnung.    C.  J.  44. 

Das  erste  Gleichungspaar  können  wir  nach  der  Formel  (12)  auch 
wie  folgt  schreiben: 

d^hiBax^^O    und     dihx  =  0. 

Sie  drücken  aus,  dass  x  in  den  beiden  Geraden  d^\Ba  und  dji,  also 
in  ihrem  Durchschnitt  liegt^  das  heisst,  sie  liefern  den  Punkt 

X-.  d^\Ba{d^V), 

den  wir  d  nennen   wollen,  während  wir  den  Punkt  h\B  mit  c  be- 
zeichnen. 

In  dem  zweiten  Gleichungspaare  drückt  die  untere  Gleichung 
dasselbe  aus,  nämlich  dass  x  in  d^e  liegt;  die  obere,  dass  die  drei  Ge- 
raden xaB\^  xhj  d^e  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen.  Da 
aber  x  m  d^e  liegt,  so  schneiden  sich  die  beiden  letzteren  Geraden 
in  Xj  also  muss  die  erste  jener  drei  Geraden  auch  durch  x  gehen,  das 
heisst,  es  ist 

xaB\x  =  0. 

Diese  Gleichung  drückt  nach  Formel  (9)  aus,  dass  x  entweder  in  a\ 
11  oder  f  in  JB  liegt.    Da  aber  x  zugleich  in  d^e  liegt,  so  giebt  das  zweite 
Gleichimgspaar  die  Punkte 

x^^d^eB    und    x^die(abi). 

Endlich  das  letzte  Gleichungspaar  drückt  aus,  dass  x  in  dem 
Durchschnitt  der  Geraden  ef^  und  des  Kegelschnitts  xaB})^{xh)d^f^=0 
liegt.  Dieser  Kegelschnitt  geht  nun  offenbar  durch  die  vier  Punkte, 
welche  xaBh^{xh)d^  gleich  Null  machen,  das  heisst,  durch  die  Punkte 
a,  \  Cy  d.  Um  noch  einen  fünften  Punkt  zu  finden,  schreibe  man  die 
Gleichung  dieses  Kegelschnitts,  welche  ausdrückt,  dass  die  drei  Ge- 
raden xaBb^,  xb,  d^f^  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  in 
der  Form  xaBb^{d^f^bx  =»  0,  Dann  folgt  aus  dem  Satze  zu  Glei- 
chung (8),  dass  der  Kegelschnitt  auch  durch  den  Punkt  d^f^B  geht, 
den  wir  mit  r  bezeichnen  wollen.  Demnach  drückt  das  dritte  Glei- 
chungspaar aus,  dass  x  in  den  Durchschnitten  der  Geraden  6/*^  und  des 
durch  die  Punkte  a,  b,  c,  d,  r  gelegten  Kegelschnitts  liegt.  Sind  h 
und  i  diese  Durchschnittspunkte,  so  soll  dies  symbolisch  durch 

(Ä,  i)  =  efi .  [a,  6,  c,  d,  r] 
ausgedrückt  werden. 
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Also  sind  die  Punkte  Xy  für  welche 

xaBh^(xb)di(xe)fi  =  0 
wird,  erstens  die  sieben  Punkte 

a,    b,    hh^B,    dJ)^BaQ>d^,    e,    ed^By    ed^{ah^j 
(^)  {die  ich  nach  der  Reihe  mit 

a,    6,    c,    rf,    e,    /;    g 
bezeichnen  will,  und  ausserdem  die  beiden  Punkte 
(Ä,  i)  =  e/;.[a,  6,  c,  d,  r],    wo  r  =  d,f,B. 

Ebenso  findet  sich 

xaB(xhC)D{xeE)F  =  0 
für  die  Punkte 

a,    6,    BC,    BDa{DCb),    e, 

die  ich  mit 

a,     &,    c,     d,    e 

bezeichne,  und  ausserdem  für  die  vier  Punkte 

(/;  g)  =  DEe  .  [a,  6,  c,  d,  r],    wo  r  =  D-Eft^, 

(Ä,  i)  =  FJSe  .  [a,  &,  c,  d,  s],     wo  s  =  DFhB, 

Femer  wird  12 

xaB\{xh){xeE)F=0 

für  die  Punkte 

a,     h,    hb^B,    ab^E,    e,    BE,    beEb^Ba{be)% 

(3)  /die  nach  der  Reihe  durch 

a,     6,    c,    d,    e,    f)    g 

bezeichnet  werden  sollen,  und  ausserdem  für  die  zwei  Punkte 

(A,  i)  -^  EFe  .  [a,  6,  c,  r,  s],     wo  r  =  JSJP,    s  "  a&iJP. 


(2) 


*)  Die  vier  Punkte  d  .  .  .  g  'm  (3)  erfolgen  so:  Nach  dem  1.  Satze  des  §  2 
wird  xaBh^{xh)(xeE)  =  0,  wenn  xaB\{xeE)  =  0  und  xh{xeE)  =0  ist.  Man 
kann  dafür  nach  (12)  xaBb^Eex  =  0  und  xhEex  =  0  schreiben.  Das  letztere 
giebt  nach  (9)  x  entweder  in  E  oder  in  e&  liegend.  Dem  ersteren  wird  nach  (8) 
unter  andern  durch  die  Punkte  BE,  ab^E  und  e  genügt.  Also  sind  BE  und 
abiE  die  Durchschnitte  von  E  mit  dem  Kegelschnitt  xaBb^Eex  =  0.  Ebenso 
ist  e  einer  der  Durchschnitte  von  eb  mit  diesem  Kegelschnitt.'  um  den  andern 
KU  finden,  nehme  man  x  in  eb  an,  so  ist  ex^  eb,  also,  dies  in  die  Gleichung 
des    Kegelschnitts    gesetzt,     ergiebt      sich    xaBb^Eeb  ===  0    oder    nach   (12), 


(4) 
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Sodann  wird 

für  die  Punkte 

a,     b,    bb^B,    d^biBaibd^),    bd^E,    ab^E,    BE, 
die  ich  nach  der  Reihe  mit 

a,     b,    e,    d,    e,    f)    g*) 
bezeichne;  und  ausserdem  fär  die  Punkte 

(A,  t)  =  F.[a,  b,  c,  d,  r],    wo  rii-  EFd^B, 

Femer  ist 

xaBbiCxD(xeE)F  =  0 

für  die  Punkte 

a,    BC,    ab^C,    DCb^BaD,    e,    DE,     efGb^Ba{ef), 

die  der  Reihe  nach 


(^') 


o,    6,    c, 


d,    e,    t,    g 


n 


(6) 


bezeichnen  sollen^  und  ausserdem  f&r  die  zwei  Punkte 

Qi,  i)  zn  FEe  .  [a,  b,  c,  d,  r],    wo  r  uz  DF, 

Endlich  ist 

xaBb^  CxDci  ExF  =  0 

fftr  die  Punkte 

a,    BC,    ab^C,    DCb^BaD,    DE, 

die  ich  mit 

a,    b,    c,    d,    e 


bezeichne^  und  ausserdem  f&r  die  vier  Punkte 

(f,  5')  =  ^-[a,  b,  c,  c^,  r],    wo  r  =  b,c^B, 

{h,  i)—-zF,  \a,  b,  c,  d,  s\,    wo  s  ^£  FEc^D. 

In  jedem  dieser  sechs  Falle  giebt  es  also  neun  Punkte,  welche, 
statt  X  gesetzt,  das  betreffende  Produkt  gleich  Null  machen. 


heEb^Bax  =  0,  das  heisst,  x  liegt  in  der  Qeraden  heEh^Ba^  aber  auch  in  &e, 
also  ist  X  m  beEb^Ba(be). 

♦)  Die  Punkte  e,  f,  g  erfolgen  so:  Nach  dem  1.  Satze  des  §  2  ist 
xaB\{xb)d^Ex  =  0,  wenn  xaBb^{xb)d^x  =  0  und  Ex  =  0  ist.  Die  erstere 
Gleichung  kann  auch  xb{xaBb^)d^x  =  0  geschrieben  werden.  Sie  drückt  nach  (9) 
aus,  dass  entweder  x  m  bd^  liegt,  oder  dass  xaBb^x  =  0  ist,  das  heisst,  o;  in  B 
oder  in  a6,  liegt;  also  erhält  man  x  =  den  Durchschnitten  dieser  drei  Geraden 
mit  der  Geraden  E,  folglich  =  bd^E,  BE,  ab^E. 
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§4. 

Die  besonderen  Beziehungen  in  der  Lage  der  nenn  in  8  8  gefundenen 
Punkte  fOr  jeden  der  sechs  Fälle  bu  finden. 

Die  in  §  3  gefundenen  neun  Punkte  haben  in  jedem  der  sechs 
Fälle  die  Beschaffenheit^  dass  sich  um  sie  eine  bewegliche  Kurve  dritter 
Ordnung  schlingen  lässt.  In  der  That  haben  jene  Produkte  entweder 
die  Form  QI  (im  zweiten  bis  sechsten  Falle)  oder  die  Form  g/i  (im 
ersten  Falle)  ^  wo  Q  oder  q  den  Faktor  x  dreimal  enthält.  Fügt  man 
nun  zu  QF  eine  konstante  Gerade  G  als  Faktor  hinzu  ^  die  nicht  mit 
F  zusammenfällt;  so  drückt  die  Gleichung 

QFG  =  0 
nach  der  Formel  (6)  {S.  113}  aus,  dassa?  einer  Kurve  dritter  Ordnung 
angehört.  Diese  Kurve  enthält  offenbar  die  neun  Punkte,  welche  das 
Produkt  QF  gleich  Null  machen.  Alle  übrigen  Punkte  jener  Kurve 
geben,  in  Q  statt  x  eingeführt,  eine  Gerade,  welche  die  Gerade  F  in 
dem  Punkte  FG  schneidet.  Lässt  man  nun  die  Gerade  G  in  eine  be- 
liebige andere  Gerade  6r'  übergehen,  welche  J?' in  einem  von  FG  verschie- 
denen Punkte  trifft,  so  drückt  die  Gleichung  Q  FG'  ==  0  eine  Kurve 
dritter  Ordnung  aus,  welche  sich  um  dieselben  neun  Punkte  schlingt. 
Alle  übrigen  Punkte  dieser  Kurve  geben,  statt  x  in  Q  eingeführt,  eine 
Gerade,  welche  die  Gerade  F  in  dem  Punkte  FG'  schneidet,  also  in 
einem  andern  Punkte,  als  wenn  man  in  Q  die  Punkte  der  ersten  Kurve 
einführt.  Beide  Kurven  haben  also  ausser  jenen  neun  Punkten  keine 
Punkte  gemein,  und  man  erhält  also  eine  bewegliche  Kurve  dritter 
Ordnung,  die  sich  um  jene  festen  neun  Punkte  schlingt.  Dasselbe 
ergiebt  sich  in  dem  andern  Falle,  wenn  man  qf^  mit  einem  f  Punkte  14 
^i  kombinirt  und  dann  entsprechend  verfährt.  Also  haben  in  allen 
sechs  Fällen  die  gefundenen  neun  Punkte  die  angegebene  Beschaffenheit. 

Femer  liegen  in  jedem  der  einzelnen  sechs  Fälle  mindestens  drei 
von  den  neun  Punkten  in  gerader  Linie.  So  zum  Beispiel  liegen  in  dem 
ersten  Falle,  wie  sich  unmittelbar  aus  den  Formeln  (1)  in  §  3  ergiebt, 
e,  /i  g  in  der  Geraden  ed^  und  e,  h,  i  in  der  Geraden  ef^.  Es  wird 
genügen,  dies  für  die  einzelnen  Fälle  übersichtlich  zusammenstellen. 

In  gerader  Linie  liegen: 

In  (1)  die  Punkte  e,  f,  g  und  ebenso  6,  ä,  i. 


In  (2)   „ 

V 

^;  fy  ff 

;; 

w 

6,   Ä,    L 

In  (3)    „ 

77 

^7^7   ff 

77 

77 

e,  Ä,  i. 

In  (4)    „ 

?? 

^7  (7  ff 

17 

w 

e,  d,  &. 

In  (5)    „ 

?; 

^7  /;  ff 

w 

;; 

e,  Ä,  i. 

In  (6)    „ 

;; 

ß;  /;  ff' 
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Es  ist  bekannt^  dass,  wenn  von  neun  Punkten ,  um  welche  sich 
eine  bewegliche  Kurve  dritter  Ordnung  schlingen  lässt,  drei  in  gerader 
Linie  liegen ^  die  sechs  übrigen  in  einem  Kegelschnitt  liegen  müssen. 
Also  giebt  es  in  den  ersten  fünf  Fällen  jedesmal  zwei  Kegelschnitte, 
in  welchen  sechs  der  neun  Punkte  liegen  müssen,  in  dem  letzten  giebt 
es  einen  solchen.  Diese  Beziehung  muss  also  durch  die  obigen  Formeln 
gleichfalls  ausgedrückt  sein.  Doch  ist  es  nöthig,  zu  bemerken,  dass 
dieselbe  durch  die  oben  dargestellten  Beziehungen  schon  mitbedingt  ist. 


Wenn  beliebige  neun  Pnnkte  gegeben  sind,   welche  die  in  8  4  be- 

Beiohnete  Lage  haben,  die  Produkte  der  in  8  8  dargestellten  Formen 

BU  finden,  welche  für  die^e  neun  Punkte  verschwinden. 

Es  seien  a,  &, . . .  i  die  neun  gegebenen  Punkte,  welche  der  Be- 
dingung unterworfen  sind,  dass  sich  um  sie  eine  bewegliche  Kurve 
dritter  Ordnung  schlingen  lässt.  Hierzu  tritt  im  ersten  Falle  die  Be- 
dingung hinzu,  dass  e  sowohl  mit  f  und  g  als  auch  mit  h  und  i  in 
gerader  Linie  liege.  Dann  kommt  es  im  ersten  Falle  nur  darauf  an, 
^7  ^19  ^i;  fi  SO  zu  wählen,  dass  den  Gleichungen  (1)  in  §  3  genügt 
wird.  Ja,  da  durch  acht  jener  neun  Punkte  bekanntlich  schon  immer 
der  neunte  bestimmt  ist,  so  kommt  es  nur  darauf  an,  die  Gleichungen 
für  acht  Punkte  zu  erfüllen,  indem  dann  die  Gleichung,  durch  welche 
der  neunte  Punkt  bestimmt  ist,  schon  immer  von  selbst  erfüllt  werden 
15  muss.  Man  wähle  zu  dem  Punkte,  der  unberücksichtigt  bleiben  soll, 
den  Pxmkt  g.  Dann  sagt  die  Gleichung,  durch  welche  der  Punkt  c  in 
(1),  §  3,  bestimmt  ist,  nämlich  c  ^  bb^B,  aus,  dass  c  sowohl  in  66^ 
als  in  B  liegt,  oder,  anders  ausgedrückt,  dass  bc\  und  cB  Null  sind. 
Die  Gleichung  d^dib^Baibd^)  sagt  aus,  dass  d  in  der  Geraden 
d^b^Ba  und  in  bd^  liegt,  das  heisst,  dass  d^b^Bad  =  bd^d  =  0  sei,  oder, 
anders  geschrieben  (nach  (12)  in  der  Einleitung),  dass  daBd^\  imd 
bddy^  Null  sind.  Die  Gleichung  f^ed^B  drückt  aus,  dass  efd^  und 
f'B  Null  sind.  Diese  Ausdrücke,  welche  hiemach  Null  sind,  in  an- 
gemessener Ordnung  zusammengestellt,  sind: 

bdd^,     c,B^     bcbj^j 

efd^,    fB,    daBd^b^. 

Aus   dem   Verschwinden  der  senkrecht  unter    einander   stehenden 
Ausdrücke  folgt  sogleich 

d^-::bd{ef),    B=cf,    b^  =  daBd^Q)c\ 
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Femer  drückt  die  Gleichung  (ä,  i)  =e  ef^ .  [a,  6,  c,  d,  r]  aus,  dass  h 
und  i  in  der  Geraden  ef^  und  in  dem  durch  die  Punkte  a,  &,  c,  d,  r 
gelegten  Kegelschnitte  liegen,  oder,  anders  ausgedrückt,  dass  der  Punkt 
/"i  in  der  durch  die  drei  Punkte  e,  h,  i  gehenden  Geraden  und  der 
Punkt  r  in  dem  durch  die  sechs  Punkte  a,  b,  c,  d^  A,  i  gehenden 
Kegelschnitte  liegt.  Dass  nämlich  diese  sechs  Punkte  in  einem  Kegel- 
schnitte liegen  müssen,  ist  nach  §  4  schon  in  der  Bedingung  ein- 
geschlossen, dass  die  andern  drei  Paukte  e,  f,  g  in  gerader  Linie  liegen. 
Endlich,  die  Gleichung  rEEi  d^f^B  drückt  aus,  dass  r  in  der  Geraden 
d^fi  und  in  der  Geraden  B  liegt.  Da  r  sowohl  in  B  als  in  dem 
Kegelschnitt  [a,  &,  c,  d^  h]  liegt,  so  wird  es  in  einem  der  Durchschnitte 
beider  li^en  müssen.  Der  eine  dieser  Durchschnitte  ist  c,  da  B^E  cf 
ist,  also  ist  r  der  andere,  das  heisst,  es  ist 

(c,  r)^B,[a,  6,  c,  rf,  A]. 

Dann  geben  also  die  beiden  noch  übrigen  Bestimmungen,  dass  f^  in 
d^r  und  in  eh  liegt: 

f,  =  d,r{eh). 

fis  sind  daher  jetzt  B,  b^,  d^,  f^  so  bestimmt,  dass  alle  Gleichungen 
in  (1),  §  3,  vorläufig  mit  Ausschluss  der  Gleichung  g^ed^{ab^,  er- 
f&llt  werden.  Setzt  man  demnach  diese  gefundenen  Werthe  in  das 
Produkt  xaBb^{xb)d^{xe)f^y  so  wird  dasselbe  für  die  acht  Punkte 
x^a , .  .fy  A,  i  gleich  Null  gemacht,  also  auch  durch  den  neunten 
Punkt  g]  und  die  Aufgabe  ist  für  den  ersten  FaU  gelöset.  Es  reicht 
daher  die  Anzahl  der  Gleichungen  in  (1),  §  3,  gerade  zur  f  Bestimmung  i6 
der  sieben  konstanten  Faktoren  des  Produkts  hin.  Man  erwäge,  dass 
jede  Bestimmung  eines  Punkts  (oder  einer  geraden  Linie)  durch  zwei 
Zahlengleichungen  in  (1),  §  3,  durch  welche  die  neun  Punkte  bestimmt 
wurden,  achtzehn  Zahlengleichungen  einschliessen.  Da  jedoch  durch 
acht  Punkte  schon  der  neunte  bestimmt  war,  so  braucht  man  nur 
sechzehn  dieser  Gleichungen  zu  berücksichtigen.  Unter  diesen  Glei- 
chungen sind  aber  zwei,  nämlich  die,  welche  ausdrücken,  dass  e,  /)  g 
und  ebenso  e,  ä,  i  in  gerader  Linie  liegen,  in  den  Bedingungen  der 
Au%abe  eingeschlossen;  es  bleiben  daher  noch  vierzehn  Zahlenglei- 
chungen zu  berücksichtigen.  Dasselbe  gilt  in  allen  übrigen  Fällen, 
mit  Ausnahme  der  sechsten,  wo  nur  die  Punkte  e,  f,  g  in.  gerader 
Linie  liegen  sollen,  also  fünfzehn  Gleichungen  übrig  bleiben.  Jene 
Tierzehn  Zahlengleichungen  reichen  nun  in  unserem  Falle  zur  Be- 
stimmung der  sieben  konstanten  Faktoren  des  Produkts  gerade  hin. 
Dasselbe  gilt  für  den  dritten  und  vierten  Fall,  da  sich  hier  auch  nur 
sieben  konstante  Faktoren  in  dem  Produkte  zeigen.    Hingegen  in  dem 
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zweiten  und  fünften  Falle  erscheinen  acht  konstante  Faktoren ,  und  es 
bleiben  also  hier  noch  zwei  Bestimmungen  willkürlich.  Im  sechsten 
Falle  endlich  kommen  gleich&lls  acht  konstante  Faktoren  yor^  aber 
fünfzehn  Zahlengleichungen;  also  bleibt  hier  nur  eine  Bestimmung 
willkürlich.  Diese  Bemerkung  möge  zum  Leitfaden  bei  der  Lösung 
der  folgenden  Aufgaben  dienen. 

Im  zweiten  Falle  bleiben  zwei  Bestimmungen  willkürlich.  Aus 
den  Gleichungen  für  c  und  d  in  (2)^  §  3,  erhalt  man  dann  folgende 
vier  Ausdrücke  gleich  Null:  cJB,  cC,  daJBD,  dbDC.  Femer  sagt  die 
Gleichxmg  (/,  g)  e^  DEe  .  [a,  6,  c,  d,  r]  aus,  dass  DE  in  der  durch  e,  f,  g 
gehenden  Geraden  liegt,  und  dass  r  in  dem  durch  die  sechs  Punkte 
a,  6,  c,  d,  t\  g  gehenden  Kegelschnitt  liegt.  Die  zugehörige  Gleichung 
r  ^  DEbB  drückt  aus,  dass  r  in  B  liegt  und  DE  in  br.  Nimmt 
man  nun  die  Gerade  JB,  für  welche  nur  die  Bestimmimg  da  war,  dass 
sie  durch  c  gehen  soll,  willkürlich  durch  c  an,  so  ist  der  Punkt  r  als 
zweiter  Durchschnittspunkt  der  Geraden  B  und  des  durch  a,  6,  c,  rf,  f\  g 
gehenden   Kegelschnittes  bestimmt,  das  heisst,  es  ist 

(c,  r)  =  B.[a,  6,  c,  d,  ß. 

Dann  ist  DE  bestimmt,  nämlich  ^e  rb(ef).  Da  nun  D  durch  diesen 
Punkt  und  den  Punkt  daB  geht,  so  ist  auch  D  bestimmt  und  dadurch 
wieder  C,  nämlich 

D  =  rb{ef)(daB),      C  =  dbDc. 

Nimmt  man  noch  die  Gerade  E  willkürlich  durch  den  Punkt  rb{ef) 
an,  so  sind  durch  diese  Annahme  die  bisher  betrachteten  Gleichungen 
17  (2)  aus  §  3  ferfÜllt.  Femer  die  Gleichung  (A,  i)  =  FEe .  [a,  b,  c,  rf,  s\ 
sagt  aus,  dass  FE  in  der  durch  e,  A,  i  gehenden  Geraden  und  s  in 
dem  durch  die  sechs  Punkte  a,  b,  c,  d,  h,  i  gehenden  Kegelschnitt 
liegt.  Endlich  sagt  die  Gleichung  s  ^  DFbB  aus,  dass  s  in  B  und 
in  DFb  liegt;  das  letztere  lässt  sich  so  ausdrücken:  dass  F  in  bsD 
liegt.     Mithin  erhalten  wir 

(c,  s)  -:=  B .  [a,  6,  c,  d,  Ä],      F^  ehE{bsDy, 

wodurch  nun  alle  Gleichungen  in  (2),  §  3,  erfüllt  sind  und  die  Auf- 
gabe für  den  zweiten  Fall  gelöset  ist. 

Im  dritten  Falle  liegt  (nach  §  4)  der  Punkt  e  sowohl  mit  b  und 
g  in  gerader  Linie  als  auch  mit  h  und  L  Daraus  folgt  (nach  §  4) 
dass  die  vier  Punkte  a,  c,  d,  /*  sowohl  mit  b  und  g  in  einem  und  dem- 
selben Kegelschnitt  liegen  als  auch  mit  h  und  i,  wenn,  wie  voraus- 
gesetzt wurde,  a  . . .  i  neun  solche  Punkte  sind,  um  die  sich  eine  be- 
wegliche Kurve  dritter  Ordnung  schlingen  lässt. 
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Ich  werde  nun  von  den  Qleichangen  in  (3),  §  3,  die  Gleichung 
für  g  ganz  unberücksichtigt  lassen  und  aus  der  Gleichung  für  f  nur 
die  Bestimmung  aufnehmen,  dass  f  in  B  liegen  soll.  Dann  geben  die 
Gleichungen  für  c  und  d: 

0  =  hch^  =  cB  =  ad\  =  dE, 

woraus  man,  da  auch  f  in  B  liegt, 

Brrcf,     h^^hc{ad),     dE  =  0 

erhalt.  Die  Gleichung  (ä,  i)  eh  JSJPc.  [a,  6,  c,  r,  s]  drückt  aus,  dass 
EF  in  der  durch  e,  h  und  i  gehenden  Geraden,  und  dass  die  Punkte 
r  und  s  in  dem  durch  die  fünf  Punkte  a,  &,  c,  h,  i  gelegten  Kegel- 
schnitt li^en.  Die  hiezugehörigen  Gleichungen  r^BF,  s^ah^F 
sagen  aus,  dass  r  in  J?,  ^  in  ah^  liegt  und  F  durch  die  Punkte  r  und 
s  geht.     Man  erhalt  also: 

(c,  r)  ^  JB .  [a,  6,  c,  ä,  i],    (a,  s)  .  .  a6i  .  [a,  fc,  c,  Ä,  ij,     FzE^rs. 

Endlich  bestimmt  sich  E  dadurch,  dass  es  durch  den  Punkt  d  geht 
und  EF  in  eh  liegt,  das  heisst  E  in  6%F;  also  ist 

EE^ehFd. 

Hierdurch  sind  alle  Konstanten  des  Produkts  xaB\{xh){xeE)F  be- 
stimmt; und  zwar  so,  dass  dies  Produkt  für  die  Punkte  a,  &,  c,  d^  e,  h,  i 
gleich  Null  wird.  Bezeichnet  man  die  beiden  übrigen  Punkte,  für  die 
jenes  Produkt  Null  wird,  für  den  Augenblick  mit  f  und  g\  so  muss 
nach  den  Formeln  (3),  §  3,  einer  derselben,  zum  Beispiel  f^  in  B^cf 
li^n,  der  andere,  g\  in  e&;  und  dann  muss  f  nach  §  4  mit 
0,  c,  d,  Ä,  i  und  mit  a,  r,  d,  fc,  ^r'  in  einem  Kegelschnitte  liegen. 
Es  wird  also  f  dadurch  bestimmt,  und  zwar  auf  gleiche  Weise  f  wie  fy  18 

Dämlich: 

ic,f)-^(c,n-S.la,c,d,h,il 
und  ebenso: 

(6,  g)  =  (6,  g')  =  eb,  [a,  c,  d,  6,  /]. 

Also  wird  jenes  Produkt  für  die  neun  gegebenen  Punkte  gleich  Null, 
und  die  Aufgabe  ist  auch  für  den  dritten  Fall  gelöset. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  für  die  übrigen  Falle  hat  nun  keine 
Schwierigkeiten,  und  es  wird  genügen,  die  Formeln  zusammenzustellen. 
Der  Uebersicbt  wegen  füge  ich  auch  die  Formeln  für  die  ersten  drei 
Falle  hinzu. 

K  =  hdief),     B  BE  cf,  \  =  daBd,  (bc),     (c,  r)  -  B .  [«,  b,  c,  d,  h\, 


(3)| 
(4)j 
(5)1 

C6) 
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fcJB  =  0*),     (c,r)~B.[a,b,c,d,n,     (c,  s)  =  B.la,  b,  c,  d,  K], 
\rh(ef){daE),     C  =  dbDc,  rh(ef)E  =  0*),  F^ehE{h$D). 

\B:~cff  hiE±bc(ad\  (f,r)~":B.[a,  6,  c,  Ä,i],  (a,s).:i.-:ad.[a,6,c,Ä,  «J, 
F~rs,  E^ehFd. 

\B^cg,  h^=hc{af),  E—gf,  d^\.  adBh^Q)d\  ic,r)\:^B.{a,h,c,d,h\, 

F      rd^Eh. 

[65=0*),  C=hc,  D=df,b^E.2daB{Dq(ac\{d,r)^j-D.[a,b,e,d,hl 
fE  =  0*),  F—ehEr, 

hB  =  0*),  C  =be,  D^  de,  E  --:  ef,  b, :  .  daB{DC){ac\ 
{b,r)  =  B  ,\a,b,cj,g\{r,c^)      rb^.[a,b,c,f,g\ 

F^zSc^Eh. 

Es  ist  noch  zu  bemerken^  dass  in  den  drei  letzten  Fallen  die 
Formeln  so  gebildet  sind,  dass  in  (4)  der  Punkt  e,  in  (5)  der  Punkt  g, 
in  (6)  der  Punkt  i  als  derjenige  gewählt  ist,  welcher  unberücksichtigt 
bleibt.  Die  Art,  wie  derselbe  aus  den  übrigen  acht  Punkten  bestimmt 
ist,  ergiebt  sich  leicht  aus  den  in  §  4  für  tlie  einzelnen  Fälle  ge- 
stellten Bedingungen.  Nämlich  im  vierten  Falle  liegt  e  sowohl  mit  g 
und  f  als  mit  b  und  d  in  gerader  Linie;  mithin  ist  dann  e  b=  gf(bd). 
Im  fünften  Falle  liegt  (nach  §  4)  gr  in  der  Geraden  ef  und  in  dem 
durch  a,  b,  c,  d,  f  gelegten  K^elschnitt^  abo  ist  dann 

(/;  ?)  =  «/*•[«,  &,  Cj  f  fi- 
lm letzten  Falle  endlich  liegt  i  (nach  §  3)  in  dem  durch  a,  6,  r,  dj  h 
19  gelegten  Kegelschnitt,  und  (nach  §  3)  zugleich  in  der  Geraden  F,  die 
durch  h  geht,  abo  ist 

(Ä,  i)  =  F.[a,  b,c,  d,  A]. 

Es  ist  leicht,  nach  den  sechs  Formelgruppen  die  Konstruktionen 
auf  dem  Papiere  auszuführen,  indem  alle  die  Formeln  nur  Symbole  für 
geometrische  Konstruktionen  sind.  Auch  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass 
sie  sich  alle  bloss  mittels  des  Lineals  machen  lassen.  Denn  wo  dort 
auf  die  Durchschnitte  einer  Geraden  und  eines  Kegelschnitts  zurück- 
gegangen wird,  ist  der  eine  dieser  Durchschnitte  schon  immer  bekannt. 
Es  werde  zum  Beispiel  der  Punkt  x  in 

(ö;  ^)  ^-  <•  [ö,   ^y   C,   d,  C\ 

*)  Diese  Gleichungen  sollen  ausdrücken,  dass  die  Gerade,  die  den  letzten 
Faktor  bildet,  willkürlich  durch  den  Punkt,  mit  dem  sie  multiplicirt  ist,  gelegt 
werden  kann. 
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gesucht,  so  hat  man,  "wenn  man  das  mystische  Sechseck  axhcde  be- 
schreibt, nach  dem  PascaFschen  Satze  sogleich 

0  =  bc{ea)[cd .  ax\{de)hx. 

Hier  kann  man  statt  ax  die  Linie  af  setzen,  da  nach  der  Annahme  x 
in  af  liegen  soll.  Dann  drückt  die  gefundene  Qleichung  aus,  dass  x 
auch  in  der  Geraden  bc(ea)[ed .  af']{de)h  liegt,  also  hat  man 

X  'zE2  hc{ea)[cd  .  af](de)b(af). 

Die  wirkliche  Ausführung  der  Konstruktionen  nach  der  obigen 
Formelntafel  ist  von  wesentlichem  Nutzen;  doch  habe  ich  nicht  die 
zugehörigen  Figuren  beigefügt,  weil  es  wesentlich  ist,  die  allmähliche 
Fortschreitung  der  Konstruktion  zu  verfolgen,  welche  in  einer  ge^ 
zeichnet  vorliegenden  Figur  doch  immer  verschwindet. 

Vermöge  der  erlangten  Resultate  lässt  sich  nun  die  Erzeugung 
der  Kurven  vierter  Ordnung  auf  die  einfache  Aufgabe  zurückführen: 
die  Projektivität  zwischen  zwei  Strahlenbüscheln,  oder  zwischen  einem 
Strahlenbüschel  und  einer  Geraden,  durch  ein  planimetrisches  Produkt 
darzustellen. 

§6. 

Die  Projektivität  zweier  Strahlenbüsohel  durch  ein  planimetriBOhes 

Produkt  darzustellen. 

Es  seien  drei  Strahlen  P^,  Pg,  Pj  (Fig.  31),  die  durch  einen 
Punkt  /*!  gehen,  und  drei  ihnen  entsprechende  Strahlen  L^,  Lj,  Lg, 
die  durch  einen  Punkt  k  gehen, 
gegeben.  Bekanntlich  wird  durch 
drei  Paare  entsprechender  Strahlen 
die  Projektivität  zweier  Strahlen- 
büschel bestimmt.  Es  seien  l^,  /g,  /g 
die  Durchschnittspunkte  jener  drei 
entsprechenden  Strahlenpaare.  Liegen 
nun  ?!,  ?2;  h  ^^  einer  Geraden  (?,  so 
ist  La^r.  PaGl'j  für  die  Indices 
Q  =  1,  2,  3,  und  die  beiden  Strahlen- 
büschel sind  perspektivisch.  Liegen 
aber  Z^,  ?,,  /j  nicht  f  in  gerader  Linie, 
so  setze  man  IJ^  ez^  G,  1^1^  _  H  und 
L^P^^nig^,     Dann  ist  offenbar 

Jja^^  Pa^f/lHJxy  Pig.  31. 

für  a  =  1,  2,  3,  wie  es  der  blosse  Anblick  von  Fig.  31   zeigt,  und  es 
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ist  unmittelbar  klar^  dass^  wenn  man  noch  beliebig  viele  Strahlen  La 
durch  f^  zieht  und  das  zugehörige  Pß  durch  die  obige  Gleichung  be- 
stimmt, La  und  Pa  entsprechende  Strahlen  zweier  projektivischer  Strali- 
lenbüschel  werden.     Also  ist  die  Aufgabe  gelöset. 


§7. 

Die  ProjekÜvität  eines  Strahlenbüsohels  und  einer  Geraden  durch 

ein  planimetrisohes  Produkt  darzustellen. 

Auch  diese  Projektivität  wird  bekanntlich  durch  drei  Paare  ent- 
sprechender Elemente  bestimmt.  Es  seien  p^,  p^,  p^  drei  Punkte  einer 
Geraden  F  und  Z^,  Zj,  ig  ^^^^  Strahlen  durch  einen  Punkt  Ä*.  Man 
verbinde  2h  y  P27  Ih  ™^*  einem  beliebigen  Punkte  a,  so  erhält  man  drei 
Strahlen,  die  wir  Pj,  P^,  Pj  nennen  wollen.  Dann  lassen  sich  nach 
§  0  zwei  Linien  B  und  i)  und  ein  Punkt  e  von  der  Art  finden,  dass 
für  die  Indices  a  =  1,  2,  3  jedesmal  La       PaBcDJc  ist,  also 

La  i  -padBcDk, 

Nimmt  man  überhaupt  einen  beliebigen  Punkt  p  in  der  Geraden 
F  an  und  setzt  L  ^2  paBcDh,  so  sind  p  und  L  entsprechende  Ele- 
mente der  punktirten  Geraden  F  und  des  Strahlenbüschels  A*,  während 
p^  und  Lj,  p^  und  L^,  p^  und  L^  entsprechende  Elemente  derselben 

projektivischeu  Gebilde  sind.  Nun  lassen 
sich  in  der  Geraden  F  stets  zwei 
Punkte  finden,  welche  in  den  ihnen 
entsprechenden  Geraden  liegen.  Man 
hat  nämlich  für  einen  solchen  Punkt 
p  nur  die  Gleichung  paBcDhp  =  0 
zu  erfüllen.  Diese  giebt,  als  Ort  des 
Punktes  p,  einen  Kegelschnitt;  mithin 
sind  die  Punkte,  in  welchen  dieser 
Kegelschnitt  die  Gerade  F  schneidet, 
die  gesuchten  Punkte.  Es  können  diese 
Punkte  imaginär  sein,  aber  da  die  Kon- 
struktionen mittels  imaginärer  Punkte 
stets  nach  einem  allgemeinen  Verfahren  ohne  Schwierigkeit  auf  Kon- 
struktionen mittels  reeller  Punkte  sich  zurückführen  lassen,  so  braucht 
man  auf  diesen  Fall  keine  besondere  Rücksicht  zu  nehmen.  Es  seien 
nun  jene  beiden  Punkte  p^  und  ^5.  Dann  sind  L^  ^^  hp^  und  Lr,  ^  hpr, 
(Fig.  32).    Nun  ziehe  man  durch  p^  eine  beliebige  Gerade  G  und  setze 
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GL^p^L^  :. :  g^y  so  zeigt  der  blosse  Anblick  der  Figur,  dass  La^Paffi Gh 
för  a  =  3,  4,  5;  also  gilt  diese  Gleichung  auch  für  jedes  Elementen- 
paar, welches  mit  diesen  drei  f  Paaren  projektivisch  ist,   mithin  auch  21 
für  die  Elementenpaare  L^  und  p^,  L^  und  p^,  das  heisst,  es  ist 

La^PagiGTc, 
auch  für  die  Indices  a  =  1,  2,  3,  und  die  Aufgabe  ist  gelöset. 


§8. 

ETBeiigung  der  Kurven  vierter  Ordnung  durch  die  in  §  1  dar- 
gestellten Bewegungen. 

Ich  erinnere  hier  an  einen  Satz,  den  ich  in  einer  früheren  Ab- 
handlung (Crelle's  Journal  Band  42,  S.  207  {hier  S.  103})  für  Kurven 
w-ter  Ordnung  bewiesen  habe,  und  welcher  für  Kurven  vierter  Ordnung 
folgendermassen  lautet: 

Wenn  man  durch  drei  Dwchschnittspunkte  einer  Kurve  merter  Ord- 
nung und  einer  Geraden  eine  Kurve  dritter  Ordnung  legt,  so  schneidet 
sie  die  erstere  ausserdem  noch  in  neun  solchen  Punkten,  durch  welche 
sich  eine  bewegliche  Kurve  dritter  Ordnung  legen  lässt  Diese  schneidet 
die  Kurve  vierter  Ordnuug  ausserdem  in  drei  Funkten,  welche  in  einer 
hewegliclien,  um  einen  festen  Punkt  dieser  Kurve  rotirendcn  Geraden  liegen. 

Die  Bedingungen,  welche  wir  in  §  4  für  die  neun  Punkte  a  .  .  ,i 
aufstellten,  waren:  erstens,  dass  sich  um  sie  eine  bewegliche  Kurve 
dritter  Ordnung  schlingen  lasse,  und  zweitens,  dass  im  sechsten  Falle 
drei  Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  in  den  übrigen  Fällen  ein  Punkt  (e) 
mit  zwei  Punktepaaren  in  geraden  Linien  liege.  Der  Symmetrie  wegen 
kann  man  annehmen,  dass  auch  im  sechsten  Falle  e,  h  und  i  in  gerader 
Linie  liegen,  also  e  sowohl  mit  /*  und  g  als  {auch}  mit  h  und  i  in 
gerader  Linie  liege. 

Nun  lassen  sich  in  jeder  gegebenen  Kurve  vierter  Ordnung  Sl 
nach  dem  angegebenen  Satze  stets  neun  solche  Punkte  finden,  welche 
diesen  Bedingungen  genügen.  Nämlich,  man  nehme  in  der  Kurve  Sl 
einen  beliebigen  Punkt  e  an,  ziehe  von  ihm  zwei  Gerade  und  wähle 
auf  jeder  unter  den  drei  Punkten,  in  welchen  sie  die  Kurve  ausser  e 
noch  schneidet,  zwei  Punkte  aus;  durch  diese  zwei  Punktepaare,  durch 
den  Punkt  e  und  durch  drei  der  Durchschnittspunkte  einer  dritten 
Geraden  L^  mit  der  Kurve  lege  man  eine  beliebige  Kurve  dritter 
Ordnung  hindurch,  so  schneidet  dieselbe  die  Kurve  Ä  noch  in  vier 
Punkten,  welche  mit  e  und  den  zwei  Punktepaaren,   die   in  den  von  e 

9* 
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gezogenen  Geraden  liegen^  zusammen  neun  Punkte  bilden,  die  allen  in 
§  4  aufgestellten  Bedingungen  genügen. 

Es  lässt  sich  also  vermöge  der  Konstruktionen  in  §  5  stets  ein 
Produkt  finden,  welches  verschwindet,  wenn  der  darin  vorkommende 
22  Faktor  x  mit  irgend  einem  jener  neun  Punkte  zusammenfällt,  f  und 
welches  eine  beliebige  der  dort  angeführten  sechs  Formen  hat.  Dies 
Produkt  stellt  in  dem  ersten  der  sechs  FäUe  eine  variable  Gerade  vor, 
die  durch  den  festen  Punkt  f^  geht  und  die  wir  in  der  zugehörigen 
Fig.  24  mit  P  bezeichnet  haben;  in  den  übrigen  fünf  Fällen  stellt 
jenes  Produkt  einen  variablen  Punkt  vor,  der  in  der  festen  Geraden  F 
liegt  und  den  wir  in  den  zugehörigen  Fig.  25  bis  29  mit  p  bezeichneten. 
In  allen  Fällen  ist  dies  Produkt  in  Beziehung  auf  x  vom  dritten 
Grade.  Der  Ort  derjenigen  Punkte  x,  welche,  in  das  Produkt  ein- 
geführt, demselben  einen  konstanten  Werth  geben,  ist  eine  Kurve 
dritter  Ordnung,  welche  sich  um  jene  neun  Punkte  schlingt.  In  der 
That:  soll  das  Produkt  p  mit  einem  konstanten  Punkte  ^^  (in  F)  zu- 
sammenfallen und  ist  T^  eine  beliebige  durch  2>^  gezogene  konstante 
Gerade,  so  hat  man  die  Gleichung 

welche  eine  Kurve  dritter  Ordnung  als  Ort  von  x  darstellt,  und  welche 
ausdrückt,  dass  j)  in  dem  Durchschnittspunkt  jp^  von  P^  und  F  Tällt. 

Stellt  man  sich  drei  solcher  Punkte  2>i,  2?,,  ^j  ^^  ^  vor,  so  erhält 
man  drei  Kurven  dritter  Ordnung,  welche  sich  um  jene  neun  Punkte 
a  , .  A  schlingen  und  deren  übrige  Punkte,  statt  x  m  y  eingeführt, 
j)  beziehlich  ^^i,  i>2,  Pj  machen.  Naöh  dem  zu  Anfange  dieses  Para- 
graphen angeführten  Satze  schneidet  jede  dieser  drei  Kurven  die 
gegebene  Kurve  SL  noch  ausserdem  in  drei  Punkten,  die  in  gerader 
Linie  liegen.  Es  werde  diese  Gerade,  in  Hinsicht  auf  die  drei  Kurven, 
beziehlich  mit  i^,  i,,  L^  bezeichnet.  Diese  drei  Geraden  schneiden 
sich,  nach  demselben  Satze,  in  einem  festen  Punkte  der  gegebenen 
Kurve.  Es  sei  Ä  der  feste  Punkt.  Dann  hat  man  drei  Punkte 
Vij  A?  A  ^^  ^®^  Geraden  F  und  drei  ihnen  entsprechende  Geraden 
Li,  Lg,  Lj  durch  den  Punkt  ä  und  kann  also  nach  §  7  eine  Gerade  G 
und  einen  Punkt  g^  von  der  Art  finden,  dass  Lq  :i2pa9iCrk  ist,  für  die 
Indices  q  =  1,  2,  3.    Nun  ist  die  Gleichung 

PagiGkx=0, 

nach  Formel  (6),  die  Gleichung  einer  von  x  beschriebenen  Kurve  vierter 
Ordnung.  Dieselbe  hat  mit  il  gemein:  erstens  die  neun  Punkte  a.../, 
welche,  statt  x  gesetzt,  das  Produkt  p  gleich  Null  machen,  femer  den 
Punkt  k  und  endlich  die  neun  Punkte,  in  welchen  die  drei  Geraden  L^ 
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die  Kurve  Sl  ausser  e  noch  schneiden;  denn  f&r  diese  Punkte  ver- 
wandelt sich  nach  dem  Ohigen  ^  in  pa,  also  wird  dann  La^^PaOiG^, 
und  da  x  in  L^  liegt,  so  wird 

Pa9i(rhx=0:^ 

das  heisst,  es  sind  diese  neun  Punkte  auch  Punkte  der  durch  die  23 
letzte  Gleichung  dargestellten  Kurve.  Also  hat  diese  Kurve  mit  U 
schon  neunzehn  Punkte  gemein,  und  schon  4*  +  1  =  17  genügen 
allgemein  zur  Bestimmung  einer  Kurve  vierter  Ordnung.  Also  ist  die 
durch  die  obige  Gleichung  dargestellte  Kurve  mit  der  gegebenen  Kurve 
Sl  identisch. 

Wir  haben  somit  die  Erzeugbarkeit  aller  Kurven  vierter  Ordnung 
durch  die  in  den  Formeln  (2)  bis  (G)  des  §  1  dargestellten  Bewegungen 
nachgewiesen.  In  der  ersten  jener  Formeln  ist  das  Produkt,  bis  zum 
Faktor  f^  hin,  eine  variable,  durch  den  Punkt  f\  gehende  Gerade,  die 
wir  mit  P  bezeichneten.  Soll  P  mit  einer  konstanten  Geraden  P^  zu- 
sammenfallen und  ist  p^  ein  beliebiger,  von  f\  verschiedener,  konstanter 
Punkt  dieser  Geraden,  so  hat  man  die  Gleichung 

welche  eine  Kurve  dritter  Ordnung  als  Ort  von  x  darstellt,  und  welche 
ausdrückt,  dass  die  Gerade  P  durch  den  Punkt  p^  geht,  das  heisst,  da 
P  auch  durch  f^  geht,  mit  der  Geraden  p^f^  E^  P^  zusammenfallt.  Stellt 
man  sich  drei  solche  Geraden  P^,  Pg,  P3  vor,  welche  durch  f\  gehen, 
80  erhält  man  drei  Kurven  dritter  Ordnung,  welche  sich  um  diejenigen 
neun  Punkte  a  . .  .%  schlingen,  die  P  gleich  Null  machen,  während  die 
übrigen  Punkte  jener  Kurven,  statt  a;  in  P  eingeführt,  diesem  beziehlich 
die  drei  Werthe  Pj,  P„  P3  geben.  Diese  drei  Kurven  schneiden 
wieder  die  Kurve  Sl  in  je  drei  Punkten,  welche  beziehlich  in  drei  Ge- 
raden ij,  L^j  L^  liegen,  während  diese  drei  Geraden  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  k  der  Kurve  1^  begegnen. 

Nun  lassen  sich  nach  §  6  stets  zwei  Gerade  G  und  H  und  ein 
Punkt  (j^  von  der  Art  finden,  dass  PaGgi Gh  ^  L^  wird,  für  a=  1,  2,  3. 
Sind  Gj  g^j  H  auf  diese  Weise  bestimmt,  so  ist  die  Gleichung 

PGg,Hkx  =  0 

die  einer  von  x  beschriebenen  Kurve  vierter  Ordnung,  welche  mit  der 
Kurve  Sl  erstens  die  neun  Punkte  a  ,  ,  .  i  gemein  hat,  welche  statt  x 
gesetzt,  das  Produkt  P  verschwinden  machen;  femer  hat  man  den 
Punkt  k  und  endlich  die  neun  Punkte,  in  welchen  die  drei  Geraden  La 
die  Kurve  Sl,  ausser  dem  Punkte  e,  noch  schneiden.     Das  giebt  neun- 
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zehn  gemeinschaftliche  Punkte:  also  fallen  beide  Kurven  zusammen, 
und  es  ist  die  Erzeugbarkeit  der  Kurven  vierter  Ordnung  durch  die 
in  (1\  §  1,  bezeichnete  Bewegung  gleichfalls  dargethan;  folglich  ist 
der  Beweis  des  an  die  Spitze  gestellten  Satzes  vollendet. 

Vereinfachung  der  in  §  8  angegebenen  Konatruktion. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gefundene  Konstruktion  der  Kon- 
stanten wurde  durch  drei  Kurven  dritter  Ordnung  vermittelt,  und  zwar 
durch  die  Durchschnitte  dieser  Kurven  mit  der  gegebenen  Kurve  vierter 
Ordnung.  Es  lassen  sich  nun  leicht  diesen  Kurven  dritter  Ordnung 
gerade  Linien  substituiren,  indem  man  die  Kurven  dritter  Ordnung  in 
drei  gerade  Linien  zerfallen  lasst,  oder  wenigstens  in  eine  Qerade  und 
einen  Kegelschnitt.  Die  erste  Kurve  dritter  Ordnung,  die  wir  an- 
wandten, legten  wir  durch  acht  Punkte  der  gegebenen  Kurve  vierter 
Ordnung  Ä,  von  denen  drei  in  einer  geraden  Linie  L^  lagen  und  vier 
paarweise  auf  zwei  durch  den  achten  Punkt  (e)  gelegten  Geraden  ver- 
theilt  waren. 

Es  lassen  sich  diese  acht  Punkte  insbesondere  so  legen,  dass  sich 
durch  sie  eine  in  drei  gerade  Linien  zerfallende  Kurve  dritter  Ordnung 
legen  lässt.  Man  ziehe  zu  dem  Ende  von  einem  Punkt  e  der  Kurve 
ß  zwei  Gerade  M  und  N^  wähle  von  den  übrigen  drei  Durchschnitts- 
pimkten  dieser  Geraden  mit  i^  auf  jeder  zwei  Durchschnitts  punkte  aus, 
ziehe  durch  die  so  gewählten  vier  Punkte  zwei  neue  Geraden  Q  und 
Rj  deren  jede  Sl  noch  in  zwei  Punkten  schneidet;  durch  zwei  dieser 
vier  Durchschnittspunkte  lege  man  eine  von  den  vorigen  verschiedene 
Gerade  Lj,  welche  wiederum  die  Kurve  Sl  noch  in  zwei  Punkten 
schneidet;  einer  derselben  sei  k,  durch  den  andern  lege  man  eine  zu- 
gleich durch  e  gehende  Gerade  S.  Dann  ist  der  Verein  der  drei  Ge- 
raden Q,  jR,  S  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  durch  acht  Punkte 
von  der  vorhin  gegebenen  BeschafiFenheit  geht.  Durch  den  Verein 
dieser  drei  Geraden  werden  dann  die  neun  Punkte  a . .  .  i  als  Durch- 
schnitte derselben  mit  £1  bestimmt.  Dieser  Verein  kann  zugleich  als 
eine  der  drei  durch  a , .  .i  geschlungenen  Kurven  dritter  Ordnung 
gesetzt  werden  (wir  setzen  sie  statt  der  ersten  jener  drei  Kurven). 

Femer  sei  x  ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden  Jf,  welche  durch 
drei  jener  neun  Punkte  geht;  doch  werde  x  so  gewählt,  dass  es  in 
keinen  dieser  drei  Pimkte  fällt.  Dann  zerfällt  oflFenbar  die  Kurve 
dritter  Ordnung,  welche  durch  x  und  jene  neun  Punkte  geht,  in  die 
Gerade    M  und   in  einen   Kegelschnitt.     Wir  setzen  diese  zerfallende 
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Kurve  dritter  Ordnung  als  die  zweite  jener  drei  Kurven.  Wenn  man 
dann  den  vierten  Punkt,  in  welchem  M  die  gegebene  Kurve  Ä  schneidet, 
mit  h  verbindet,  so  ist  die  Verbindungslinie  diejenige  Linie,  die  oben 
mit  ig  bezeichnet  wurde.  Verfahrt  man  ebenso  mit  der  Geraden  N 
und  setzt  die  daraus  hervorgehende  Kurve  dritter  Ordnung  als  die 
dritte  jener  drei  Kurven,  so  erhält  man  durch  eine  entsprechende  Kon- 
struktion die  Gerade,  die  wir  oben  mit  L^  bezeichneten.  Zu  diesen  25 
drei  Geraden  L^,  2^,  L^  finden  sich  nun  leicht  die  entsprechenden 
Punkte  (oder  Geraden)  p^y  p^,  p^  (oder  Pj,  P„  Pj),  wenn  man  in  das 
Produkt  p  (oder  P)  einen  beliebigen  Punkt  x  einführt,  welcher  be- 
ziehlich  in  den  Geraden  Q,  M,  N  liegt,  ohne  jedoch  mit  einem  der 
neun  Punkte  a  . . .  i  zusammenfallen. 

So  ist  also  die  beabsichtigte  Vereinfachung  vollendet,  und  man 
sieht,  wie  alle  Konstruktionen,  selbst  wenn  die  Kurve  Ä  nicht  ge- 
zeichnet ist,  sondern  nur  vierzehn  Punkte  derselben  gegeben  sind,  ent- 
weder mittels  des  Lineals  ausgeführt  werden  können  oder  doch  von 
der  Art  sind,  dass  sie  höchstens  auf  die  Lösung  einer  Gleichung 
zweiten  Grades,  also,  geometrisch  gesagt,  auf  den  Durchschnitt  einer 
Geraden  und  eines  durch  fünf  Punkte  gegebenen  Kegelschnitts  zurück- 
geführt werden  können.  Die  Durchschnittspunkte  einer  Geraden  und 
eines  durch  fünf  Punkte  gehenden  Kegelschnitts  lassen  sich  aber  nach 
Steiner  mittels  des  Lineals  und  eines  in  der  Ebene  der  Zeichnung  an- 
genommenen beliebigen  festen  Kegelschnitts  (der  jedoch  nicht  in  zwei 
gerade  Linien  zerfallen  darf)  ausführen.  Also  kann  man  mit  diesen 
Hülfsmitteln  auch  die  festen  Punkte  und  geraden  Linien  konstruiren, 
in  denen  sich  in  jedem  der  sechs  Fälle  die  Geraden  und  die  Punkte 
der  veränderlichen  Figur  bewegen  müssen,  um  eine  durch  vierzehn 
Punkte  gegebene  Kurve  vierter  Ordnung  zu  erzeugen. 

Stettin,  im  December  1851. 


vm. 


Allgemeiner  Satz  über  die  lineale  Erzeugung  aller 
algebraischen  Oberflächen. 


Von 

Prof.  H.  Orassmann, 

Oberlehrer  am   Gynmaiio  zn  Stettin. 


Crelle's  Journal  Bd.  49,  Heft  I,  S.  1—9  (1856). 


Nachdem  ich  in  einer  Reihe  von  Anfsatzen  die  lineale  Erzengbar- 
keit  der  algebraischen  Kurvm  in  der  Ebene  nachgewiesen  habe,  will 
ich  das  Gleiche  nun  auch  für  die  algebraischen  Oberflächen  thun. 

unter  linealer  Konstruktion  im  Räume  verstehe  ich  die  Verbindung 
dreier  Punkte  durch  eine  Ebene  und  jede  hierauf  zurückfiihrbare  Kon- 
struktion; und  zwar  gleichviel,  ob  die  drei  Punkte  alle  drei  in  end- 
licher Entfernung  liegen  oder  beliebige  davon  in  unendlicher  Ent- 
fernung sich  befinden.  Hierin  ist  schon  eingeschlossen  die  Verbindung 
zweier  Punkte  a  und  b  durch  eine  Gerade.  Denn  legt  man  durch  a 
und  b  eine  beliebige  Ebene  und  nimmt  ausserhalb  derselben  einen 
beliebigen  Punkt  c  an,  so  ist  der  Durchschnitt  jener  Ebene  und  der 
Ebene  abc  die  gesuchte  Gerade.  Der  Bequemlichkeit  wegen  werde 
ich  Punkte,  gerade  Linien  und  Ebenen  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Namen  Elemente  bezeichnen.  Der  zu  erweisende  Satz  über  die  Er- 
zeugung der  algebraischen  Oberflächen  lässt  sich  dann  in  folgender 
Form  aussprechen: 

Wenn  die  Lage  eines  Punktes  x  (oder  eitler  Ebetie)  im  Baume 
dadurch  beschränkt  ist,  dass  zivei  gerade  Liniepi,  tielche  durch  lineale 
Konstruktionen  cms  x  und  einer  Beihe  fester  Elemefite  hervm*gehefi,  in 
derselben  Ebene  liegen  sollen j  so  ist  der  Ort  von  x  eine  algebraische 
Oberfläche,  und  zwar  ist  sie  ein  Gebilde  n-ten  Grades,  wenn  bei  jenmi 
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Konstruktionen  x  im  Ganzen  n-mcd  angewendet  ist.    Umgekehrt  lässt  sich 
jede  algebraische  Oberfläche  auf  die  angegebene  Weise  erzeugen. 

Nämlich  zur  Konstruktion  von  x  selbst  ist  x  eben  einmal  an- 
gewandt, zur  Konstruktion  der  festen  Elemente  keinmal.  Wenn  femer 
X  zur  Konstruktion  zweier  Elemente  beziehlich  a-mal  und  b-mal  an- 
gewandt ist,  so  ist  es  zur  Konstruktion  der  Verbindungs-Linie  oder 
-Ebene  oder  des  Durchschnitts  beider  (a  -|-  b)-mal  angewandt,  um 
den  Begriff  des  Gebildes  w-ten  Grades  scharf  zu  fassen,  will  ich  die- 
jenige Koordinatenbestimmung  zu  Grunde  legen,  welche  durch  die 
Symmetrie  ihrer  Formeln  und  durch  die  Allgemeingültigkeit  f  ihrer  2 
Resultate  vor  jeder  andern  den  Vorzug  hat.  Nämlich  wenn  x^,  x^, 
Xj,  x^  vier  veränderliche  Grössen  sind,  die  jedoch  nicht  alle  gleich- 
zeitig Null  sein  dürfen,  und  rr^ :  Xq,  x^  :  Xq,  x^  :  Xq  die  rechtwinkligen 
oder  schiefwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  rr  sind,  so  werde  ich 
Xq,  x^,  x^,  x^  die  vier  Koordinaten  des  Punktes  x  nennen.  Durch  ihre 
Verhältnisse  ist  die  Lage  des  Punktes  x  bestimmt,  unter  einem  Punkt- 
gebilde w-ten  Grades  verstehe  ich  nun  die  Gesamtheit  der  Punkte, 
deren  vier  Koordinaten  einer  in  Bezug  auf  sie  homogenen  Gleichung 
t*-ten  Grades  genügen.  Hieraus  geht  dann  der  Begriff  des  Ebenen- 
gebildes nrten  Grades  durch  Beciprocität  hervor;  und  danach  wird  das 
Verständniss  des  obigen  Satzes  keine  Schwierigkeit  haben.  Noch  füge 
ich  hinzu,  dass  man  statt  der  Bedingung  zweier  in  derselben  Ebene 
liegender  Geraden  auch  die  Bedingung,  dass  vier  Punkte  in  derselben 
Ebene  liegen  (oder  vier  Ebenen  durch  denselben  Punkt  gehen)  sollen, 
hätte  setzen  können,  indem  mit  der  einen  dieser  Bedingimgen  auch 
jedesmal  die  andere  erfüllt  ist. 

Den  Beweis  des  obigen  Satzes,  welcher  in  meiner  Ausdehnungs- 
lehre (§  145  {Ges.  Werke  I,  1,  S.  245,  246})  aus  den  Prinzipien  der 
geometrischen  Analyse  sich  unmittelbar  ergab,  will  ich  hier  auf  die 
gewöhnliche  Analyse  gründen. 

Die  Gleichung  der  Ebene  ist  bekanntlich: 

(i)  a^XQ  +  a^x^  +  cc^x^  -f  a^x^  =  0. 

Dieselbe  drückt  aus,  dass  der  Punkt,  dessen  vier  Koordinaten  Xq,  x^, 
x^j  .Tg  sind,  in  einer  festen  Ebene  liegt.  Ich  will  cr^,  a^,  Og,  f^  die 
Koordinaten  dieser  Ebene  nennen.  Dann  drückt  also  die  Gleichung  (1) 
aus,  dass  der  Punkt  x,  dessen  Koordinaten  t^,  rCj,  x^y  x^  sind,  in  einer 
Ebene  liegt,  deren  Koordinaten  a^,  a^,  «j,  «.j  sind.  Sollen  daher  vier 
Punkte  a,  6,  c,  r,  deren  Koordinaten  die  Indices  0,  1,  2,  3  markiren 
mögen,  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  so  erhält  man,  wenn 
«Q,  «1,  a^y  «3  die  Koordinaten  dieser  Ebene  sind,  die  vier  Gleichungen: 
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«0^0  +  «l'^l  +  «2*2  +  «8*3  =  ^K 
«0^0  +  «1^1  +  «2^2  +  «3^3  =  ^y 
«0^0    +  «1^1    +  «2^2   +  «3^%  =  0. 

Diese    GleichuDgen   können   zusammen   nur  bestehen,    wenn   ihre 
Deiermina}it4i  Null  ist;  das  heisst,  setzt  man 


(2) 


so  ist 


z/  =  Det 


^  =  0 


«O;    «n    «2»   «3> 

*o,   *i;   hy   K 

^0»     ^1?     ^2>     ^7 


y  Ci 


0>    '1?    ^2;    '3> 


=  -2:4-.  «0*1<'2''3? 


die  Bedingung8gleicH\ing  dafür,  dass  die  vier  Punkte  a,  ?>,  c,  r  in  einer 
Ebene  liegen. 

Vermöge  der  Reciprocität  zwischen  Punkt  und  Ebene  drückt  die- 
selbe Gleichung  auch  die  Bedingung  aus,  dass  vier  Ebenen,  deren 
Koordinaten  a^,  . . .  «j,  6^,  . . .  feg  u.  s.  w.  sind,  durch  einen  Punkt  gehen. 
Da  die  Funktion  J  in  Bezug  auf  die  Koordinaten  eines  jeden  der 
vier  Punkte,  z.  B.  in  Bezug  auf  r^,  r^,  ^j,  tj,  homogen  und  vom  ersten 
Grade  ist,  so  kann  man  statt  ^  =  0  auch 


dd,  ^0  ^  dd, 


schreiben. 

Setzt  man  hier  den  Punkt  d  innerhalb  der  Ebene  abc  variabel, 
das  heisst,  setzt  man  seine  Koordinaten  d^,  d^,  r^,  c^  variabel,  jedoch  so, 
dass  sie  der  zuletzt  aufgestellten  Gleichung  genügen,  so  folgt,  dass 
die  Koordinaten  der  Ebene  abCy  nach  der  oben  aufgestellten  Definition, 

dd       dd^       dJ       dJ 

(3)  dasheisst:  ''^'    ^'    ^^«'     ''~^' 

sind.     Dieselben  Ausdrücke  sind  zugleich  die  Koordinaten  des  Durch- 
schnittspunktes  dreier  Ebenen,    deren  Koordinaten   a^  .  .  .  «g,  b^  , ,  .b^, 


sind. 


Es  seien  endlich  die  Koordinaten  zweier  Punkte  a  und  b  und 
einer  Ebene  y  gegeben,  nämlich  a^  .  .  .  a^,  &o  •  •  •  ^8;  7o  -  •  -  7z]  ^^^  ^s 
seien  die  Koordinaten  Xq,  . ,  x^  des  Durchschnittspunktes  x  der  Ge- 
raden ab  und  der  Ebene  y  gesucht.  Wenn  x  in  der  Geraden  ab  liegen 
soll,  so  lassen  sich  die  Koordinaten  von  x  in  der  Form 

ma^  +  ^^\f    ^'«1  +  W&17     wOj  +  **^27     *^^3  +  ^h 
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darstellen,  wo  m  und  n  beliebige  Zahlgrössen  sind.  Und  umgekehrt, 
wenn  sich  die  Koordinaten  Ton  x  in  dieser  Form  darstellen  lassen,  so 
liegt  X  in  ah.  !E!s  folgt  dies  unmittelbar  daraus,  dass  die  Parallel- 
projektionen von  Theilen  derselben  Linie  sich  wie  diese  Theile  ver- 
halten.   Die  Bedingung,  dass  a;  in  y  f  liegt,  wird  durch  die  Gleichung  4 

ausgedrückt.  Setzt  man  hierin  statt  Xq  , .  .x^  ihre  obigen  Werthe,  so 
ergiebt  sich 

^»Kn  +  «1^1  +  ««y«  +  (hn]  +  ^[^0^0  +  \yi  +  hn  +  ^3^3]  =  0-, 

und  setzt  man  das  hieraus  entspringende  Yerhältniss  von  m  zu  n  in 
die  obigen  Ausdrücke  der  Koordinaten,  so  erhält  man: 

«0^  — *oi>;       <hQ  —  hPf      <hi  —  hVy      (h^  —  \P,       wo 


(4)      , 

\P  =  %Yo  +  ^iYi  +  <hY%  +  (hYzy    i  =  \Yfi  +  Kri  +  hV2  +  hVz' 

Diese  Ausdrücke  stellen  also  die  Koordinaten  des  Durchschnitts- 
punktes X  einer  Ebene  dar,  deren  Koordinaten  y^,  ...  y,  sind,  und 
einer  Geraden,  welche  durch  zwei  Punkte  geht,  deren  Koordinaten 
a^j,  ...  a,  und  6^,  ...  6,  sind.  Vermöge  der  Reciprocitat  zwischen 
Punkt  und  Ebene  stellen  dieselben  Ausdrücke  auch  die  Koordinaten 
einer  Ebene  dar,  welche  durch  einen  Punkt  mit  den  Koordinaten 
7^7  •  •  •  ^3  ^^^  durch  die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen  mit  den 
Koordinaten  a^j  , . ,  a^  und  \,  ...  63  gelegt  ist. 

Hiermit  haben  wir  nun  die  samtlichen  Formeln  beisammen,  welche 
zum  Beweise  des  Satzes  hinreichen.  Fragt  man  nämlich  nach  der  Art, 
wie  vermöge  linealer  Konstruktionen  aus  einer  Reihe  von  Elementen 
neue  Elemente  hervorgehen  können,  so  ist  dies,  wenn  wir  Alles  aus- 
einanderlegen, nur  auf  eine  der  folgenden  sechs  Arten  möglich: 

Erstlich:  aus  drei  Punkten  kann  ihre  Verbindungsebene  hervor- 
gehen, und  zweitens  reciprok  aus  drei  Ebenen  ihr  Durchschnittspunkt. 
Femer  kann  drittens  aus  zwei  Punkten  ihre  Verbindungslinie  und 
viertetis  reciprok  aus  zwei  Ebenen  ihre  Durchschnittslinie;  endlich 
fünftens  aus  einem  Punkte  und  einer  Geraden  ihre  Verbindungsebene 
und  sechstens  reciprok  aus  einer  Ebene  und  einer  Geraden  ihr  Durch- 
schnittspunkt hervorgehen. 

Die  letzten  vier  Arten  lassen  sich  noch  weiter  reduciren.  In  der 
That  kann  die  durch  die  dritte  Erzeugungsart  hervorgehende  Gerade 
bei  den  folgenden  Konstruktionen  entweder  gar  nicht  wieder  vor- 
kommen, in  welchem  Falle  das  Verbinden  jener  Punkte  ganz  unter- 
bleiben kann,  oder  sie  tritt  mit  einem  dritten  Punkte  in  Verbindung, 
in    welchem  Falle  man   die  Verbindungsebene  dreier  Punkte,  also  die 
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erste  Erzeugungsart  erhalt;  oder  endlich ^  sie  tritt  mit  einer  Ebene 
in  Verbindung.  Hierauf  aber  lässt  sich  die  sechste  Erzeugungsart 
gleichfalls  zurückführen;  denn  die  Gerade,  mit  welcher  hier  die  Ebene 
in  Verbindung  tritt,  kann  entweder  als  Durchschnitt  zweier  Ebenen 
entstanden  sein,  in  welchem  Falle  man  den  Durchschnitt  dreier  Ebenen, 
5  also  t  die  zweite  Erzeugungsart  bekommt,  oder  sie  kann  als  Verbindungs- 
linie zweier  Punkte  entstanden  sein,  was  auf  denselben  Fall  zurück- 
führt, wie  die  dritte  Erzeugungsart.  Wenn  man  die  der  dritten  und 
sechsten  reciproken  Erzeugungsarten,  nämlich  die  vierte  und  fünfte, 
eben  so  reducirt,  so  folgt,  dass  die  folgenden  vier  Erzeugungsarten 
übrig  bleiben: 

Erstlich  die  Verbindung  dreier  Punkte;  ztveitens  der  Durchschnitt 
dreier  Ebenen;  drittens  der  Durchschnitt  einer  Ebene  mit  der  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte  und  viertens  die  Verbindung  eines  Punktes 
mit  der  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen.  Es  führen  also  alle  linealen 
Erzeugungen  neuer  Elemente  auf  die  Formeln  (3)  und  (4)  zurück. 

Sind  nun  in  Bezug  auf  die  Koordinaten  ^Tq,  Xy^,  x^,  x^  eines 
Punktes  x  (oder  einer  Ebene)  die  Koordinaten  von  a,  6,  c  homogen 
und  beziehlich  von  den  Graden  a,  b,  c,  so  zeigt  die  Formel  (3),  dass 
auch  die  Koordinaten  des  aus  a^  h,  c  durch  Verbindung  der  Punkte 
(oder  als  Durchschnitt  der  Ebenen)  hervorgehenden  Elements  homogen 
sind,  und  zwar  vom  Grade  a  +  ^  +  C  Dasselbe  ergiebt  sich  aus  der 
Formel  (4)  für  das  aus  a,  fe,  y  hervorgehende  Element.  Also  werden 
die  Koordinaten  eines  lineal  erzeugten  Elements  in  Bezug  auf  die 
Koordinaten  des  veränderlichen  Elements  x  stets  homogen  und  zwar 
vom  w-ten  Grade  sein,  wenn  bei  der  Erzeugung  x  im  Ganzen  n-mal 
angewandt  ist.  Endlich  zeigt  die  Formel  (2),  welche  ausdrückt,  dass 
die  vier  Punkte  a^  h,  c,  d  in  einer  Ebene  liegen,  dass,  wenn  die 
Koordinaten  von  a,  h,  c,  l  homogen  und  beziehlich  von  den 
Graden  a,b,  c,  b{in  x]  sind,  die '  hervorgehende  Gleichung  vom 
(a  +  b  +  c  +  b)-ten  Grade  ist,  also  vom  w-ten,  wenn  bei  den  linealen 
Konstruktionen  der  Punkte  a,  6,  c,  c  das  variable  Element  x  im 
Ganzen  n-mal  angewandt  ist. 

Es  bleibt  demnach  nur  noch  der  umgekehrte  Satz  zu  beweisen, 
nämlich  dass  sich  jede  algebraische  Oberfläche  auf  die  bezeichnete 
Weise  erzeugen  lässt.  Der  Beweis  ist  genau  dem  für  die  Kurven 
analog  (siehe  Crelle's  Journ.  Bd.  42,  S.  187  {hier  S.  80}).  Nämlich 
es  wird  sich  die  Gleichung  jeder  algebraischen  Oberfläche  in  der  Form 

f{x,y,z)  =  0 
darstellen   lassen,    wo   f{Xy  y,  z)   eine   ganze    rationale    Funktion    der 
rechtwinkligen  oder  schiefwinkligen  Koordinaten  Xj  y,  z  des  die  Ober- 


Beweis  der  Ümkehrung.  141 

fläche   erzeugenden  Punktes   (der   sie  umhüllenden  Ebene)  ist.     Diese 
Funktion^  da  sie  eine    ganze  rationale  ist^  geht  aus  Xy  y,  z  und  den 
Eonstanten  durch  Addition  und  f  Multiplikation  hervor.    Also  kommt  6 
es  nur  darauf  an,  die  Addition  und  Multiplikation  zweier  Zahlgrössen 
durch  lineale  Konstruktion  darzustellen. 

Zu  dem  Ende  nehme  man  irgend  eine  aus  dem  Anfangspunkt  o 
der  Koordinaten  gezogene  gei^de  Linie  und  auf  ihr  irgend  ein  Maass 
0^  zu  Hülfe  und  nehme  an,  es  sei  jede  Konstante  der  Funktion  durch 
einen  Punkt  dieser  Geraden  in  der  Art  dargestellt,  dass  die  Entfernung 
dieses  Punktes  vom  Anfangspunkt  o,  gemessen  durch  das  Maass  od, 
jener  Konstanten  gleich  sei.  Ebenso  übertrage  man  die  Koordinaten 
des  konstruirenden  Pimktes  p  auf  dieselbe  Linie  und  dasselbe  Maass 
od  und  zwar  mittels  linealer  Konstruktion. 

Man  lege  nämlich  durch  p  eine  Ebene,  welche  mit  zweien  der 
Koordinatenaxen  parallel  ist,  und  nenne  den  Punkt,  in  welchem  diese 
Ebene  die  Gerade  od  schneidet,  a  und  den  Punkt,  worin  sie  die  dritte 
Axe,  die  wir  als  die  x-Axb  setzen,  schneidet,  a\  Dann  ist  oa  die  zu 
der  a:-Axe  gehörige  Koordinate.  Diese  soll  in  die  Funktion  als  Zahl- 
grösse  eingehen.  Sie  muss  also  durch  irgend  ein  Maass  gemessen  sein. 
Es  sei  die  entsprechende  Koordinate  des  Punktes  d  dieses  Maass;  das  heisst, 
wenn  man  durch  d  die  Ebene  parallel  mit  den  beiden  andern  Axen 
legt  imd  den  Punkt,  in  welchem  diese  Ebene  die  a;-Axe  schneidet,  d' 
nennt,  so  soll  oc  das  Maass  sein,  mit  welchem  alle  der  a;-Axe  zu- 
gehörigen Koordinaten  gemessen  sind,  also  x  =  oa  \oo.  Aber  ver- 
möge des  Parallelismus  der  Ebenen  ist  oa'xoc  =  oaiod.  Also  erhält 
man,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  für  irgend  eine  beliebige 
Koordinate  {x)  eines  Punktes  p  den  Punkt  a  in  od,  durch  welchen  sie 
dargestellt  wird,  als  den  Durchschnittspunkt  von  od  mit  einer  durch 
p  gelegten  den  beiden  andern  Axen  parallelen  Ebene;  so  nämlich,  dass 
x  =  oa:od  ist.  Auf  diese  Weise  sind  nun  alle  in  der  Funktion  vor- 
kommenden Zahlgrössen  durch  Punkte  der  Linie  od  dargestellt,  und 
es  kommt  nur  darauf  an,  auch  die  Summe  und  das  Produkt  zweier 
solcher  Grössen  auf  gleiche  T^eise,  und  zwar  mittels  linealer  Kon- 
struktionen, darzustellen,  das  heisst,  wenn  f  und  g  zwei  solche  Punkte 
sind  und  h  der  gesuchte  {ist},  so  soll  im  ersten  Falle  h  so  bestimmt 
werden,  dass 

of    ,    og  ^_  oh 
od     'od        od  ^ 
das  heisst 

of+og  =  oh, 

und  im  zweiten  Falle  so,  dass 
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of    og  oh 

od    od        od  ^ 
das  heisst 

of'Og  =  oh'  oc 

oder 

or  :  of=og:  oh 

sei.  Aus  der  Elementargeometrie  weiss  man,  wie  in  beiden  Fällen  der 
Punkt  Ä  durch  parallele  Linien  oder  Ebenen,  also  durch  lineale  Kon- 
struktionen erfolgt.  (S.  Crelle's  Joum.  Bd.  42,  S.  187  {hier  S.  80}.) 
Also  lässt  sich  allgemein  f{Xy  y,  z)  aus  dem  die  Oberfläche  erzeugenden 
Punkte  durch  lineale  Konstruktionen  als  ein  Punkt  der  Linie  od  dar- 
stellen. Es  erfolgt  dieser  Punkt  als  Durchschnitt  der  Geraden  od  mit 
einer  lineal  konstruirten  Ebene.  Soll  nun  f{Xj  y,  z)  Null  sein,  so 
muss  jener  Punkt  in  o  fallen,  das  heisst,  diese  lineal  konstruirte  Ebene 
muss  durch  o  gehen,  das  heisst,  es  findet  die  in  dem  Hauptsatze  aus- 
gesprochene Bedingung  statt,  dass  ein  Punkt  in  einer  lineal  kon- 
struierten Ebene  liegt.  Also  ist  die  Oberfläche,  deren  Gleichung 
f{x,  y^  z)  =  0  war,  durch  die  in  dem  Hauptsatze  angegebene  Kon- 
struktion erzeugbar.     Was  zu  beweisen  war. 

Li  Bezug  auf  den  letzten  Theil  des  Satzes  ist  noch  eine  er- 
läuternde Bemerkung  hinzuzufügen.  Nämlich,  aus  der  Art,  wie  oben 
aus  den  Punkten  f  und  g  der  Punkt  h  durch  lineale  Konstruktion 
erfolgte,  ergiebt  sich,  dass  sowohl,  wenn  h  die  Summe,  als  auch,  wenn 
es  das  Produkt  der  durch  die  Punkte  f  und  g  ausgedrückten  Zahlen 
darstellt,  jedesmal  sowohl  f  als  g  bei  diesen  Konstruktionen  einmal 
angewandt  wird.  Ist  also  zur  Konstruktion  von  f  und  g  der  ver- 
änderliche Punkt  p  beziehlich  f-  und  (/'-mal  angewandt,  so  ist  p  zur 
Konstruktion  von  h  im  Ganzen  {f  +  ^')-mal  angewandt.  Daraus  ist 
klar,  dass  jedes  Glied  der  Funktion,  z.  B.  x^y^z^,  durch  einen  Punkt 
dargestellt  wird,  bei  dessen  linealer  Konstruktion  der  veränderliche 
Punkt  p  so  oft  angewandt  ist,  als  der  Grad  dieses  Gliedes  beträgt, 
also  hier  (l  -\-  m  -{-  w)-mal.  Hat  man  nun  eine  ganze  rationale  Funk- 
tion w-ten  Grades  /'(o:,  y,  z)^  und  ist  s  der  durch  sie  dargestellte 
Punkt,  also  os:  od  =  f(x,  y,  z),  und  konstruirt  man  zuerst  die  Punkte, 
durch  welche  die  einzelnen  Glieder  der  Funktion  dargestellt  werden, 
und  darauf  den  Punkt  ä,  durch  welchen  ihre  Summe  dargestellt  ist, 
so  ist  klar,  dass  nach  der  angegebenen  Methode,  bei  der  linealen 
Konstruktion  von  s,  der  Punkt  p  im  Ganzen  (»  +  >w)-mal  angewandt 
ist,  wenn  n  -|-  m  die  Summe  der  Grade  aller  Glieder  ist.  Nach  dieser 
Konstruktion  miisste  daher  die  durch  die  Gleichung  f(x,  y,  z)  =  0 
dargestellte  Oberfläche  von  (n  +  ^w)-ter  Ordnung  sein,  da  sie  doch, 
nach  der  ursprünglichen  Gleichung,  nur  von  n-ter  Ordnung  ist. 
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Dieser  Widerspruch  löset  sich  indess  sogleich,  wenn  man  die 
obige  Methode  nur  in  ihrer  ganzen  Strenge  anwendet.  Nämlich,  f  um  8 
die  Koordinaten  jenes  Punktes  s  zu  finden,  welcher  durch  (n  +  ^^0' 
malige  Anwendung  des  Punktes  p  lineal  konstruirt  wurde,  hatten  wir 
vier  Koordinaten  angewandt;  wir  fägen  daher  zu  x^  y,  e  noch  die 
vierte  Koordinate  u  hinzu  imd  nehmen  an,  dass  für  m  =  1  die  neuen 
Werthe  der  Koordinaten  mit  den  alten  identisch  sind.  Dann  sind  nach 
der  obigen  Beweisführung  die  Koordinaten  von  os,  also  auch  os :  o^, 
homogene  Funktionen  (n  +  w)-ten  Grades  von  m,  x,  y,  jet;  aber  für 
M  =  1  ist  OS  :od  =  f{x,  y,  £r),  also  eine  Funktion  n-ten  Grades,  mit- 
hin muss  OS  :  od  noth wendig  die  Form 

^-|  =  M'»J?;(u,  X,  y,  z) 

haben,  wo  Fn  eine  homogene  Funktion  w-ten  Grades  ist,  die  für  w  =  1 
in  f{Xy  y,  z)  übergeht.  Die  durch  Konstruktion  hervorgehende  Ober- 
fläche hat  also  die  Gleichung 

u'^Fiu^  X,  y,  z)  =  0^ 

und  die  ursprüngliche  Gleichung  war  f{x,  y,  z)  =  0  oder 

F{u,  X,  y,  z)  =  0. 

Die  erstere  Oberfläche  zerfallt  in  m  Ebenen,  welche  durch  die  Gleichung 
f I  =  0  dargestellt  sind,  das  heisst  in  m  unendlich  entfernte  Ebenen, 
und  in  die  Oberfläche  n-ter  Ordnung,  welche  durch  die  letzte  Gleichung 
dargestellt  ist. 

In  vielen  Fällen  lässt  sich  die  lineale  Konstruktion,  durch  welche 
die  Funktion  f(x,  y,  z)  erfolgt,  so  reduciren,  dass  der  Punkt  p  bei 
derselben  im  Ganzen  nicht  so  oft  angewandt  wird,  als  die  Summe  aller 
Grade  der  einzelnen  Glieder  beträgt.  Aber  im  Allgemeinen  ist  eine 
solche  Reduktion  nicht  durchführbar.  Ein  Fall,  wo  die  Reduktion  am 
leichtesten  ausführbar  ist,  ist  der  einer  Funktion  ersten  Grades.    In  der 

That  stellt  —  +  -^  +  --  =  1  eine  Ebene  dar,  welche  durch  die  Punkte 

(a,  ö,  o),  (ö,  fe,  o),  (Of  0,  c)  geht.  Diese  Ebene  ist  lineal  aus  den 
Konstanten  a,  />,  c  konstruirbar.  Sind  nun  x,  y,  z  die  Koordinaten 
eines  Punktes  p,  und  legt  man  durch  p  eine  Ebene,  welche  mit  der 
soeben  konstruirten  parallel  ist,  und  welche  die  Linie  od  in  q 
schneidet,  so  ist 

—  4-  ^-  -I-  -■  =  ^ 
a     *     h     *     c         od' 

das    heisst,    jene    Funktion    ersten    Grades    wird    durch    einen   Punkt  y 
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dargestellt,  bei  dessen  Konstruktion  der  veränderliche  Punkt  p  nur 
einmal  angewandt  ist 

Einen  Fall,  wo  die  roUständige  Reduetion  niclit  ausführbar  ist, 
bietet  zum  Beispiel  die  Gleichung 

j^  —  y^  —  z^=l 

dar.  Diese  Gleichung  stellt  ein  ziceisdialußcs  Hyperboloid  vor,  und  ein 
solches  gehört  zu  denjenigen  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  auf  welchen 
sich  keine  gerade  Linien  ziehen  lassen.  Nim  werde  ich  später  zeigen, 
dafe  die  linealen  Konstruktionen,  bei  denen  der  veränderliche  Punkt 
zweimal  angewandt  wird,  stets  nur  solche  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
liefern,  auf  denen  sich  görade  Linien  ziehen  lassen.  Also  ist  die  obige 
Gleichimg  nicht  durch  eine  solche  Konstruktion  darstellbar.  Hingegen 
kann  man  sie  in» 

{x  +  y)(x  —  y)  —  z^=l 

verwandeln,  aus  welcher  Form  sich  sogleich  ergiebt,  dass  sich  die 
Fläche  durch  eine  lineale  Konstruktion  darstellen  lässt,  bei  welcher  der 
veränderliclie  Punkt  viermal  angewandt  wird;  und  die  durch  diese  Kon- 
struktion erzeugte  Oberfläche  vierter  Ordnung  zerfällt  dann  in  die  zu 
erzeugende  Oberfläche  zweiter  Ordnung  und  in  zwei  unendlich  ent- 
fernte Ebenen.  Dasselbe  gilt  für  alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung, 
auf  denen  sich  keine  geraden  Linien  ziehen  lassen;  denn  alle  diese 
Oberflächen  lassen  sich  mit  dem  durch  die  obige  Gleichung  dargestellten 
zweischaligen  Hyperboloid  collinear  setzen. 

Diese  beiden  Beispiele  mögen  genügen,  um  die  eigenthümliche 
Beziehimg  zwischen  dem  Satze  und  seiner  Umkehrung  zu  veranscliau- 
lichen. 

Stettin,  im  Juli  1852. 


IX. 

Grundsätze  der  stereometrischen  Multiplikation,  lo 

Von 

Prof.  H.  Orassmann^ 

Oberlehrer  am  Gymnasio  zu  Stettin. 


Grelle 's  Journal  Bd.  49,  Heft  I,  S.  10—20  (1866). 


Im  Slteii  und  42ten  Bande  des  Crelle'sehen  Journals  {hier  S.  49 
und  S.  86 }  habe  ich  die  Prinzipien  der  planinietrischen  Multiplikation 
entwickelt^  deren  Eigenthümlichkeit  darin  bestand ^  dass  jede  einfache 
{lineale}  planimetrische  Konstruktion  durch  eine  ebenso  einfache  Pro- 
duktformel dargestellt  wurde.  Ich  werde  hier  das  Gleiche  für  den 
Baum  versuchen. 

§1. 

Erklärungen  und  Bezeichnungen. 

Im  Räume  kommen  drei  Gattungen  von  Elementen  vor:  Punkte^ 
gerade  Liniefi  und  Elyenen,  welche  ich  beziehlich  Elemente  erster , 
zweiter  und  dritter  Stufe  nennen  werde  und  von  denen  ich  die  ersten 
beiden  Gattungen,  wie  bisher,  mit  lateinischen  Buchstaben  und  zwar 
die  Punkte  mit  kleinen,  die  geraden  Linien  mit  grossen  bezeichnen 
werde,  während  zur  Bezeichnung  der  Ebenen  die  kleinen  griechischen 
Buchstaben  dienen  sollen.  Der  Buchstab  n  indessen  soll  nie  einen 
Punkt,  sondern,  wie  gewöhnlich,  eine  Zahl  bezeichnen.  Zur  Definition 
der  stereometrischen  Multiplikation  genügt  es,  das  Produkt  von  je 
zwei  jener  drei  Gattungen  von  Elementen  zu  definiren.  Dies  giebt, 
da  ich  die  Faktoren  vertauschbar  setze,»  sechs  Definitionen.  Doch  sind 
überall  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  die  beiden  Elemente 
vereinigt  liegen  oder  nicht.  Ich  sage  nämlich,  dass  zwei  Elemente 
vereinigt  liegen,  wenn  sie  mehr  Punkte  gemein  haben,  als  vermöge 
ihrer  Lage  im  Räume  noth wendig  ist,  das  heisst,  ich  sage,  ein  Punkt 

Orassmann,  Werke,    n.  10 
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liege  mit  einem  Punkte,  einer  Geraden,  einer  Ebene  vereinigt,  eine 
Gerade  mit  einer  Ebene,  eine  Ebene  mit  einer  Ebene,  wenn  jedesmal 
das  erstere  Element  in  dem  letzteren  liegt; -und  eine  Gerade  liege  mit 
einer  Geraden  vereinigt,  wenn  sie  sieh  schneiden  (gleichviel,  ob  im 
Endlichen  oder  Unendlichen). 

Wenn  nun  zwei  Elemente  vereinigt  liegen,  so  setze  ich  ihr  stereo- 
metrisches Produkt  Null;  wobei  ich  voraussetze,   dass  Null,  mit  jeder 
Grösse  multiplicirt,  wieder  Null  giebt.     Namentlich  bedeutet 
11  l)  ab  =  0  oder  a^b  [a  kongruent  i], 

dass  die  Punkte  a  und  b  zusammenfallen; 

2)  Ab  =  0  oder  bA  =  0, 

dass  der  Punkt  b  in  der  Geraden  Ä  liegt; 

3)  a/3  =  0  oder  a  ^  ß  |«  kongruent  ß], 
dass  die  Ebenen  a  und  ß  zusammenfallen; 

4)  Aß  =  0  oder  ßA  =  0, 

dass  die  Gerade  A  in  der  Ebene  ß  liegt; 

5)  AB  =  0, 

dass  sich  die  Geraden  A  und  B  schneiden; 

6)  afe  =  0  oder  ba  =  0, 

dass  der  Punkt  6  in  der  Ebene  a  liegt. 

Wenn  die  Elemente  nicht  vereinigt  liegen,  so  bedeutet 

1)  ab  die  durch  a  und  b  gelegte  Gerade; 

2)  Ab  oder  bA  die  durch  A  und  6  gelegte  Ebene; 

3)  aß  die  Durchschnittslinie  beider  Ebenen; 

4)  Aß  oder'ßA  den  Durchschnittspunkt  der  Geraden  A  und  der 
Ebene  /S; 

5)  AB  ] 

^{     ,      ,      ,      1  ein  Element  nuUter  Stufe,  das  heisst 
b)  ab  oder  ba  J  ' 

eine   Grösse,  welche  die  Eigenschaft  hat,  irgend  einem  Elemente   als 

Faktor  beigefügt,  die  Lage  desselben  unverändert  zu  lassen.    Ich  werde 

zwei  aufeinander  fallende  Elemente  (die  Linien  und  Ebenen  immer  als 

unendlich  angenommen)  einander  kongruent  nennen  und  die  Kongruenz 

durch  :     bezeichnen.     Ebenso  werde   ich  zwei  Elemente  nullter  Stufe 

jederzeit  einander  kongruent  nennen*).     Wenn  also  nun  z.  B.  n  eine 

Grösse  nullter  Stufe  und  F  ein  beliebiges  Element  ist,  so  würde 

*)  Da  die  Zahlen  gleichfalls  Grössen  nullter  Stufe  sind,  so  würden  hiemach 
alle  Zahlen  kongruent  sein,  was  mit  dem  Gaussischen  Begriff  der  Kongruenz  in 
Widerspruch  zu  stehen  scheint.  Allein  nimmt  man  den  Modul  unendlich  klein 
an,  was  der  geometrischen  Auffassung  entspricht,  so  werden  in  der  That  alle 
Zahlgrössen  kongruent. 
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Von  den  sechs  Produkten  stellen  die  zwei  ersten  das  Verbindungs- 
element (die  Verbindungsgerade,  Verbindungsebene)  der  beiden 
Faktoren  dar,  die  beiden  folgenden  das  Durchsehnittselement  (Dureh- 
schnittslinie,  Durchschnittspunkt  f ),  während  die  beiden  letzten  kein  12 
besonderes  räumliches  Element  mehr  darstellen.  Von  den  sechs  Defini- 
tionen sind  1)  und  3),  und  ebenso  2)  und  4),  einander  reciprok,  das 
heisst,  aus  der  einen  geht  die  andere  hervor,  wenn  man  die  BegriflFe 
Punkt  und  Ebene,  Verbinden  und  Durchschneiden  vertauscht. 

Es  können  nun  die  Produkte,  da  sie  wieder  Elemente  sind,  aufs 
neue  mit  andern  Elementen  oder  Produkten  multiplicirt  und  dadurch 
Produkte  mit  mehreren  Faktoren  gebildet  werden.  In  diesem  Falle 
lasse  ich  die  Klammem  weg,  wenn  die  Multiplikation  von  der  Linken 
zur  Rechten  fortschreiten  soll;  das  heisst  wenn  ^,  J5,  F  beliebige 
Elemente  sind,  so  ist  ^BF  gleichbedeutend  mit  {AB)r  oder 

ABr={AB)R 

§2. 
Stufe  der  stereometriBOhen  Produkte. 

Man  sieht  bald  aus  den  Definitionen,  dass  die  Stufe  des  Produkts 
bei  den  beiden  ersten  Definitionen  eben  so  gross  ist  als  die  Summe 
der  Stufenzahlen  beider  Faktoren,  bei  den  i^lgenden  Definitionen  aber 
um  vier  kleiner.  In  allen  Fällen  lassen  also  jene  Stufe  und  diese  Summe, 
durch  vier  dividirt,  denselben  Rest,  das  heisst,  sie  sind  kongruent  in  Bezug 
auf  den  Modul  4.     Daraus  folgt  nachstehender  Satz: 

Die  StufenzaJil  eines  beliebigen  stereametrischen  Produkts  ist  der 
Summe  der  Stufenzahlen  sämtlicher  Faktoren  kongruent  in  Bezug  auf 
den  Modul  4;  oder:  jene  Stufenzahl  ist  gleich  dem  kleimten  positiven 
Beste  (Null  eingerechnet)  y  den  man  erlwlt,  wenn  man  die  Stufenzahlen 
sämäieher  Faktoren  addirt  und  diese  Summe  durch  4  dividirt 

§3. 

Produkte  mehrerer  Punkte  oder  Ebenen. 

Aus  den  Definitionen  1)  und  2)  folgt: 

Dass  das  Produkt  abc  oder  a(bc)  Null  ist,  wenn  die  drei  Punkte 
a,  6,  c  in  gerader  Linie  liegen,  und  dass,  wenn  dies  nicht  der  Fall, 
jenes  Produkt  der  durch  a,  b,  c  gelegten  Ebene  kongruent  ist; 
und  reciprok  folgt  aus  den  Definitionen  3)  und  4): 

Dass  das  Produkt  aßy  oder  a{ßy)  Null  ist,  wenn  die  drei  Ebenen 
a,  ß,  y  eine  und  dieselbe  gerade  Linie  gemein  hüben,  und  dass,  wenn 

10* 
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dies   nicht  der  EaH,  jenes  Produkt   dem   Durchschnittsptmkte   der  drei 
Irenen  a,  ß,  y  kongruent  ist. 
13  Ferner  folgt  aus  den  Definitionen  5)  und  6): 

Boss  das  Produkt  ahcd  oder  a(hcd)  oder  ab  (cd)  Null  ist,  wenn  die 
vier  Punkte  a,  h,  c,  d  in  einer  Ebene  liegen; 
und  ebenso,  reciprok: 

Dass  das  Produkt  aßyS  oder  a{ßyd)  oder  aß{yd)  Null  isty  wenn 
die  vier  Ebenen  a,  /3,  y,  d  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen; 
und: 

Dass,  wenn  dies  nicht  der  Fall  isty  alle  diese  Produkte  Ausdrücke 
nuUter  Sttife  darstellen. 

§4. 
VertauBChung  und  Vereinigung  der  Faktoren. 

Die  Definitionen  (§  1)  lehren  unmittelbar: 

Dass  man  die  beiden  Faktoren  eines  stereometrischen  Produkts  [aus 
zwei   Faktoren]    vertauschen   und  einen  Faktor  nullter  Stufe  in   einem 
stereometrisclien  Produkt  beliebig  stellen  oder  mit  andern  Faktoren  ver- 
einigen kann,  ohne  den  geometrischen  Sinn  des  Produkts  zu  ändern. 
Ebenso  ergiebt  sich  aus  §  3  sogleich: 

Dass  man  in  Produkten  von  zwei  bis  vier  Punkten  oder  Ebenol 
die  Faktoren  beliebig  vertauschen  und  vereinigen  (mit  Klammem  um- 
schliessen)  kann. 

Es  werde  jetzt  ein  beliebiges  Produkt  von  drei  Faktoren  be- 
trachtet,' in  welchem  das  Produkt  zweier  dieser  Faktoren  mit  dem 
dritten  Faktor  multiplicirt  ist,  und  es  werde  die  Vertauschbarkeit  und 
Vereinbarkeit  der  Faktoren  untersucht.  Zuerst  leuchtet  aus  dem  so- 
eben aufgestellten  Satze  hervor: 

Dass  man  drei  Faktoren,  deren  Stufenzahlen  zusammen  kleiner  (ds 
fünf  oder  grösser  als  sieben  sind,  beliebig  mit  einander  vertauschen  und 
vereinigen  darf. 

Denn  in  diesem  Falle  lässt  sich  das  Produkt  stets  als  ein  Produkt 
von  drei  oder  vier  Punkten  oder  Ebenen  darstellen.  Zum  Beispiel 
das  Produkt  aBd,  da  die  Gerade  B  ein  Produkt  zweier  Punkte,  etwa 
b  und  c  ist,  lässt  sich  in  der  Form  a{bc)c  ^  abcd  darstellen. 

Um  auch  in  den  übrigen  Fallen  (wo  die  Stufenzahlen  zusammen 
5,  6  oder  7  betragen  imd  keine  gleich  4  ist),  darüber  urtheilen  zu 
können,  gehen  wir  auf  die  Definitionen  1)  bis  4)  zurück.  Nach  der 
Definition  3)  ist  das  Produkt  der  beiden  Ebenen  abc  und  dab  Null, 
wenn  a,  b,  c,  c  in  einer  Ebene  liegen,  das  heisst,  wenn  abcd  Null  ist. 
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Ist  hingegen  dies  nicht  der  Fall,  so  ist  das  Produkt  gleich  der  Durch- 
schnittskante  ab   beider   Ebenen.     Beides   wird   nach  f  der  sechsten  14 
Definition   durch   das   Produkt  ahcd.ah  ausgedrückt,   indem   dasselbe 
Null  oder  mit  ah  kongruent  ist,  je  nachdem  abcd  Null  ist  oder  nicht. 
Es  ergiebt  sich  also  die  Kongruenz 

(1)  ahc{dah)  =  ahcd  .  a&, 

welche  die  Definition  3)  vollkommen  darstellt.  Auf  gleiche  Weise 
wird  die  vierte  Definition  durch  die  Formel 

(2)  abc(da)  =  abcd  .  a 

dargestellt. 

Es  ist  klar,  dass  die  Ordnung  der  Punkte  innerhalb  eines  jeden 
dieser  einzelnen  Produkte,  da  sie  höchstens  aus  vier  Punktfaktoren 
bestehen,  gleichgültig  ist,  und  dass  daher  die  Formeln  (1)  und  (2) 
nur  aussagen,  dass  man  in  den  beiden  dort  angenommenen  Fällen  die 
vier  verschiedenen  Faktoren  a,  6,  c,  d  zu  einem  Produkt  vereinigen 
kann.  Aus  diesen  beiden  Formeln,  und  ihren  reciproken,  lässt  sich 
nun  die  Vertauschbarkeit  und  Vereinbarkeit,  der  Faktoren  leicht  be- 
urtheilen.     Man  erhält  nämlich  aus  der  Formel  (2)  sogleich: 

(3)  abcd  .  a  ^  abc{da)  ^  ab(cda)    i  a{bcda) , 
und  aus  der  Formel  (1),  für  sich  oder  verbunden  mit  (2): 

(4)  abcd  .  ab  ^  abc(dab)  ^  ab{ccab)  ^  abc{da)b . 

Die  vier  kongruenten  Ausdrücke  in  der  Formel  (3)  liefern,  paarweise 
einander  kongruent  gesetzt,  sechs  Formeln,  und  diese  sechs  Formeln 
geben  unmittelbar  das  Oesetz 

(5)  ABr=A{Br), 

wenn   die  Stufenzahlen  ^,  J5,  F  beziehlich  3,  1,  1  oder  2,  2,  1  oder 

1,  3,  1  oder  2,  1,  2  oder  1,  2,  2  oder  1,  1,  3  sind  und  dabei  der 
letzte  Faktor  mit  dem  ersten  einen  Punkt  (a)  gemein  hat.  So  zum 
Beispiel  giebt  die  erste  Kongruenz  abcd  .  a  ^  abc(da)  die  Formel  (5), 
wenn  man  abc  e?~  ^,  r5  ^  ß,  a  ^  T  setzt  u.  s.  w.  Diese  sechs  Fälle 
lassen  sich  unter  den  gemeinsamen  Ausdruck  bringen,  dass  jede  der 
Stufenzahlen  kleiner  als  4  und  ihre  Summe  gleich  5  ist.  Wenn  man 
unter  den  vier  kongruenten  Ausdrücken  in  (4)  die  ersten  drei  zu- 
sammenpaart und  den  zweiten  mit  dem  vierten,  so  erhält  man  die 
Formel  (5)  für  den  Fall,  dass  die  Stufenzahlen  beziehlich  3,  1,  2  oder 

2,  2,  2  oder  2,  1,  3  oder  3,  2,  1  sind  und  von  den  Elementen  A 
und  r  das  eine   ganz   in   dem  andern  liegt.     Durch  Reciprocität  (das 
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heisst,  wenn  man  die  dritte  und  erste  Stufe  vertauscht)  erhält  man 
hieraus  die  Formel  (5)  noch  für  die  Stufenzahlen  1,  3,  2;  2,  3,  1  und 
1^  2y  3.  Diese  sieben  Fälle  kann  man  unter  den  gemeinsamen  Aus- 
15  druck  bringen^  dass  jede  der  Stufenzahlen  kleiner  als  4  und  f  ihre 
Summe  gleich  6  ist.  Endlich  ergiebt  sich  durch  Reciprocität  aus 
dem  Falle,  wo  die  Summe  der  Stufenzahlen  5  ist,  der,  wo  diese  Summe 
7  ist.  Dabei  verwandelt  sich  die  Bedingung,  dass  der  erste  und  letzte 
Faktor  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  in  die  Bedingung,  dass 
diese  Faktoren  in  derselben  Ebene  liegen. 

Wir  können,  wie  sich  sogleich  durch  Vergleichung  der  Formeln  (3) 
ergiebt,  diese  Bedingung  in  beiden  Fällen  auch  so  ausdrücken,  dass  der 
erste  und  letzte  Faktor  entweder  Gerade  in  derselben  Ebene  sind  oder 
dass  der  eine  jener  Faktoren  ganz  in  dem  andern  liegt. 

Vertauscht  man   in  (5)   links  A  und  J5,   rechts  A  und  J5F,   was 
nach  dem  ersten  Satze  dieses  Paragraphs  gestattet  ist,   so  erhält  man 
die  Formel 
(6)  BAr=BrA', 

welche  also  in  demselben  Umfange  gilt  wie  (5). 

Diese  Resultate  lassen  sich  in  den  folgenden  Satz  zusammenfassen: 
Die   Ordnung,   in  tvdcher  nmn  ein  Element  (B)  mit  zwei,  andern 
Elementen  (A  und  F)    vereinigt   oder  fortschreitend  multipUHrt,    ist  in 
folgenden  drei  Fällen  gleidigültig  für  den  geometrischen    Werth  des  ge- 
samten Produkts,  das  lieisst,  e^  ist 

BAr=BrA       U)id      ABr  =  A(Br): 

1)  wenn  die  Summe  der  drei  Stufenedhlen  kleiner  als  fünf  oder  grösser 
als  sieben  ist; 

2)  wefin  von  jenen  beideti  Faktoren  {A  und  F)  der  eine  ganz  in 
dem  andern  liegt; 

3)  wenn  jene  beiden  Faktoren  {A  und  F)  Gerade  in  derselben  Ebene 
sifid  und  der  andere  Faktor  (B)  ein  Punkt  oder  eine  Ebene  ist 

Dieser  Satz  ist  insofern  erschöpfend,  als  es  ausser  den  in  dem- 
selben erwähnten  Fällen  keinen  giebt,  in  welchem  sich  in  einem  nicht 
verschwindenden  klammerlosen  Produkte  von  drei  Faktoren  der  zweite 
mit  dem  dritten  vertauschen  oder  vereinigen  liesse,  ohne  dass  sich  der 
geometrische  Werth  des  Produkts  änderte.  Der  leicht  zu  führende 
Beweis  dieser  Behauptung  bleibt  dem  Leser  überlassen. 

Noch  will  ich  den  zweiten  Theil  dieses  Fundamentalsatzes  der 
stereometrischen  Multiplikation  in  Formeln  kleiden,  in  denen  schon  die 
Bedingung  mit  aufgenommen  ist,  nämlich  in 

ABFB  =  AB{FB)  =  A{FB)B, 
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Denn   die  Faktoren  JB  und  B  und  ebenso  (PS)  und  B  haben  die  16 
Eigenschaft,  dass  der  eine  derselben  ganz  in  dem  andern  liegt;  also 
ist  die  Bedingung   des  Satzes  erfüllt   und  die  Vereinigung  oder  Ver- 
tauschung der  Faktoren  dem  Satze  gemäss  gestattet. 

Die   erste  dieser  Kongruenzen   lässt   sich   auf  folgende  Weise  in      i 
Worte  kleiden: 

Wenn  in  einem  Mamnwrhsen  Produkt  sswischen  zwei  kongruenten 
FaJctoren  ein  dritter  Faktor  steht,  so  kann  man  diesen  mit  dem  folgenden 
durch  Klammem  zusammenschliessen. 


§5. 
Besondere  Umgestaltangen  von  Produkten  nullter  Stufe. 

Die  Produkte  nullter  Stufe,  da  sie,  wie  ich  im  folgenden  Paragraph 
zeigen  werde,  alle  algebraischen  Oberflächen  darzustellen  vermögen, 
haben  vor  den  andern  Produkten  ein  besonderes  Interesse  und  lassen 
eine  Reihe  von  Umgestaltungen  zu,  die  den  andern  Produkten  abgehen. 
Daher  werde  ich  sie  besonders  ins  Auge  fassen. 

Jedes  Produkt,  also  auch  das  Produkt  nullter  Stufe,  besteht  zu- 
nächst aus  zwei  Faktoren.  Löset  man  nun  einen  dieser  Faktoren  wieder 
in  seine  zwei  Faktoren  auf,  so  erhält  man  drei  Faktoren,  deren  Stufen- 
zahlen, da  das  gesamte  Produkt  von  nullter  Stufe  sein  soll,  eine  durch 
4  theilbare  Summe  haben  müssen.  Da  die  einzelnen  Stufenzahlen  stets 
kleiner  als  4  sind,  so  kann  die  Summe  nur  entweder  NuU  sein,  wenn 
alle  drei  einzeln  genommen  Null  sind,  oder  4  oder  8;  in  allen  drei 
Fallen  können  nach  dem  vorigen  Paragraph  die  drei  Faktoren  beliebig 
vertauscht  und  vereinigt  werden.    Also: 

Wefin  ein  Produkt  nullter  Stufe  aus  drei  Faktoren  besteht,  so  können 
dieselben  beliebig  vertauscht  und  vereinigt  tverden. 

Der  Sinn  dieses  Satzes  ist  der,  dass  das  Produkt,  wenn  es  in  dem 
einen  Falle  Null  ist,  auch  jedesmal  in  dem  andern  Null  sei.  Hieraus 
folgt  sogleich,  dass  man  in  einem  beliebig  zusammengesetzten  Produkt 
nullter  Stufe  jeden  beliebigen  Faktor  A  auf  die  letzte  Stelle  bringen 
kann,  ohne  dass  er  noch  von  einer  Klammer  umschlossen  wird.  Zu 
dem  Ende  hat  man  nur  auf  folgende  Weise  zu  verfahren.  Unter  den 
beiden  Faktoren,  aus  denen  das  gesamte  Produkt  zunächst  besteht, 
löse  man  denjenigen,  welcher  A  enthält,  in  seine  beiden  Faktoren  auf; 
dann  hat  man  drei  Faktoren,  welche  man  nach  dem  vorher  aufgestellten 
Satze  beliebig  ordnen  und  vereinigen  kann.  Man  stelle  f  nun  den-  17 
jenigen  derselben,  welcher  A  enthält,  in  die  letzte  Stelle  und  fasse  die 
beiden    andern   zu    einem   ProduÄe    zusammen.     Dies   Verfahren,    bei 
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welchem  jedesmal  eine  Klammer,  die  den  Faktor  A  noch  umschliesst, 
verschwindet^  lässt  sich  also  so  lange  fortsetzen^  bis  A  von  keiner 
Klammer  mehr  umschlossen  wird;  und  dann  ist  A  zugleich  an  den 
Schluss  gerückt.  Wendet  man  das  Verfahren  auf  den  ersten  Faktor  {A^ 
eines  fortschreitenden  Produkts  nullter  Stufe  an^  so  erhält  man  die 
Formel 

Ay  A^  , . .  An  =  An  . ,  v-^t  -"1  f 

und  vertauscht  man  rechts  A^  mit  dem  gesamten  vorhergehenden  Faktor, 
so  erhält  man  das  Produkt 

das  heisst: 

Ein  fartsdireitendes  Produkt  nullter  Stufe  darf  man  umkehren  oder 
es  in  zwei  Tlieile  sondern  und  den  letzten  umgekehrt  in  Klammem 
scKliessen, 

Es  werde  endlich  ein  beliebig  zusammengesetztes  Produkt  nullter 
Stufe  %  betrachtet,  welches  noch  einen  Faktor  nullter  Stufe  93  enthält. 
Es  sei  das  Produkt,  welches  übrig  bleibt,  wenn  man  in  ?l  den  Faktor  SB 
weglässt,  mit  U  bezeichnet;  dann  muss  6,  wie  leicht  zu  sehen,  gleich- 
falls von  nullter  Stufe  sein;  und  da  man,  nach  dem  vorhergehenden 
Paragraph,  einen  Faktor  nullter  Stufe  beliebig  stellen  und  mit  andern 
Faktoren  vereinigen  oder  von  ihnen  trennen  kann,  so  kann  man  dann 
auch  den  Faktor  93  isolirt  an  den  Anfang  stellen  und  erhält: 

Wenn  nun  93  nicht  Null  ist,  so  folgt  aus  der  Definition  der  Grössen 
nullter  Stufe  95©  n:^©.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  ?l  dann  und  nur 
dann  Null  ist,  wenn  entweder  93  oder  ©  verschwindet.     Also: 

Wetm  ein  Produkt  nxdlter  Stufe  nodh  eitlen  Faktor  nullter  Stufe 
efiHuilt,  so  kann  man  dieseti  als  den  einen  Faktor  des  gesamten  Produkts 
setzen  und  als  deti  andern  dasjenige  Produktj  welches  übrig  bkibt,  wenn 
man  aus  dem  gesamten  Produkt  diesen  Faktor  tveglässt  In  diesem  FaUe 
ist  das  gesamte  Produkt  dann  und  nur  dann  NuUy  wenn  der  eine  oder 
der  andere  dieser  Faktoren  Ntdl  ist. 


§6. 
18  Stereometrisohe  Gleichungen  algebraischer  Oberflächen. 

Der  Satz,  welchen  ich  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  {hier 
S.  130}  über  die  lineale  Erzeugung  der  algebraischen  Oberflächen  auf- 
gestellt habe,  lautete:  # 
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Wenn  die  Lage  eines  Punktes  x  (oder  einer  Ebene)  im  Baume  da- 
durch heschräfikt  ist,  dass  zwei  Gerade,  welche  durch  Unedle  Konstruktionen 
aus  X  und  einer  Reihe  fester  Elemente  hervorgehen ,  in  derselben  Ebene 
liegen  sollen^  so  ist  der  Ort  von  x  eine  algebraische  OberfläcJie;  und  zwar 
ist  sie  ein  Gebilde  n-tefi  Grades^  wenn  bei  den  Konstruktionen  x  im 
Ganzen  n-mal  angewandt  wird.  Umgeketirt  lässt  sich  jede  algebraische 
Oberfläche  auf  die  angegebene  Weise  erzeugen. 

Es  kommt  darauf  an^  diesen  Satz  durch  stereometrische  Formeln 
darzustellen,  wobei  ich  den  reciproken  Fall,  dass  statt  des  Punktes  x 
eine  Ebene  vorkommt,  übergebe,  da  er  sich  durch  Reciprocität  stets 
von  selbst  ergiebt.  Die  zwei  Geraden,  welche  nach  dem  Satze  in  der- 
selben Ebene  liegen  sollen,  seien  P  und  Q,  so  ist  die  Gleichung  der 
Oberfläche:  p^ ^ 

Jede  der  Geraden  P  und  Q  soll,  nach  dem  Satze,  aus  x  und  einer 
Reihe  fester  Elemente  durch  lineale  Konstruktion  erfolgen.  Die  Er- 
zeugung neuer  Elemente  durch  lineale  Konstruktion  lässt  sich  auf  die 
folgenden  vier  Fälle,  in  denen  aus  zwei  Elementen  ein  drittes  entsteht, 
zurückführen:     1)    wenn    aus    zwei   Punkten   ihre   Verbindungsgerade; 

2)  wenn  aus  einem  Punkt  und  einer  Geraden  ihre  Verbindungsebene; 

3)  wenn  aus  zwei  Ebenen  ihre  Durchschnittslinie;  4)  wenn  aus  einer 
Ebene  und  einer  Geraden  ihr  Durchschnittspunkt  entsteht. 

Also:  wenn  aus  zwei  Elementen  durch  lineale  Konstruktion  ein 
drittes  entsteht,  so  ist  das  letztere  jedesmal  das  stereometrische  Produkt 
der  beiden  ersteren;  und  zwar  im  Sinne  der  Definitionen  1)  bis  4). 
Und  umgekehrt:  jedes  stereometrische  Produkt,  welches  durch  die 
Definitionen  1)  bis  4)  bestimmt  wird,  das  heisst:  welches  nicht  von 
nullter  Stufe  ist,  entsteht  durch  lineale  Konstruktion  aus  seinen  beiden 
Faktoren.  Hieraus  folgt,  dass  sich  jedes  Element,  welches  aus  x  und 
einer  Reihe  fester  Elemente  durch  lineale  Koustruktionen  erfolgt,  bei 
denen  »-mal  x  angewandt  wird,  als*  ein  stereometrisches  Produkt  dar- 
stellen lässt,  in  welchem  t»-mal  als  Faktor  x  vorkommt,  und  dass,  um- 
gekehrt, jedes  stereometrische  Produkt,  welches  w-mal  als  Faktor  x 
enthält  und  ausserdem  nur  feste  Elemente  zu  Faktoren  hat  und 
welches  weder  selbst  von  nullter  Stufe  ist  noch  einen  Faktor  nullter  19 
Stufe  enthält,  durch  lineale  Konstruktionen  aus  x  und  den  festen  Ele- 
menten sich  erzeugen  lässt;  und  zwar  in  der  Art,  dass  x  bei  diesen 
Konstruktionen  n-mal  angewandt  wird. 

Betrachtet  man  nun  ein  beliebiges  gleich  Null  gesetztes  Produkt 
nullter  Stufe,  welches  n-mal  den  veränderlichen  Punkt  x  als  Faktor 
enthält,  aber  keinen  Faktor  nullter  Stufe   mehr  einschliesst,  so  kann 
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man  es  immer  auf  die  Form  bringen ,  dass  es  zunächst  als  Produkt 
zweier  Geraden  sich  zeigt.  Nämlich:  enthält  das  Produkt  irgend  eine 
feste  Gerade  als  Faktor,  so  kann  man  nach  dem  vorigen  Paragraph 
diese  Gerade  in  die  letzte  Stelle  des  Produkts  bringen,  ohne  dass  die- 
selbe noch  von  einer  Klammer  umschlossen  wird.  Der  andere  Faktor 
muss  dann,  da  die  Summe  der  Stufenzahlen  durch  vier  theilbar  ist,  gleich- 
falls eine  Gerade  sein;  und  das  Produkt  hat  die  verlangte  Form. 
Kommt  aber  in  dem  Produkt  keine  feste  Gerade  vor,  so  müssen  die 
festen  Elemente  Punkte  oder  Ebenen  sein;  Punkt  und  Ebene  kann 
man  aber  als  Produkte  einer  festen  Geraden  in  eine  Ebene  oder  in 
einen  Punkt  darstellen,  und  dann  wie  vorher  die  feste  Gerade  in  die 
letzte  Stelle  bringen.     Die  Gleichung  wird  also  die  Form 

erhalten,  wo  in  P  und  Q  der  veränderliche  Punkt  x  im  Ganzen  n-mal 
als  Faktor  vorkommt;  P  und  Q  ergeben  sich  also  durch  lineale  Kon- 
struktionen, bei  welchen  n-mal  x  angewandt  wird;  und  da  die  Gleichung 
PQ  =z  0  die  Bedingung  ausdrückt,  dass  die  Geraden  P  und  Q  in  der- 
selben Ebene  liegen,  so  ist  nach  dem  angeführten  Satze  der  Ort  des 
Punktes  x  eine  Oberfläche  n-ter  Ordnung. 
Hat  man  endlich  eine  Gleichung 

^  =  0, 
in  welcher  ?P  ein  Produkt  nuUter  Stufe  ist,  welches  n-mal  x  als  Faktor 
enthält,  aber  noch  Faktoren  nuUter  Stufe  in  sich  schliesst,  so  kann 
man  ^,  nach  dem  vorigen  Paragraph,  stets  auf  die  Form  33 ß 2)... 
bringen,  wo  93,  ß,  2)...  Produkte  nuUter  Stufe  sind,  die  keinen 
Faktor  nuUter  Stufe  mehr  enthalten.  Es  komme  x  in  jenen  Produkten 
S3,  ß,  S)...  beziehlich  b-mal,  c-mal,  b-mal  u.  s.  w.  vor,  so  hat  man 
b  +  c  +  i>H =  w  und 

g3S®...  =  o. 

20  Die  Gleichung  drückt  aus,  dass  entweder  95  =  0  oder  S  =  0  oder 

2)  =  0  u.  s.  w.  ist.  Diese  einzelnen  Gleichungen  steUen  aber,  nach 
dem  soeben  Erwiesenen,  Oberflächen  von  b-ter,  c-ter,  b-ter  u.  s.  w. 
Ordnung  dar.  Also  ist  der  durch  die  Gleichung  ^  =  0  bedingte  Ort 
von  X  eine  Oberfläche  n-ter  Ordnung,  welche  in  jene  Oberflächen  b-ter, 
c-ter  . . .  Ordnung  zerfäUt.     Demnach  haben  wir  folgenden  Satz: 

Die  Gleiclmng  ^  =  0,  in  tvdcher  ^  ein  Produkt  nuUter  Stufe  ist, 
welches  n-mal  den  veränderlieJien  Punkt  x  als  Faktor  entMltj  giebt,  als 
Ort  von  X,  eine  Oberfläche  n-ter  Ordnung;  tind  umgekehrt  lässt  sich 
jede  algebraische  Oberfläche  durch  eine  solche  Gleichutig  darstellen, 

Stettin,  im  Juli  1852. 


Ueber  die  verschiedenen  Arten  der  linealen     21 
Erzeugung  algebraischer  Oberflächen. 


Von 

Prof.  H.  Orassmann, 

Oberlehrer  am  Gymnasio  za  Stettin. 


Grelle '8  J6umal  Bd.  49,  Heft  I,  S.  21—86  (1866). 


Die  drei  Gattungen  räumlicher  Elemente,  nämlich  die  Punkte  oder 
die  Elemente  erster  Stufe,  die  geraden  Linien  oder  die  Elemente  zweiter 
Stufe,  die  Ebenen  oder  die  Elemente  dritter  Stufe,  gestatten  sechs  ver- 
schiedene Kombinationen  zu  zweien,  welche  sich,  je  nachdem  die  Summe 
der  Stufenzahlen  kleiner  als  vier  oder  grösser  als  vier  oder  gleich  vier 
ist,  in  drei  Gruppen  sondern  lassen.  Für  jede  dieser  sechs  Kombina- 
tionen habe  ich  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  { auf  Seite  146 }  den 
BegriflF  des  stereometrischen  Produkts  beider  Elemente  bestimmt. 

Wenn  die  Summe  der  Stufenzahlen  Meiner  als  vier  war,  so  war 
das  stereometrische  Produkt  die  Verbindung  beider  Elemente  (Verbin- 
dungslinie und  Verbindungsebene),  wenn  grösser  als  vier,  ihr  Durch- 
schnitt. Beide  Bestimmungen  ergaben  sich  { auf  Seite  147 }  als  zu  ein- 
ander reciprok.  Wenn  die  Summe  der  Stufenzahleu  gleich  vier  war, 
so  setzten  wir  als  das  Produkt  der  Elemente  eine  Grösse,  welche,  einem 
Elemente  als  Faktor  beigefügt,  die  Lage  des  Elements  unverändert 
lässt.  Wir  nannten  eine  solche  Grösse  eine  Grösse  nuUter  Stufe.  In 
diesem  Sinne  ergab  sich,  dass  die  Stufe  eines  beliebig  zusammen- 
gesetzten Produkts  stets  der  Summe  der  Stufenzahlen  seiner  sämtlichen 
Faktoren  congruent  ist  in  Bezug  auf  den  Modul  4. 

Alle  sechs  Arten  der  Produkte  wurden  gleich  Null  gesetzt,  wenn 
die  Elemente,  welche  die  Faktoren  des  Produkts  bildeten,  vereinigt 
lagen.     Kongruent  hingegen  nannten  wir  zwei  Elemente,  wenn  sie  (als 
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unendlich  angenommen)  sich  gegenseitig  deckten;  zwei  Grössen  nullter 
Stufe  aber  nannten  wir  kongruent,  wenn  sie  entweder  beide  Null  oder 
beide  ungleich  Null  waren.  Wir  untersuchten  dann,  in  wie  weit  man 
die  Form  eines  Produkts  verändern  könne,  sodass  das  ursprüngliche 
und  das  neue  Produkt  einander  congruent  seien.  Es  ergaben  sich 
dabei  besonders  folgende  Formeln  und  Sätze,  in  welchen  A,  B,  F,  A^y  ^ 
Elemente  darstellen,  deren  Stufenzahlen  beziehlich  a,  B,  c,  Q„,  0  sein 
mögen: 
22(1)  AB  =  BA. 

(2)  ABr=  AFB  =  A(Br)  u.  s,  «?., 
wenn    a  +  b  +  c  <  5    oder    >  7     ist. 

(3)  ABTB  =  AB(rB)  =  A{rB)B. 

(4)  A,A,  . . .  ^,  :  5  ^,  . . .  A,A,  =  A,{A,  •  •  •  A,), 

wenn    a^  +  ö«  +  *  *  *  +  ö^  ^  0  (mod  4)  ist 

(5)  ^  =  0  ist  die  Gleichung  einer  Oberfläelie  n-ter  Ordnung ^  wenn  ^ 
ein  Produkt  nuUter  Stufe  ist,  in  welchem  der  die  Oberfläche  konstruirende 
Punkt  n-mal  als  Faktor  vorkommt 

(6)  Wenn  ein  Produkt  nullter  Stufe  ^  noch  einen  Faktor  nullter 
Stufe  D  enüiält  und  SR  da^  Produkt  bezeichnet,  wddies  aus  ^  übrig 
bleibt,  wenn  man  darin  D  weglässt,  so  ist 

und  die  Gleichung 

^  =  Dgt  =  0  zerfällt  in  €X  =  0  und  9t  =  0. 

Der  Zweck  des  gegenwärtigen  Aufsatzes  ist,  den  allgemeinen  Satz 
über  die  lineale  Erzeugung  der  Oberflächen,  wie  er  in  (5)  enthalten 
ist,  möglichst  anschaulich  und  für  die  Anwendung  bequem  zu  gestalten 
und  auseinander  zu  legen.  Dabei  ist  vermöge  (6)  *  nur  nöthig,  den 
Fall  zu  berücksichtigen,  wo  ^  keinen  Faktor  nullter  Stufe  mehr  ent- 
hält, das  heisst,  wo  bei  der  fortschreitenden  Bildung  des  Produkts  ^ 
die  Summe  der  Stufenzahlen  nicht  eher  durch  vier  theilbar  wird,  als 
bis  das  ganze  Produkt  gebildet  ist.  Ich  werde  daher  in  den  nächsten 
fünf  Paragraphen  den  Fall,  wo  die  Summe  der  Stufenzahlen  durch  vier 
theilbar  ist,  ein  für  alle  Mal  ausschliessen.  Wie  bisher  sollen  die 
kleinen  lateinischen  Buchstaben  (mit  einziger  Ausnahme  des  n)  Punkte 
bezeichnen,  die  grossen  lateinischen  Buchstaben  gerade  Linien,  die 
kleinen  griechischen  Buchstaben  Ebenen. 
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§  1. 

Produkt  eines  bewegliolieii  Elements  mit  einem  festen. 

Das  bewegliche  Element  sei  Xj  g  oder  X,  das  feste  Element  a,  a 
oder  A.  Indem  ich  die  sechs  Produkte,  welche,  unter  Ausschluss  der 
Stufensumrae  vier,  aus  einem  der  beweglichen  und  einem  der  festen 
Elemente  sich  bilden  lassen,  betrachte,  will  ich  auf  den  Grad  der  Be- 
weglichkeit des  entstehenden  Produkts  und  auf  die  entstehenden  pro- 
jektivischen  Grundgebilde  f  aufmerksam  machen.  Ich  nenne  ein  Ele-  28 
ment  »-fach  oder  im  w-ten  Grade  beweglich,  wenn  von  den  Zahlkoefß- 
cienten,  durch  welche  seine  Lage  bestimmt  ist,  n  auf  ganz  unabhängige 
Weise  veränderlich  sind.  Also  ist  zum  Beispiel  ein  Punkt  in  einer 
Geraden  einfach  beweglich,  ein  Punkt  in  einer  Ebene  zweifach^  ein 
Punkt  im  Räume  dreifach.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  einer  Ebene, 
welche  durch  eine  feste  Gerade  oder  durch  einen  festen  Punkt  gehen 
oder  frei  im  Räume  beweglich  sein  soll.  Fiemer  eine  Gerade,  wenn 
sie  in  einer  festen  Ebene  liegen  und  zugleich  durch  einen  festen  Punkt 
derselben  gehen  soll,  ist  einfach  beweglich;  wenn  sie  in  einer  festen 
Ebene  liegen  oder  durch  einen  festen  Pimkt  gehen  soll,  ist  sie  zwei- 
fach beweglich;  wenn  sie  eine  andere  Gerade  schneiden  soll,  dreifach 
und,  wenn  sie  sich  frei  im  Räume  bewegen  darf,  vierfach.  Nimmt 
man  nun  an,  x,  |,  X  seien  frei  im  Räume  beweglich,  so  ist 

1)  xa    zweifach    beweglich  und   stellt  einen   Strahlenbüschel    (im 
Räume)  dar; 

2)  5«   ist  zweifach   beweglich  und  stellt  eine  liniirte  Ebene  dar. 
^)  xA  ist  einfach  beweglich  und  stellt  einen  Ebenenbüschel  (erster 

Stufe)  dar; 

4)  g^  ist  einfach  beweglich  und  stellt  eine  punktirte  Gerade  dar; 

5)  Xa    ist    zweifach    beweglich   und   stellt   einen   Ebenenbüschel 
zweiter  Stufe  dar; 

6)  Xa  ist  zweifach  beweglich  und  stellt  eine  punktirte  Ebene  dar 
Hierzu  füge  ich,  der  Uebersicht  wegen,  noch  die  folgenden  beiden 

Produkte  dreier  Faktoren: 

7)  xAu\  sind  einfach  beweglich  und  stellen  ebene  Strahlenbüschel 

8)  i,Aa\      dar,  und  zwar 

7)  als  Durchschnitt  eines  Ebenenbüschels  und  einer  Ebene, 

8)  als  Verbindung  einer  pnnktirten  Geraden  mit  einem  Punkte. 
Diese    projektivischen    Grundgebilde    sind   paarweise   zu    einander 

reciprok.  Ich  werde  diejenigen  derselben,  deren  Element  einfach  oder 
zweifach  beweglich  ist,  beziehlich  Gebilde  erster  oder  zweiter  Stufe  nennen, 
wodurch  die  Benennung  des  fünften  Gebildes  gerechtfertigt  scheint. 
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Um  die  Nothwendigkeit  dieser  Unterscheidung  in  projektivische 
Gebilde  erster  und  zweiter  Stufe  nachzuweisen,  führe  ich  gelegentlich 
folgenden  leicht  zu  erweisenden  Satz  an:  Bei  zwei  Gebilden  derselben 
Art,  welche  zu  einander  projektiyisch  sein  sollen,  kann  man,  je  nach- 
dem sie  von  der  ersten  oder  zweiten  Stufe  sind,  drei  oder  vier  be- 
liebige Elemente  des  einen  Gebildes  mit  eben  so  vielen  des  andern  als 
entsprechend  setzen;  aber  dann  ist  zu  jedem  Elemente  des  einen  Ge- 
bildes das  entsprechende  des  andern  bestimmt;  vorausgesetzt  jedoch, 
24  dass  im  zweiten  Falle  von  den  gewählten  vier  Elementen  desselben 
Gebildes  keine  drei  einem  und  demselben  Gebilde  erster  Stufe  an- 
gehören. 

Es  ist  bei  der  Auffassimg  dieser  projektivischen  Gebilde  wichtig, 
festzuhalten,  dass  die  punktirte  Ebene  und  die  liniirte  Ebene,  und 
ebenso  der  Ebenenbüschel  zweiter  Stufe  und  der  räumliche  Strahlen- 
büschel, nur  in  Bezug  auf  die  Gattung  der  Elemente  sich  unterscheiden; 
sodass  nämlich  zwei  projektivische  punktirte  Ebenen  zugleich  projekti- 
visch  sind  in  Bezug  auf  die  Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden 
Punktenpaare  und  zwei  projektivische  Ebenenbüschel  zugleich  in  Bezug 
auf  die  Durchschnittsstrahlen  der  entsprechenden  Ebenenpaare;  und 
umgekehrt.  Wo  es  auf  die  Unterscheidung  der  ursprünglichen  Ele- 
mente nicht  ankommt,  werde  ich,  mit  Steiner,  die  ersteren  Gebilde 
ohne  Weiteres  Ebenen,  die  letzteren  räumliche  Strahlenbüschel  nennen. 


§  2. 

FortBohreitende  Multiplikation  eines  frei  beweglichen  Punktes  X 

mit  einer  Reihe  fester  Elemente. 

Es  lassen  sich  zwei  Hauptfälle  unterscheiden,  je  nachdem  das  ent- 
stehende Produkt  einfach  oder  zweifach  beweglich  ist.  Es  werde  der 
letzte  Fall  zuerst  betrachtet.  Der  Punkt  x  kann  in  diesem  Falle  nur 
mit  einem  Punkte  multiplicirt  werden,  da  das  Produkt  mit  einer  Ge- 
raden einfach  beweglich  ist.  Es  sei  dieser  Punkt  a.  Das  Produkt  xa 
ist  nur  dann  Null,  wenn  x  in  a  fällt;  in  jedem  andern  Falle  liefert  xa 
eine  Gerade.  Diese  Gerade  könnte  nun  mit  einem  Punkte  h  oder  einer 
Ebene  a  multiplicirt  werden;  allein  xab  kann  zugleich  als  Produkt 
von  X  mit  der  Geraden  ab  betrachtet  werden  und  würde  daher  einfach 
beweglich  sein.  Es  ergiebt  sich  also  das  Produkt  xaa.  Wenn  a  in  a 
liegt,  so  lassen  sich  nach  Formel  (3)  a  und  a  vertauschen,  und  man 
erhält  xa  ,  a^  was  in  einen  variablen  Faktor  nuUter  Stufe  und  einen 
festen  Punkt  zerfällt.  Da  wir  auch  diesen  Fall  ausschlössen,  so  bleibt 
nur  übrig,  dass  a  ausserhalb  a  liegt,  wo  dann  xa  .  a  eine  punktirte 
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Ebene  darstellt.  Der  Punkt  xa  .  a  kann  nun  wieder  mit  einem  Punkte  h 
multiplicirt  werden.  Wenn  &  in  a  Hegt,  so  lässt  sich  wiederum  h  mit 
a  vertauschen,  und  man  erhält  xaha  oder  x(ab)aj  und  man  kommt 
wieder  auf  den  Fall  der  einfachen  Beweglichkeit  zurück.  Von  hier  an 
wiederholt  sich  dieselbe  Schlussreihe,  und  man  gelangt  zu  dem  Satze: 

Wenn  ein  frei  beweglicher  Funkt  x  fortschreitend  mit  einer  ReiJie 
fester  Elenhente  multiplicirt  wird,  so  geht  dann,  und  nur  dann,  ein  zwei- 
fach f  heweylidies  ProduM  liervor,  wenn  diese  Reihe  mit  einem  Funkte  20 
beginnt,  abtvecJiselnd  aus  Funkten  und  Ebenen  besteht  und  dabei  jeder 
Punkt  ausserluüb  der  ihm  vorhergehenden  und  der  ihm  nachfolgenden 
Ebene  liegt.  Das  Produkt  wird  in  diesem  FaUe  nur  Nuü,  wenn  x  mit 
dem  ersten  Funkte  jener  Beihe  zusammenfallt 

Femer: 

Wenn  der  Punkt  x  mit  einer  abwecJiselnden  Beihe  von  Punkten  und 
Ebenen  multiplicirt  wird  und  einer  dieser  Punkte  in  die  ihm  nadifolgende 
oder  vorliergehende  Ebene  fällt,  so  kann  man  diese  beiden  Faktoren  ver- 
tauschen und  erlwlt  im  ersten  Falle  einen  variablen  Faktor  nuüter  Stufe, 
der  mit  einem  festen  Element  multiplicirt  ist,  im  letzten  Falle  ein  einfach 
bewegliches  Produkt,  indem  an  die  Stelle  des  Punkts  eine  Gerade  tritt, 

§3. 

Fortsetsung. 

Es  werde  jetzt  der  Fall  der  einfachen  Beweglichkeit  betrachtet. 
Am  einfachsten  ist  es  hier,  x  fortschreitend  mit  einer  Reihe  von  Ge- 
raden A,  B, .  .  .  zu  multipliciren.  Das  Produkt  xA  wird  Null,  wenn 
X  in  A  fallt.  Dies  ausgeschlossen,  stellt  xA  einen  Ebenenbüschel  dar. 
Wenn  nun  von  den  folgenden  Geraden  keine  die  vorhergehende  schneidet 
(der  unendlich  entfernte  Durchschnittpunkt  immer  als  solcher  mit  ge- 
rechnet), so  stellt  das  Produkt  abwechselnd  Ebenenbüschel  und  punktirte 
Geraden  dar.  Ist  nun  das  Produkt,  bis  zu  irgend  einem  Faktor  hin, 
=  |9,  und  es  schneiden  sich  die  beiden  folgenden  festen  Geraden  A 
und  B,  so  sei  dieser  Punkt  c,  und  die  Geraden  seien  ac  und  bc.  Dann 
erhalt  man  pAB^pac(bc)^pacb .  c  [nach  Formel  (3)];  das  heisst, 
es  zerfällt  das  Produkt  in  einen  variablen  Faktor  nuUter  Stufe  und 
einen  festen  Punkt.  Das  Entsprechende  geschieht  im  reciproken  Falle. 
Also  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Wenn  ein  frei  beweglicher  Punkt  mit  einer  BeiJie  fester  Geraden 
multiplicirt  wird,  so  ist  das  Produkt  dann,  und  nur  dann,  einfach  be- 
weglich, icenn  keine  dieser  Geraden  die  folgende  schieidet;  und  das  Pro- 
dukt wird  in  diesem  Falle  nur  dann  Null,  wenn  x  in  die  erste  Gerade 
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jener  Beihe  fällt  Wenn  jedoch  eine  der  Gereuten  die  folgende  schneidet, 
so  kann  man  statt  dieser  beiden  Geraden  eine  Ebene  und  einen  Punkt 
setzen^  und  zicar  die  Ebene,  in  der  sie  liegen,  und  den  Punkt,  in  dem 
26  sie  sich  f  schneiden,  und  es  zerfällt  dadurch  das  Produkt  in  einen 
variablen  Faktor  nuüter  Stufe  und  in  ein  festes  Element 

Ich  werde  jetzt  zeigen^  dass  man  jeden  Fall,  in  welchem  ein  be- 
weglicher Punkt  X,  mit  einer  Reihe  fester  Elemente  multiplicirt,  ein 
einfach  bewegliches  Element  und  zwar  einen  Punkt  oder  eine  Ebene 
giebt,  auf  den  soeben  betrachteten  Fall  zurückführen  kann. 

Es  sei  zuerst  p  ein  zweifach  bewegliches  Produkt  und  ebenso 
jpaa;  dann  trete  noch  die  Gerade  B  hinzu.  Es  sei  b  der  Punkt,  in 
welchem  die  Gerade  B  die  Ebene  a  schneidet,  und  a^Ab,  BE^bc, 
so  ist: 

paaB  =  pa{Ab)  (bc)  =  pa{Ab)bc    [nach  Formel  (2)]. 
Aber 

pa(Ab)b  ^  pabAb    [nach  Formel  (3)], 
also 

paaBE^pabAbc^^ p{ab)A{bc)     [nach  Formel  (2)]. 

Man  hat  also  statt  des  Punkts  a  und  der  Ebene  a  gerade  Linien  er- 
halten. Nämlich,  wenn  man  den  Durchschnittspunkt  von  B  und  a 
durch  b  bezeichnet,  so  kann  man  statt  des  Punktes  a  die  Gerade  ab 
und  statt  der  Ebene  a  eine  beliebige  Gerade  dieser  Ebene  setzen,  die 
jedoch  nicht  durch  den  Punkt  b  gehen  darf.  Durch  wiederholte  An- 
wendung dieses  Verfahrens  gelangt  man  zu  folgendem  Satze: 

Wenn  ein  beweglicher  Punkt  mit  einer  ReiJie  abwecJisdnder  fester 
Punkte  und  Ebenen  7nultiplicirt  mrd  und  auf  die  letzte  Ebene  eine  feste 
Gerade  folgt,  so  kann  man  statt  aller  fester  Punkte  und  Ebenen  Gerade 
setzen.  Nämlich,,  wenn  man  das  ganze  Produkt  umkehrt  und  das  um- 
gekehrte Produkt  nach  und  nach  konstruirt,  so  erhält  man  eine  Reihe 
von  HiUfspunkten,  die  in  den  festen  Ebenen  liegen,  mid  eine  ReiJie  von 
Geraden,  die  durch  die  festen  Punkte  gehen.  Diese  Geraden  kann  man 
statt  der  festen  Punkte  setzen  und  statt  jeder  Ebene  eine  Gerade,  die  in 
dieser  Ebene  liegt,  aber  nicht  durch  den  in  der  Ebene  liegenden  Hülfs- 
punkt  geht 

In  Formeln  ausgedrückt,  würde  der  Satz: 
xa^a,a^a^  .  .  .  a„a^BEEx(a,c,)A^(c,c^)A^  . .  .  (c„_^c„)A„B 
lauten,  wenn 
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ist.     Noch  will  ich  bemerken,  dass  sich  auch  die  gefundene  Form  des  27 
Produkts  noch  auf  die  Form  x{(i^c^B^{c^c^B^  ,  . .  reduciren  lässt,  wo 
B^  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  a^  und  «^  (oder  c^A^  und  c^A^, 
B^  die  der  Ebenen  «g  und  «^  ist;  und  so  weiter. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  zu  zeigen,  dass  sich  jedes  Produkt  von  x 
mit  einer  Elementenreihe,  die  mit  einer  Geraden  beginnt,  auch,  falls 
das  Produkt  wieder  ein  Punkt  oder  eine  Ebene  sein  soll,  stets  auf  das 
Produkt  von  x  mit  einer  Reihe  von  lauter  Geraden  zurückführen  lässt. 

Durch  die  Multiplikation  mit  einer  Reihe  fester  Geraden  geht 
entweder  ein  Punkt  p  oder  eine  Ebene  hervor.  Da  beide  Fälle  zu 
einander  reciprok  sind,  so  braucht  man  nur  den  einen  zu  betrachten. 
Wir  nehmen  an,  der  Punkt  p  sei  entweder  ;£Ef  x,  oder  er  sei  durch 
Multiplikation  von  x  mit  einer  Reihe  von  festen  Geraden  entstanden. 
Es  trete  noch  eine  Gerade  A  hinzu,  so  ist  pA  eine  Ebene.  Soll  nun 
zu  dieser  Ebene  ein  Element,  welches  keine  Gerade  ist,  hinzutreten, 
so  kann  dieses  Element  (da  die  Stufensumme  vier  ausgeschlossen  ist) 
nur  eine  Ebene  a  sein.  Nun  ist  pAa  eine  Gerade.  Diese  kann  mit 
einer  Ebene  ß  oder  mit  einem  Punkt  h  zusammentreten;  aber  pAaß 
ist  nach  Formel  (2)  ^zpA(aß)j  also  wäre  pA  wieder  mit  einer  Ge- 
raden {aß)  multiplicirt;  gegen  die  Annahme.  Es  bleibt  daher  nur 
übrig,  das  Produkt  pAab  zu  betrachten.  Es  sei  c  der  Durchschnitt 
von  A  und  a,  und  AzEEac,  a?^cB,  so  \^i  pAa}):p{ac){cB)h  '-"-i 
pac(cB)b  [nach  Formel (2)]  ^pacBch  [nach Formel (3)]  -^£p{ac)B{ch), 
Also  ist  auch  dies  Produkt  auf  ein  Produkt  mit  lauter  festen  Geraden 
reducirt.     Wir  haben  demnach  folgenden  Satz  erlangt: 

Jedes  Produkt  eines  frei  hewegliclien  Punktes  x  mit  einer  Beihe 
fester  Elemente  lässt  sich,  wenn  das  ProduM  ein  einfaeh  heweglivhes 
Eletnent  und  zwar  ein  Punkt  oder  eine  El>cne  ist,  in  der  Form  dar- 
stellen, 'dass  alle  festen  Elemente  Gerade  sind. 

Fasset  man  die  gefundenen  Sätze  mit  den  reciproken  Sätzen  zu- 
sammen, so  erhält  man  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Wenn  ein  frei  bewegliches  Element,  und  zwar  ein  Punkt  oder  eine 
Ebene,  mit  einer  BeiJie  fester  Elemente  multiplicirt  und  das  Produkt 
uneder  ein  bewegliches  Element  und  zwar  ein  Punkt  oder  eine  Ebene 
ist,  so  kann  man  statt  der  Beihe  der  festem  Elemente  entweder  eine 
ReiJie  abwechselnder  fester  Punkte  und  Ebenen  oder  eine  Beihe  fester 
Geraden  setzen,  je  naduJem  das  Produkt  ein  zweifach  oder  einfadi  be- 
wegliches Element  ist;  und  zwar  Juiben  beide  Beiheti  noÜiwendig  die 
Eigenschaft,  dass  keine  zwei  aufeinander  folgenden  Elemente  vereinigt  28 
liegen.  Findet  hingegen  diese  vereinigte  Lage  statt,  so  nimmt  der  Grad 
der  Beivegliehkeit  mindestens  um  eins  ab. 

Grassmann,  Werke.    Tl.  11 
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Dieser  Satz  reicht  für  die  Multiplikation  eines  beweglichen  Ele- 
ments mit  einer  Reihe  fester  vollkommen  aus.  Denn  ist  das  beweg- 
liche Element  eine  Gerade,  so  muss  diese  entweder  mit  einer  festen 
Ebene  oder  mit  einem  festen  Punkte  in  Kombination  treten  und  giebt 
dann  einen  zweifach  beweglichen  Punkt  oder  eine  zweifach  bewegliche 
Ebene;  und  für  diese  wurde  die  weitere  Kombination  mit  festen  Ele- 
menten bereits  betrachtet.  Und  ist  das  Produkt  eine  Gerade,  so  kann 
dieselbe  nur  durch  Multiplikation  zweier  Punkte  oder  zweier  Ebenen 
entstanden  sein;  und  für  beide  wurden  die  Gesetze  aufgestellt. 

§4. 
Lineale  Bewegung  offener  Figuren. 

Es  sei  zunächst  die  Aufgabe,  das  bewegliche  Produkt  eines  be- 
weglichen Elements  mit  einer  lleihe  fester  Elemente  für  den  Fall  zu 
konstruiren,  dass  sowohl  das  bewegliche  Element  als  {auch}  das  Pro- 
dukt ein  Punkt  oder  eine  Ebene  ist.  In  diesem  Falle  kann  man  nach 
§  3  statt  der  Reihe  der  festen  Elemente  entweder  eine  Reihe  abwech- 
selnder Punkte  und  Ebenen  oder  eine  Reihe  von  Geraden  einführen; 
und  zwar  so,  dass  keine  zwei  aufeinander  folgende  Elemente  dieser 
Reihen  vereinigt  liegen. 

Ich  werde  mich  für  die  Darstellung  dieser  Konstruktion  des  Be- 
griffs der  oifenen  Figur  bedienen.  Darunter  verstehe  ich  (siehe  Grelles 
Journal  Bd.  36,  S.  181  {hier  S.  78})  eine  Reihe  von  Punkten  und  Ge- 
raden, in  welcher  auf  jeden  Punkt  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  und 
auf  jede  Gerade  ein  in  ihr  liegender  Punkt  folgt,  gleichviel  ob  diese 
Geraden  oder  Punkte  in  derselben  Ebene  liegen  oder  nicht.  Das  An- 
fangselement der  Reihe  kann,  ebenso  wie  das  Endelement  derselben, 
ein  Punkt  oder  eine  Gerade  sein.  Alle  Zwischenelemente  der  Reihe 
(das  heisst,  welche  nicht  Grenzelemente  derselben  sind)  nenne  ich 
Seiten  oder  Ecken  der  offenen  Figur,  je  nachdem  sie  Gerade  oder 
Punkte  sind. 

Das  Produkt  eines  beweglichen  Punktes  x  mit  einer  abwechselnden 
Reihe  von  Punkten  und  Ebenen  «j,  a^,  ...  «„,  a„,  deren  keine  zwei 
aufeinander  folgende  verÄnigt  liegen,  ist  Null,  wenn  x  in  a^  liegt;  in 
jedem  andern  Falle  ist  das  Produkt  die  letzte  Ecke  einer  offenen  Figur, 
deren  Anfangspunkt  x  ist,  deren  Seiten  durch  die  festen  Punkte 
^ij  •  •  •  ^^n  gßlieii  ^^^  deren  Ecken  in  den  festen  Ebenen  «i,  .  .  .  «„ 
liegen.  Betrachtet  man,  zweitens,  das  Produkt  eines  beweglichen 
29  Punktes  x  mit  einer  geraden  Anzahl  gerader  Linien  A^^  B^, , ,  .  A^j  B^ 
(deren  keine  zwei  aufeinander  folgende  sich  schneiden),  so  zeigt  sich 
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dasselbe  gleich  Null,  wenn  x  in  der  Geraden  A^  liegt;  in  jedem  andern 
Falle  ist  das  Produkt  die  letzte  Ecke  einer  offenen  Figur,  deren  An- 
fangspunkt X  ist,  deren  Seiten  durch  die  Geraden  A^y  ,  , ,  A^  gehen 
und  deren  Ecken  in  den  Geraden  B^,  . . ,  B^  liegen.  Ferner  werde 
das  Produkt  von  x  mit  einer  ungeraden  Anzahl  gerader  Linien 
A^y  B^,  .  ,  .  A^y  B„y  A^_^^  betrachtet  (deren  keine  zwei  aufeinander- 
folgende sich  schneiden).  Legt  man  nun,  vorausgesetzt,  dass  x  nicht 
in  A^  liegt,  in  welchem  Falle  das  Produkt  Null  ist,  eine  offene  Figur 
hindurch,  deren  Anfangspunkt  x  ist,  deren  Seiten  durch  die  Geraden 
A^y  . . ,  A^_^_^  gehen  und  deren  Ecken  in  den  Geraden  B^y  . . .  B^ 
liegen,  so  ist  durch  eine  bestimmte  Lage  des  Anfangspunkts  x  zwar 
die  letzte  Ecke  in  B^  bestimmt,  aber  nicht  die  letzte  Seite,  die  durch 
-^n+i  ge^t;  vielmehr  ist  der  geometrische  Ort  derselben  eine  Ebene, 
und  diese  Ebene  ist  eben  jenem  Produkte  kongruent. 

Es  bleiben  nur  noch  die  reciproken  Falle  zu  betrachten,  wo  statt 
des  Punktes  x  eine  Ebene  |  eintritt.  Man  könnte  hier  der  offenen 
Figur  ihr  reciprokes  Gebilde  substituiren ;  doch  ist  es  in  vielen  Fällen 
vortheilhaft,  auch  hier  die  offene  Figur  zu  Grunde  zu  legen.  Hat  man 
das  Produkt  ^a^a^  ...  a^a^  zu  konstruiren,  so  lässt  sich  eine  offene 
Figur  zu  Grunde  legen,  deren  Anfangsstrahl  in  der  Ebene  |  liegt, 
deren  Ecken  in  den  Ebenen  «j,  . .  .  «^  liegen  und  deren  Seiten  durch 
die  Punkte  a^y  , .  .  %  gehen.  Wenn  die  Ebene  |  fest  ist  (ohne  mit  a^ 
zusammenzufallen),  so  ist  dennoch  die  ganze  offene  Figur  beweglich, 
und  der  geometrische  Ort  ihrer  letzten  Seite  ist  eine  Ebene,  welche 
dem  obigen  Produkte  kongruent  ist.  Femer  ist  das  Produkt  iA^B^,..A^B^ 
der  geometrische  Ort  der  letzten  Seite  einer  offenen  Figur,  deren  An- 
fangsstrahl in  der  Ebene  S  liegt,  deren  Ecken  in  den  Geraden  A^y . ,  ,  A^ 
liegen  und  deren  Seiten  durch  die  Geraden  B^, . , ,  B^  gehen.  Endlich, 
das  Produkt  i^A^B^  , , .  A^B^A^^^  ist  der  letzten  Ecke  einer  Figur 
kongruent,  deren  Anfangsstrahl  in  der  Ebene  |  liegt,  deren  Ecken  in 
den  Seiten  A^y  ...  ^„^.i  liegen  und  deren  Seiten  durch  die  Geraden 
*i,  •  •  •  *n  gellen. 

Ich  werde  alle  diese  sechs  Bewegungen  der  offenen  Figuren  Unedle 
nennen.  Es  giebt  also  zwei  Arten  der  linealen  Bewegung  offener 
Figuren,  deren  erste  darin  besteht,  dass  sich  alle  Ecken  und  Seiten  in 
festen  geraden  Linien  bewegen,  die  andere  darin,  dass  sich  alle  Ecken 
iu  festen  Ebenen  bewegen,  während  alle  Seiten  durch  feste  Punkte 
gehen.  Bei  beiden  Bewegungen  soll  f  wieder  der  Fall  ausgeschlossen  30 
bleiben,  wo  irgend  zwei  feste  Elemente,  in  denen  sich  zwei  aufeinander 
folgende  Elemente  der  offenen  Figur  bewegen  sollen,  vereinigt  liegen. 
Im  ersteren  Falle  sind  alle  Ecken  der  offenen  Figur  einfach  beweglich, 

11* 
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im  letzteren  zweifach;  daher  will  ich  jene  erstere  Art  der  linealen 
Bewegung  gleichfalls  eine  einfadie^  letztere  eine  zweifache  nennen.  In 
beiden  Fällen  ist  jede  Ecke  (und  ebenso  der  geometrische  Ort  jeder 
Seite)  einer  lineal  beweglichen  offenen  Figur  einem  Produkte  kongruent, 
dessen  erster  Faktor  der  geometrische  Ort  des  Änfangselements  ist 
und  dessen  folgende  Faktoren  nach  der  Reihe  diejenigen  festen  Ele- 
mente sind,  welchen  die  Ecken  und  Seiten  der  offenen  Figur,  bis  zu 
der  betrachteten  Ecke  (oder  Seite)  hin,  vereinigt  liegen  sollen. 

§  5. 

Konstruktion  der  Produkte  mit  mehreren  variablen  Faktoren 
duroh  Verkettungen  offener  Figuren. 

Wenn  zwei  variable  Faktoren  zusammentreten,  so  sind  (immer 
noch  das  Produkt  nullter  Stufe  ausgeschlossen)  folgende  Fälle  möglich: 
Entweder  a)  es  treten  zwei  Punkte  zusammen  oder  h)  zwei  Ebenen 
oder  c)  eine  Gerade  und  ein  Punkt  oder  rf)  eine  Gerade  und  eine 
Ebene. 

In  den  ersten  zwei  Fällen  ist  das  Produkt  eine  Gerade.  Diese 
Gerade  kann  dann  entweder  mit  einem  Punkt  oder  einer  Ebene  zu- 
sammentreten. Dies  giebt,  wenn  man  in  jedem  dieser  Fälle  nur  die 
drei  Stufenzahlen  nebeneinander  schreibt,  folgende  vier  Schemata: 

lU,  113,  331,  333. 

In  den  Fällen  c?)  und  d)  soll  eine  Gerade  mit  einem  Punkt  oder 
einer  Ebene  zusammentreten.  Da  die  Gerade  aber  wieder  nur  als  Pro- 
dukt zweier  Punkte  oder  zweier  Ebenen  entstanden  siöin  kann,  so  erhält 
man  hier  dieselben  vier  Schemata.  Es  werde  in  jedem  Schema  das 
erste  der  drei  Elemente  mit  a  oder  «,  das  zweite  mit  h  oder  /3,  das 
dritte  mit  c  oder  y  bezeichnet,  so  erhält  man  die  den  vier  Schematen 
entsprechenden  Produkte: 

ahc,     (ihyy     aßCj     «/3y, 

die  wir  nach  der  lieihe  mit 

Q,    r,     6,    s 

bezeichnen  wollen,  indem  das  erste  und  dritte  eine  Ebene,  das  zweite 
und  vierte  einen  Punkt  darstellt. 
31  Ich  will  jetzt  zunächst  annehmen,  dass  sowohl  a,  fc,  c  als  auch 
a,  /3,  y  variabel  sind  und  dass  jedes  dieser  Elemente  dadurch  entstanden 
sei,  dasa  ein  variabler  Punkt,  oder  eine  variable  Ebene,  mit  einer  Reihe 
fester  Elemente  multiplicirt  wurde.  Ebenso  will  ich  annehmen,  dass 
die  entstandenen  Produkte  (q,  r,  ö,  s)  späterhin  noch  mit  Reihen  fester 
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Elemente  multiplicirt  werden  sollen.     Hierdurch  ist  Alles  auf  die  Be- 
trachtung des  vorigen  Paragraphs  reducirt. 

Zuerst  betrachte  man  das  Produkt  Q^abc.  Hier  können  nach 
§  4  a,  6  und  c  als  die  letzten  Ecken  dreier  lineal  beweglicher  offener 
Figuren  angesehen  werden;  die  Lage  der  Endstrahlen  der  drei  offenen 
Figuren  ist  willkürlich,  nur  dass  sie  beziehlich  durch  a,  6,  c  gehen 
müssen.  Die  Ebene  q  endlich  soll  als  solche  angesehen  werden,  die 
hernach  noch  mit  einer  Reihe  fester  Elemente  zu  multipliciren  ist. 
Dieser  Multiplikation  wurde  in  §  4  eine  offene  Figur  zu  Grunde  ge- 
legt, deren  Anfangsstrahl  in  der  Ebene  q  beweglich  ist.  Also  treten 
hier  vier  offene  Figuren  hervor;  und  zwar  gehen  die  Endstrahlen  der 
ersten  drei  offenen  Figuren,  einzeln  genommen,  durch  die  Punkte  a,  6,  c, 
imd  der  Anfangsstrahl  der  vierten  liegt  in  der  Ebene  Q^abc.  Da 
die  Lage  jener  Endstrahlen  im  üebrigen  willkürlich  ist,  so  kann  man 
sie  leicht  so  annehmen,  dass  die  vier  in  Betracht  kommenden  Grenz- 
strahlen paarweise  zusammenfallen.  Es  sei  p  ein  in  ab  beweglicher 
Pnnkt^  so  lässt  sich  die  Gerade  ab  als  der  gemeinschaftliche  Endstrahl 
der  beiden  ersten  offenen  Figuren  und  die  Gerade  pc  als  der  Endstrahl 
der  dritten  und  der  Anfangsstrahl  der  vierten  setzen.  Denn  durch 
diese  Annahmen  werden  die  Bedingungen  erfüllt,  dass  die  Endstrahlen 
beziehlich  durch  a,  b,  c  gehen  und  der  Anfangsstrahl  in  der  Ebene 
nbc  beweglich  sein  soll.  Die  eigenthümliche  Lage  der  vier  Grenz- 
strahlen in  dem  Produkte  abc  ist  also  die,  dass  sie  paarweise  zusammen- 
fallen und  das  eine  Paar  mit  dem  andern  vereinigt  liegt,  das  heisst, 
von  ihm  geschnitten  wird. 

Betrachtet  man  zweitens  das  Produkt  r^^aby,  so  sind  hier  a 
und  6  als  letzte  Ecken  zweier  offener  Figuren  anzusehen.  Die  End- 
strahlen derselben,  welche  beziehlich  durch  a  und  b  gehen  müssen,  im 
üebrigen  aber  willkürlich  sind,  kann  man  wieder  zusammenfallen  lassen, 
das  heisst,  ab  als  den  gemeinschaftlichen  Endstrahl  derselben  setzen. 
Die  Ebene  y  ist  nach  §  4  als  geometrischer  Ort  der  letzten  Seite 
einer  offenen  Figur  zu  betrachten.  Der  Endpunkt  dieser  offenen  Figur 
ist  im  üebrigen  willkürlich;  nur  dass  er  in  der  letzten  Seite,  also  hier 
in  der  Ebene  y  liegen  muss.  Der  Punkt  r^aby^  das  heisst  der 
Punkt,  in  welchem  die  Gerade  ab  die  Ebene  y  schneidet,  wird,  fwenn  32 
r  noch  mit  einer  Reihe  fester  Elemente  multiplicirt  werden  soll,  zum 
Anfangspunkte  einer  vierten  offenen  Figur.  Da  der  Endpunkt  der 
dritten  in  y  willkürlich  war,  so  kann  man  ihn  mit  dem  Anfangspunkt 
(r)  der  vierten  zusammenfallen  lassen.  Also  fallen  in  diesem  Falle 
zwei  Grenzstrahlen  (ab)  zusammen  und  ebenso  zwei  Grenzpunkte  (r), 
und  diese  liegen  mit  jenen  vereinigt.    In  den  beiden  bisher  betrachteten 
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Fällen  fallen  also  die  vier  in  Betracht  kommenden  Grenzelemente 
paarweise  zusammen^  und  das  eine  Paar  liegt  mit  dem  andern  ver- 
einigt. Der  Unterschied  ist  nur  der,  dass  im  ersten  Falle  alle  vier 
Grenzelemente,  im  zweiten  Falle  zwei  derselben  StraJden  sind,  die 
beiden  andern  Punkte, 

Es  werde  jetzt  das  dritte  Produkt  ö^aßc  betrachtet.  Hier  ist 
nach  §  4  die  Ebene  a  als  der  geometrische  Ort  der  letzten  Seite  einer 
offenen  Figur  anzusehen,  deren  Endpunkt  willkürlich  in  dieser  Seite, 
also  auch  willkürlich  in  der  Ebene  a  liegt.  Ebenso  ist  ß  als  der 
geometrische  Ort  der  letzten  Seite  einer  offenen  Figur  zu  betrachten, 
deren  Endpunkt  willkürlich  in  ß  angenommen  werden  kann.  Man 
kann  daher  einen  in  der  Kante  aß  beweglichen  Punkt  p  als  gemein- 
schaftlichen Endpunkt  jener  beiden  offenen  Figuren  setzen.  Femer  ist 
c  als  die  letzte  Ecke  einer  offenen  Figur  zu  betrachten,  deren  End- 
strahl willkürlich  durch  c  geht.  Wir  setzen  2^c  als  diesen  Endstrahl. 
Endlich  die  Ebene  6  ^E  a/Sc,  das  heisst  die  Ebene,  welche  durch  den 
Punkt  c  und  die  Kante  aß  gelegt  ist,  wird,  wenn  sie  noch  mit  einer 
Reihe  fester  Elemente  multiplicirt  werden  soll,  zu  dem  geometrischen 
Orte  des  Anfangsstrahls  einer  vierten  Figur.  Da  p  in  aß  beweglich 
ist,  so  ist  6  der  geometrische  Ort  von  cp]  man  kann  also  cp  als  An- 
fangsstrahl der  vierten  offenen  Figur  setzen.  Es  sind  demnach,  wie 
im  vorhergehenden  Falle,  zwei  der  Grenzelemente  Strahlen,  und  die 
beiden  andern  sind  Punkte;  jene  Grenzstrahlen  (cp)  fallen  zusammen, 
ebenso  diese  Grenzpunkte  {p)^  und  diese  liegen  mit  jenen  vereinigt. 
Der  Unterschied  zwischen  diesem  und  dem  vorhergehenden  Falle  ist 
nur  der,  dass  das  Anfangselement  der  vierten  Figur  dort  ein  Punkt, 
hier  ein  Strahl  ist. 

Das  vierte.  Produkt  endlich  war  s^  aßy.  Hier  ist  jede  der 
Ebenen  «,  /?,  y  als  geometrischer  Ort  der  Endseite  einer  offenen  Figur 
zu  betrachten,  deren  Endpunkt  also  in  jener  Ebene  willkürlich  ange- 
nommen werden  kann.  Man  kann  daher  den  Durchschnittspunkt  (s) 
der  drei  Ebenen  a,  /3,  y  als  gemeinschaftlichen  Endpunkt  der  drei 
33  offenen  Figuren  setzen;  zugleich  ist  dieser  f  Punkt  Anfangspunkt  der 
vierten.  Also  sind  dann  alle  vier  Grenzelemente  Punkte,  welche  in 
einem  Punkt  s  zusammenfallen.  Auch  in  diesem  Falle  kann  man 
sagen,  dass  die  vier  Grenzelemente  paarweise  zusammenfallen  und  das  eine 
Paar  mit  dem  andern  vereinigt  liegt.  Dies  ist  also  das  Gemeinschaftliche 
in  allen  vier  Fällen.  Im  ersten  Falle  sind  alle  Grenzelemente  Strahlen, 
im  letzten  Punkte;  in  den  beiden  mittleren  Fällen  sind  zwei  Grenzelemente 
Strahlen,  die  beiden  andern  Punkte;  und  zwar  ist  das  Anfangselement 
der  vierten  Figur  im  zweiten  Falle  ein  Punkt,   im  dritten  ein  Strahl. 
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Es  wurde  oben  angenommen,  dafs  a,  6,  c,  a,  /3,  y  dadurch  ent- 
standen seien,  dass  ein  variabler  Punkt,  oder  eine  variable  Ebene,  mit 
einer  Reihe  fester  Elemente  multiplicirt  sei,  wobei  es  gleichgültig  ist, 
ob  diese  Reihe  aus  einem  oder  aus  mehren  Elementen  besteht.  Das 
erlangte  Resultat  bleibt  indessen  bestehen,  auch  wenn  jene  Bedingung 
nicht  erfallt  wird.  In  der  That,  ist  zum  Beispiel  a  zwar  variabel,  aber 
nicht  durch  Multiplikation  eines  beweglichen  Elements  mit  einem  oder 
mehreren  festen  Elementen  entstanden,  so  können  wir  dennoch  a  als 
den  Anfangspunkt  einer  o£fenen  Figur  setzen,  an  den  sich  aber  sogleich 
der  Endstrahl  derselben  anschliesst;  und  die  oben  gezogenen  Folge- 
rungen bleiben  bestehen.  Durch  das  Wegfallen  der  konstanten  Faktoren 
ist  nur  das  Wegfallen  der  Ecken  und  Seiten  der  oflFenen  Figur  bedingt, 
und  diese  besteht  bloss  aus  den  beiden  Grenzelementen.  Ebenso,  wenn 
die  Ebene  a  zwar  variabel  ist,  aber  nicht  durch  Multiplikation  eines 
beweglichen  Elements  mit  einem  oder  mehreren  festen  Elementen  ent- 
standen ist,  kann  man  dennoch  a  als  den  geometrischen  Ort  des  An- 
fangsstrahls einer  offenen  Figur  setzen,  an  welchen  sich  aber  sogleich 
der  Endpunkt  derselben  anschliesst.  Die  offene  Figur  besteht  dann 
wiederum  nur  aus  den  beiden  Grenzelementen;  in  den  übrigen  Folge- 
rungen wird  nichts  geändert.  Ganz  auf  dieselbe  Weise  kann  man  die 
Annahme,  dass  die  entstehenden  Produkte  noch  hernach  mit  einer  Reihe 
fester  Elemente  multiplicirt  werden  sollen,  ganz  wegfallen  lassen. 

Femer  wurde  oben  angenommen,  dafs  in  jedem  der  vier  Produkte 
alle  drei  Faktoren  variabel  sind.  Sind  alle  drei  konstant,  so  ist  auch 
ihr  Produkt  konstant  und  kann  also  ohne  Weiteres  als  eins  der  festen 
Elemente  gesetzt  werden.  Sind  zwei  derselben  konstant,  so  ist  dann 
das  variable  Element  entweder  fortschreitend  mit  zwei  festen  Elementen 
multiplicirt  oder  mit  deren  Produkt,  das  heisst  mit  eineiin  festen  Ele- 
ment. In  beiden  Fällen  setzt  sich  die  an  das  variable  Element  sich 
anschliessende  offene  Figur  nur  fort.  Es  bleibt  also  nur  der  Fall  zu 
betrachten,  wo  eins  der  drei  Elemente  fest  ist,  die  beiden  andern  be- 
weglich sind. 

Dieser  Fall  erfordert  um  so  mehr  Beachtung,  da  er  bei  der  Er-  34 
Zeugung  der  Oberflächen  bei  weitem  der  häufigste  ist. 

Angenommen  also,  es  sei  etwa  der  Punkt  a,  den  wir  bisher  als 
beweglich  setzten,  konstant,  so  tritt  kein  anderer  Unterschied  hervor, 
als  dass  der  durch  a  gehende  Strahl,  welcher  bisher  als  Endstrahl 
einer  offenen  Figur  sich  zeigte,  jetzt  durch  den  festen  Punkt  a  geht 
oder,  anders  ausgedrückt,  dass  die  Ecke  a,  welche  bisher  beweglich 
war,  jetzt  fest  wird.  In  dem  vorher  gefundenen  Resultate  wird  im 
üebrigen  nichts  geändert.     Ja  auch  der  Wortausdnick  desselben  kann 
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unverändert  bleiben,  wenn  man  den  festen  Punkt  a,  nebst  dem  von 
ihm  ausgebenden  Strahle,  gleichfalls  als  offene  Figur  setzt;  und  zwar 
den  Strahl  als  Endstrahl  derselben.  Hierbei  ist  es  gleichgültig,  ob 
man  den  festen  Punkt  a  als  Anfangspunkt  der  offenen  Figur  setzt 
oder  als  eine  Ecke  derselben,  indem  man  dieser  noch  beliebige  feste 
Seiten  und  Ecken  vorangehen  lässt.  Immer  kann  man  die  ganze 
Figur,  mit  Ausnahme  des  durch  a  gehenden  willkürlichen  Endstrahles, 
als  unbeweglich  annehmen.  Wir  nennen  eine  solche  offene  Figur,  da 
sie  von  dem  veranderlichen  Elemente  unabhängig  ist,  zum  Unterschiede 
von  den  früher  betrachteten,  eine  unabhängi/fe  offene  Figur.  Ist  zweitens 
eine  der  Ebenen,  etwa  a,  konstant,  so  wird  der  in  a  liegende  Punkt, 
welcher  bisher  als  Endpunkt  einer  offenen  Figur  sich  zeigte,  jetzt  ein 
in  der  festen  Ebene  a  liegender  Punkt.  Man  wird  daher  auch  diesen 
Punkt  als  Endpunkt  einer  offenen  Figur  setzen  können,  indem  man 
eine  solche  offene  Figur,  deren  Endpunkt  in  einer  festen  Ebene  liegt, 
gleichfalls  unabhängig  nennt. 

Von  hier  aus  gelangt  man  sogleich  zur  Konstruktion  eines  be- 
liebigen Produkts,  welches  das  bewegliche  Element  x  beliebig  oft  als 
Faktor  enthält,  indem  man  den  Begriff  der  Verkettung  offener  Figuren, 
wie  er  von  mir  (siehe  Crelle's  Journal  Bd.  42,  S.  190  {hier  S.  83}) 
der  Erzeugung  ebener  Kurven  zum  Grunde  gelegt  ist,  nach  Anleitung 
der  soeben  gegebenen  Entwickelung  auf  den  Raum  überträgt. 

Wenn  man  nämlich  einen  beweglichen  Punkt  x  zum  Anfangs- 
punkte mehrerer  offener  Figuren  macht,  dann  aus  dreien  derselben 
oder  aus  zweien  und  einer  unabhängigen  offenen  Figur  eine  neue  offene 
Figur  in  der  Art  bildet,  dass  die  vier  Grenzelemente  (nämlich  die  drei 
Endelemente  der  drei  ersteren  und  das  Anfangselement  der  neuen) 
paarweise  zusammenfallen,  während  zugleich  das  eine  Paar  mit  dem 
andern  vereinigt  liegt,  und  dann  fortfährt,  die  jedesmal  noch  übrigen 
offenen  Figuren  auf  die  angegebene  Art  zusammenzuschliessen,  bis  sich 
zuletzt  alle  variablen  offenen  Figuren  zu  einer  einzigen  vereinijgt  haben, 
36  so  nenne  ich  das  ganze  System  dieser  offenen  f  Figuren  eine  Verkettung 
derselben;  und  zwar  eine  Verkettung  n-ten  Grades,  wenn  n  offene 
Figuren  von  dem  Anfangselement  der  Verkettung  ausgehen.  Wir  sagen 
femer,  dass  eine  Verkettung  offener  Figuren  im  Räume  sich  linml  be- 
wege, wenn  alle  abhängigen  offenen  Figuren,  aus  denen  sie  besteht, 
sich  lineal  bewegen.  Mittels  dieser  Begriffe  lässt  sich  nun  das  Resultat 
dieses  Paragraphs  in  dem  folgenden  Satze  aussprechen: 

Jedes  Produkt,  wdclics  n-mal  den  variahUn  Punkt  x  als  Faktor 
enthalt  und  welcJies  von  erster  oder  dritter  Stufe  ist,  aber  keinen  Faktor 
nuUter  Stufe  einschliesst,  lässt  sich  durdi  eine  line/il  bewegte  Verkettung 
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n-tefi  Grades  in  der  Art  darstellen,  dass  für  jeden  Punkt  x  das  Pro- 
dukt efitweder  der  letzten  Ecke  der  Verkettung  oder  der  Ebene,  in  welcher 
die  letzte  Seite  derselben  beweglich  iM,  kongruent  sei.  Und  umgekehrt 
lässt  sich  die  letzte  Ecke  oder  die  Ebene  der  letzten  Seite  jeder  Verkettung 
H'teti  Grades  durch  ein  solches  Produkt  darstellen. 

§6. 

Erseugung  der  algebraisohen  Oberflächen  durch  lineale  Bewegung 
geschlossener  Verkettungen. 

Es  werde  jetzt  endlich  ein  beliebiges  Produkt  nullter  Stufe  be-  . 
trachtet,  welches  w-mal  x  als  Faktor  enthält,  aber  keinen  Faktor  nullter 
Stufe  einschliesst.  Ich  habe  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze  {auf 
S.  151  f. }  gezeigt,  dass  man  in  einem  solchen  Produkte  jeden  Faktor, 
also  auch  rc,  ohne  Klammern  nach  der  letzten  Stelle  bringen  kann. 
Dann  erhält  das  Produkt  die  Form  ^a;,  wo  (üf  ein  Produkt  dritter 
Stufe  ist,  welches  (n  —  l)-mal  den  Punkt  x  als  Faktor  enthält.  Hat 
man  nun  die  Gleichung 

IrSX  =  0, 

so  drückt  sie  aus,  dass  der  Punkt  x  in  der  Ebene  TS  liegt.  Die  Ebene 
W  aber  lässt  sich  nach  dem  vorigen  Paragraph  als  die  Ebene  dar- 
stellen, in  welcher  die  Endseite  einer  Verkettung  (n  —  l)-ten  Grades 
beweglich  ist.  Also  drückt  die  Gleichung  tsx  ==0  die  Möglichkeit 
aus,  jene  Seite  durch  den  Punkt  x  zu  legen,  oder,  anders  ausgedrückt, 
die  Möglichkeit,  das  Endelement  der  Verkettung  mit  dem  Anfangs- 
element derselben  zusammenfallen  zu  lassen. 

Wir  nennen  eine  solche  Verkettung,  deren  Endelement  mit  ihrem 
Anfangselement  zusammenfällt,  eine  geschlossene  Verkettung;  und  zwar 
w-ten   Grades,    wenn  n   offene  Figuren  von  dem  Anfangselemente  (x) 
ausgehen  (die  letzte,  f  welche  x  zum  Endelemente  hat,  eingerechnet).  .36 
Dann  verwandelt  sich   der  Satz  (5)   der  Einleitung  in  folgenden  Satz: 

Der  Anfanißspunkt  einer   sich   lineal  betvegenden  geschlossenen  Ver- 
kettung n-ten  Grades  beschreibt  eine  OberfläcJie  n-ter  Ordnung, 
und  umgekehrt: 

Jede  algebraische  Oberfläche  lässt  sicih  als  Ort  einer  sich  lineal  be- 
wegenden geschlossenen  Verkettung  darstellen. 

Stettin,  im  Juli  1852. 
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37  Die  stereometrisclie  Gleichung  zweiten  Grades  und 
die  dadurch  dargestellten  Oberflächen. 


Von 

Prof.  If.  6ra88manii, 

am  Gyinnasio  zu  Stettin. 


Grelles  Journal  Bd.  4U,  Heft  1,  S.  37—46  (1855). 


Wenn  ein  stereometrisches  Produkt  nuUter  Stufe,  welches  m-mal 
einen  veränderlichen  Punkt  x  als  Faktor  enthält,  gleich  Null  gesetzt 
wird,  so  ist  der  dadurch  bedingte  geometrische  Ort  von  o;,  wie  ich  in 
den  früheren  Aufsätzen  nachgewiesen  habe,  eine  Oberfläche  n-ter  Ord- 
nung. Ich  will  der  Kürze  wegen  eine  solche  Gleichung  eine  sferconw- 
frische  Gleklmwj  iirten  Grades  nennen.  Es  ist  also  der  geometrische 
Ort  eines  Punktes  x^  welcher  einer  stereometrischen  Gleichung  zweiten 
Grades  genügt,  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung.  Ich  werde  hier 
diese  Gleichung  und  die  dadurch  ausgedrückte  Erzeugung  der  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  näher  erörtern. 

§  1. 

Die  allgemeine  Form  der  Btereometrischen  Gleichung  zweiten  Grades. 

Die  stereometrische  Gleichung  zweiten  Grades  hat  die  Form 

^  =  0, 

wo  ^  ein  stereometrisches  Produkt  nuUter  Stufe  ist,  welches  den  ver- 
änderlichen Punkt  X  zweimal  als  Faktor  enthält.  Da  man  in  einem 
Produkt  nuUter  Stufe  jeden  Faktor  auf  die  letzte  Stelle  bringen  kann, 
und  zwar  so,  dass  er  von  keiner  Klammer  mehr  umschlossen  wird 
(siehe  Stereometr.  Multiplik.  §  5  { hier  S.  151  f } ),  so  lässt  sich  dies  auf 
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den  Faktor  x  anwenden,  und  die  Gleichung  zweiten  Grades  nimmt 
die  Form 

1QX  =  0  oder,  anders  geschrieben,  xJS  =  0 

an,  welche  ausdrückt,  dass  der  Punkt  x  in  der  Ebene  is  liegt. 

Da  Vi  noch  den  Faktor  x  enthält,  so  kann  man  in  der  Gleichung 
X(5  =  0  den  in  is  enthaltenen  Faktor  x  ohne  Klammer  auf  die  letzte 
Stelle  bringen  und  erhält  dann  die  Form 

xRx  =  0, 

wo  B  eine  Reihe  konstanter  Faktoren  bezeichnet,  mit  welchen  fort- 
schreitend, "f  multiplicrt    werden    soll.     Und    zwar    wird,    da  in   einem  38 
Produkte  nullter  Stufe  die  Summe  der  Stufenzahlen  sämtlicher  Faktoren 
durch  vier  theilbar  ist,  die  Summe  der  Stufenzahlen  aller  in  R  ent- 
haltener Faktoren,  durch  vier  dividirt,  zwei  zum  Rest  lassen. 

Das  Produkt  xR  stellt  ein  Element  dritter  Stufe,  also  eine  Ebene 
dar;  folglich  wird  man  (wenn  nicht  etwa  xR  sich  in  einen  variablen 
Faktor  nullter  Stufe  und  in  einen  konstanten  Faktor  zerfallen  lässt), 
vermöge  des  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze  (§  3  { hier  S.  161 } )  er- 
wiesenen Gesetzes,  statt  R  entweder  eine  Reihe  abwechselnder  fester 
Punkte  und  Ebenen,  welche  mit  einem  Punkte  beginnt,  oder  eine 
Reihe  fester  Geraden  setzen  können.  Allein  im  ersteren  Falle  würde 
xR  entweder  von  der  ersten  oder  von  der  zweiten  Stufe  sein,  je  nach- 
dem jene  Reihe  mit  einer  Ebene  oder  einem  Punkte  schliesst.  Es 
bleibt  also  nur  der  zweite  Fall  übrig,  das  heisst,  es  lässt  sich  stets 
statt  R  eine  Reihe  gerader  Linien  setzen;  und  zwar  muss  die  Anzahl 
derselben,  da  die  Summe  der  Stufenzahlen  durch  vier  dividirt  zwei 
zum  Rest  lassen  muss,  ungerade  sein.  Folglich  zeigt  sich  die  Gleichung 
in  der  Form 

(1)  xÄBÄ.B^  . . .  A^B^Gx  =  0, 

wo  j1,  JS, . .  .  gerade  Linien  sind. 

Wenn  insbesondere  xR  sich  in  einen  variablen  Faktor  nullter  Stufe 
und  in  einen  konstanten  Faktor  auflösen  lässt,  so  wird  der  erstere 
die  Form  xa  haben  müssen,  wo  a  eine  Ebene  ist,  und  der  letztere 
wird  eine  konstante  Ebene  sein.     Diese  sei  /3;  alsdann  haben  wir 

xa  .  ßx  =  0. 

Es  zerfällt  dann  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  zwei  Eigenen. 
Aber  auch  diesen  Fall  kann  man  der  Gleichungsform  (1)  unterordnen. 
In  der  That:  es  seien  Ä  und  B  irgend  zwei  Gerade  der  Ebene  a,  die 
sich    in    einem  Punkt  c  schneiden,    welcher  zugleich  in  der  Ebene  ß 
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liegt,  und  C  sei  irgend  eine  Gerade  in  /3,  die  aber  nicht  durch  c  geht, 
so  stellt  die  Gleichung 

xABCx  =  0 

eine  in  diese  beiden  Ebenen  a  und  ß  zerfallende  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  dar.  Diese  Form  aber  ordnet  sich  der  Form  (1)  unter,  wenn 
man  n  =  0  setzt.  Es  ist  also  die  Form  (1)  die  ganz  allgemeine  Form 
der  stereometrischen  Gleichung  zweiten  Grades. 

§2. 
Geometrische  Deutung  der  stereometrisohen  Gleichung  zweiten 

Grades. 

Wenn  das  Produkt  xAB  .  .  .  A^B^  nicht  Null  ist,  so  stellt  das- 
selbe  einen  Punkt  in  B^  dar,   den  wir  p^  nennen   wollen.     Eben  so 
39  stellt  dann   das  f  Produkt  xAB  .  .  J  A^B^  für  jeden  Index  r,   von  0 
bis  n,  einen  Punkt  dar,  der  p^  heissen  soll.     Dann  folgt  sogleich 

Pr-lA^r^Pr- 

Diese  Gleichung  drückt  aus,  dass  der  Punkt  p^  in  der  Geraden  B^ 
liegt  und  in  der  durch  p^_i  und  A^  gelegten  Ebene.  Das  letztere 
lässt  sich  auch  so  ausdrücken,  dass  die  Gerade  2V_iJV  ^^®  Gerade  A^ 
schneidet.  Es  bilden  also  die  Punkte  x^  p,  j^,  -  •  •  p^  ^i^©  offene  Figur, 
welche  mit  dem  Punkte  x  beginnt,  deren  Ecken  i>, . .  • />„  in  den  Ge- 
raden By . .  .  B^  liegen  und  deren  Seiten  xpy  pp^,  .  .  .  p^-iPn  ^^^  ^^^ 
Geraden  A, . ,  ,  A^  geschnitten  werden.  Und  wenn  der  Anfangspunkt  x 
dieser  offenen  Figur  gegeben  ist,  so  ist  ihr  Endpunkt  p^  genau  be- 
stimmt und  stellt  das  Produkt  xAB  .  .  .  A„B„  dar;  immer  unter  der 
Voraussetzung,  dass  das  Produkt  nicht  Null  ist.  Ist  hingegen  zwar 
das  Produkt  xAB  . ,  .  A^_^B^_^  ungleich  Null,  aber  xAB  .  .  .  A^B^ 
gleich  Null,  das  heisst  p^_^A^B^  =  Oy  so  liegt  p^_^  entweder  in  A^ 
oder  B^  liegt  in  der  durch  p^_^  und  A^  gelegten  Ebene.  In  beiden 
Fällen  hat  jeder  Punkt  p^  der  Geraden  B^  die  Eigenschaft,  dass  die 
Gerade  p^^iPr  ^i^  Gerade  A^  schneidet;  das  heisst:  Der  Endpunkt  p^ 
einer  offenen  Figur,  deren  Anfangspunkt  x  ist,  deren  Ecken  i>, . . .  j)^ 
in  den  Geraden  B, .  .  .  B^  liegen  und  deren  Seiten  von  den  Geraden 
Ay , .  .  A^  geschnitten  werden,  ist  in  diesem  Falle  innerhalb  der  Ge- 
raden B^  ganz  willkürlich.  Dasselbe  gilt  dann  aber  offenbar  für  die 
Ecke  p^  der  ganzen  offenen  Figur  Xy  jfy  Pu  -  -  ,  P»-     Also: 

l)as  Produkt  xAB  ,  .  .  A^B^  wird  jedesmal  durdi  eine  offene 
Figur  Xy  p,  Pu  -  -  -  p„y  deren  Ecken  Py  -  -  -  p„  in  den  Geraden  By  .  .  .  B„ 
liegen  und  deren  Seiten  xpy  .  .  .  Pn-iPn  ^^^  ^^  Geraden  Ay  .  .  .  A„ 
geschnitten  werden y   in  der  Art  dargestellt,   dass,   wenn  jenes  Produkt 
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nicht  Null  ist^  die  Ecke  p^  genau  bestimmt  und  jencfn  Produkte  kon- 
gruent ist;  dass  hingegen,  wenn  jenes  Produkt  Null  ist,  die  Ecke  p^ 
tvülkürlich  in  B„  angenommen  werden  kann. 

Betrachtet  man  nun  die  Gleichung  zweiten  Grades 
(1)  xAB  ,.,  A„B„Cx  =  0, 

so  sieht  man,  dass  sie,  wenn  xAB  ...  A^B„  nicht  Null  isij,  ausdrückt, 
dass  p^  Cx  =  0  ist,  das  heisst,  dass  sich  durch  p^  und  x  eine  Gerade 
legen  lässt,  welche  die  Gerade  C  schneidet;  das  heisst,  es  sind  dann 
in  der  geschlossenen  Figur  a:,  jp,  .  .  .  p^^  x  alle  Ecken,  ausser  x,  in  den 
Geraden  B,  , . ,  B„  beweglich,  und  die  Seiten  xp,  . .  .  p„_iPft,  p^x 
werden  von  den  Geraden  A,  ,  .  .  A^,  C  geschnitten. 

Ist  aber  das  Produkt  xAB  ...  A^B^  =  Oy  so  wird  auch  jedesmal 
das  ganze  Produkt  zu  Null,  und  also  wird  die  Gleichung  (1)  befrie- 
digt. In  diesem  Falle  kann  nun  2^»  ^^  ^n  willkürlich  angenommen  40 
werden.  Legt  man  durch  a:  und  C  eine  Gerade,  welche  die  Gerade  B^ 
triflfl,  und  setzt  den  Punkt,  in  welchem  sie  dieselbe  trifft,  p^,  so  ge- 
nügt die  geschlossene  Figur  x,  p,  ,  .  .  p^,  x  auch  in  diesem  Falle  der 
oben  ausgesprochenen  Bedingung.     Also  haben  wir  den  Satz: 

We^m  sich  eine  veränderliche  geradlinige  Figur  (x,2h 2hf  -  -  -Pn)^)  **^* 
Räume  so  hetvcgt,  dass  alle  Seiten  (xp,  ppy,  •  -  Pn-iP„y  Pn^)  ^^^  festen 
Geraden  (A,  A^, ...  A^yC)  getroffen  werden  und  alle  Ecken  (p, 2hy  •  PnJy 
ausser  einer  (x),  in  festen  Geraden  (B,  B^,  .  .  .  B^)  liegen,  so  beschreibt 
diese  eine  Ecke  (x)  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung;  %md  zwar  eine 
geradlinige,  deren  Gleichung 

xAB  ...  A„B„Cx  =  0 
ist 

Dass  die  Oberfläche  eine  geradlinige,  das  heisst  eine  solche  ist, 
auf  welcher  sich  gerade  Linien  ziehen  lassen,  folgt  unmittelbar  aus 
der  Gleichung,  da  derselben  zum  Beispiel  durch  jeden  Punkt  x  der 
Geraden  A  Genüge  geschieht.  Die  besonderen  Fälle,  namentlich  auch 
der,  wo  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  unbestimmt  wird,  sollen  io 
den  folgenden  Paragraphen  abgehandelt  werden. 

Projektivisohe  Deutung  der  Gleichung  zweiten  Grades. 

Man  nehme  an,  dass  in  der  Gleichung  (1)  keine  der  konstanten 
Geraden  die  vorhergehende  oder  nachfolgende  Gerade  schneide,  und 
betrachte  unter  dieser  Voraussetzung  das  Produkt  xAB  . .  .  A^B^C\ 
welches  wir  der  Kürze  wegen  auch  mit  xB  bezeichnen  und  in  welchem 
X  zunächst  frei  im  Räume  beweglich  angenommen  wird.     Dann  stellt, 
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wenn  x  nicht  in  A  liegt,  xA  eine  Ebene  des  durch  die  Axe  A  ge- 
legten Ebenenbüschels  dar,  xAB  den  jener  Ebene  entsprechenden 
Punkt  der  Geraden  2?,  welche  mit  jenem  Ebenenbüschel  perspektivisch 
ist,  xABA^  die  entsprechende  Ebene  eines  Ebenenbüschels,  der  mit 
jenen  beiden  Gebilden  perspektivisch  ist,  und  so  fort;  xR  endlich  die 
entsprechende  Ebene  eines  Ebenenbüschels,  welcher  mit  allen  früheren 
Gebilden,  namentlich  auch  mit  dem  Ebenenbüschel  xA^  projektivisch 
ist:  so  nämlich,  dass  xll  und  xA  entsprechende  Ebenen  dieser  Büschel 
sind.  Dann  sagt  die  Gleichung  (1),  die  jetzt  in  der  Form  xBx  =  0 
sich  zeigt,  aus,  dass  die  der  Ebene  xA  entsprechende  Ebene  xU  durch 
den  Punkt  x  geht,  das  heisst,  dass  x  in  der  Durchschnittslinie  der 
41  beiden  Ebenen  liegt.  Also  ist  f  jede  Durchschnittslinie  zweier  ent- 
sprechender Ebenen  jener  beiden  Büschel  eine  Linie  der  durch  die 
Gleichung  xltx  =  0  dargestellten  Oberfläche,  und  da  auch  alle  Punkte 
X  der  Geraden  A  in  zwei  entsprechenden  Ebenen  liegen,  so  besteht 
die  Oberfläche  aus  der  Gesamtheit  jener  Linien.     Also: 

Die  DurdiSchnittsUnien  der  enUiprechetulen  Ebcfien  zweier  projektivt- 
scher  Ebeiienbüscliel  hüden  eine  (geradlinige)  Oherflädhe  zweiter  Ordnung. 

§4. 
Bedoktion  der  Gleichung  zweiten  Grades  auf  die  einfachsten  Formen. 

Wenn  zuerst  in  der  Gleichung  (1)  irgend  zwei  aufeinander  folgende 
feste  Gerade,  zum  Beispiel  A^  und  B^y  sich  schneiden,  so  kann  man,  nach 
den  Gesetzen  der  stereometrischen  Multiplikation  (§  3  {hier  S.  159f. }), 
statt  derselben  eine  Ebene  und  einen  Punkt  setzen;  nämlich  die  EltenCj 
in  welcher  die  Geraden  liegen,  und  den  Punkt,  in  welchem  sie  sich 
schneiden.  Ist  a^  jene  Ebene  und  a^  dieser  Punkt,  so  verwandelt  sich 
die  Gleichung  (1)  in 

xAB    . .  A,_,B^^,a,  .  a^A^^.B^^,  . . .  A^B^Cx  =  0, 

wo  der  zwischengesetzte  Punkt  die  beiden  Faktoren  nullter  Stufe 
scheidet.  Statt  des  ersten  dieser  beiden  Faktoren  kann  man  auch 
x{a^B^_^A^_^  . . .  BA)  schreiben. 

Ist  nun  entweder  a^B^_^A^_^  ...  BA  oder  a^A^^^B^^^  ...  A„B„C 
Null,  so  genügt  jeder  beliebige  Punkt  x  der  obigen  Gleichung.  Die 
durch  sie  dargestellte  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist  also  ^nzlich 
unbestimmt;  der  Punkt  x  ist  keiner  seine  Lage  beschränkenden  Glei- 
chung unterworfen.  Die  einfachste  Form  der  Gleichung  (1),  welche 
den  Punkt  x  ganz  unbestimmt  lässt,  ist 
(a)  xAx  ==  0. 
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Sind  die  beiden  Produkte  a^Ii^_^A^_^,.,BA  und  a^A^^^B^,^^  ..,A^B„C 
ungleich  Null,  so  stellt  jedes  derselben  eine  Ebene  dar.  Ist  a  die  eine 
und  ß  die  andere  dieser  Ebenen,  so   verwandelt  sich  die  Gleichung  in 

xa  .  ßx  =  0, 

welche  in  einfachster  Form  die  in  zwei  Ebenen  a  und  ß  zerfallende 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  darstellt  und  welche  jedesmal  hervorgeht, 
sobald  die  Gleichung  (1)  zwei  aufeinander  folgende  Geraden  enthält, 
die  in  derselben  Ebene  liegen,  und  nicht  jeder  Punkt  jener  Gleichung 
genügt.  Zieht  man  von  einem  Punkte  c,  der  in  u  und  ß  zugleich 
liegt,  zwei  Gerade  in  a,  etwa  ca  und  cb^  und  zieht  in  ß  irgend  eine 
Gerade  C,  die  nicht  durch  c  geht,  so  lässt  f  sich  die  Gleichung  auch  42 
in  der  Form 
(b)  xca{cb)Cx  =  0 

darstellen.  Wenn  in  dieser  Gleichung  auch  die  Gerade  C  durch  den 
Punkt  c  geht,  so  stellt  sie  wieder  eine  unbestimmte  Oberfläche  dar. 

Ich  nehme  jetzt  an,  dass  von  den  Geraden  A,  B^  .  ,  .  A„y  J?„,  C 
keine  zwei  aufeinander  folgende  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 
In  diesem  Falle  ist,  wie  wir  oben  zeigten,  die  durch  die  Gleichung  (1) 
dargestellte  Oberfläche  der  Durchschnitt  zweier  projektivischer  Ebenen- 
büschel mit  den  Axen  A  und  C;  und  zwar  geht  jede  Ebene  des 
letzteren  Büschels  aus  der  entsprechenden  des  ersteren  durch  fort- 
schreitende Multiplikation  mit  B,  A^y  B^j  . . ,  A„y  B^y  C  hervor. 

Nun  wird  bekanntlich  bei  Ebenenbüscheln  (ei-ster  Stufe),  wie  bei 
punktirten  Geraden,  durch  drei  Paare  entsprechender  Elemente  zu 
jedem  vierten  Elemente  des  einen  Gebildes  das  entsprechende  des 
andern,  also  hier  das  ganze  Durchschnittsgebilde  bestimmt.  Dies  führt 
zu  einer  Reduktion  der  Gleichung  (1). 

Angenommen  zuerst,  es  liegen  die  Axen  A  und  C  nicht  in  einer 
und  derselben  Ebene,  so  lege  man  durch  A  drei  verschiedene  Ebenen 
x^Ay  x^Ay  x^A,  Dann  sind,  wenn  jR  noch  immer  die  Reihe  der 
Faktoren  Ay  By  . . .  A^y  B^,  C  bezeichnet,  die  drei  entsprechenden 
Ebenen:  x^Ry  x^By  x^B.  Die  letzteren  Ebenen  gehen  durch  die  Gerade 
C,  und  da  A  und  C  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  so 
können  die  entsprechenden  Ebenen  x^^A  und  x^By  x^A  und  x^B,  x^A 
und  x^B  nicht  zusammenfallen.  Die  Durchschnittslinien  dieser  drei 
Paare  entsprechender  Ebenen  seien  tr^,  6rj,  G^y  so  schneiden  diese 
drei  Geraden  jede  der  beiden  Geraden  A  und  C,  und  keine  zwei  jener 
drei  Geraden  können  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  weil  sonst 
auch  A   und   C  in  einer  Ebene  liegen   müssten;  gegen   die  Annahme. 

Jetzt  lege  man  durch  die  drei  Geraden  Gf^,  6?^,  G^  eine  beliebige. 
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aber  von  A  und  C  verschiedene   Gerade  B\  welche  jene  Geraden   be- 
ziehlich  in   den  Punkten  g^^  g^^  g^  schneiden  mag^  so  lüsst  sich  leicht 
zeigen^  dass  die  Oberflächen 
(1)  xBx  =  0 

und 

(c)  xAB'Cx  =  0 

dieselbe  Oberfläche  darstellen.  Denn  die  Ebenen  x^A  und  x^R  ent- 
halten beide  die  Gerade  G^y  also  auch  den  Punkt  z/^;  sie  sind  also,  da 
43  die  Gerade  f  B'  mit  A  und  mit  G  keinen  Punkt  gemein  hat,  also 
auch  g^  weder  in  A  noch  in  C  liegt,  beziehlich  mit  g^A  und  g^C  kon- 
gruent. Setzt  man  auch  in  den  Ausdrücken  xA  und  xAB'C,  durch 
deren  gegenseitigen  Durchschnitt  die  Oberfläche  (c)  entsteht,  statt  x 
den  Punkt  g^j  so  wird  xA^^g^A  und  xAB'C  ~-  g^AB'CE^  g^Cy  da 
r/i  in  B'  liegt.  Dasselbe  gilt,  wenn  man  g^  oder  g^  statt  g^  setzt. 
Also  sind  die  drei  Ebenenpaare  g^A  und  g^C^  g^A  und  g^C,  g^A  und 
g^C  Paare  entsprechender  Ebenen  sowohl  in  den  Ebenenbüscheln, 
welche  die  Oberfläche  (1),  als  {auch)  in  denen,  welche  die  Ober- 
fläche (c)  erzeugen,  mithin  sind  beide  Oberflächen  identisch. 

Es  hat  sich  also  ergeben,  dass  sich  jedesmal,  wenn  von  den  Ge- 
raden Ay  B,  ...  A^,  B^y  C  keine  die  nächstfolgende  und  auch  die 
letzte  nicht  die  erste  schneidet,  die  Reihe  der  Geraden  in  der  Gleichung 
(1)  auf  drei  Gerade  Ay  J?',  C  zurückführen  lässt,  deren  keine  zwei  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Die  durch  die  Gleichung  (1)  dar- 
gestellte Obei*fläche  besteht  dann  aus  der  gesamten  Linienschaar,  welche 
die  drei  Geraden  Ay  B',  C  schneiden. 

Es  mögen  ferner  die  Geraden  A  und  C  einen  Punkt  g  gemein 
haben,  ohne  aber  zusammenzufallen.  Dann  haben  alle  Ebenen  beider 
Büschel,  also  auch  deren  Durchschnittslinien,  den  Punkt  g  gemein; 
folglich  ist  dann  die  Oberfläche  ein  Ketjel  mit  der  Spitze  g  und  zwar, 
vermöge  des  allgemeinen  Satzes,  ein  Kegd  zweiter  Ordnung.  Dieser 
Kegel  wird  durch  die  Spitze  und  einen  nicht  durch  die  Spitze  gehenden 
Schnitt  bestimmt.  Legt  man  nun  eine  Ebene  a,  die  nicht  durch  die 
Spitze  des  Kegels  geht,  durch  die  beiden  projekti vischen  Ebenenbüschel 
hindurch,  so  entstehen  in  dieser  Ebene  a  zwei  projekti  vi  sehe  ebene 
Strahlen büschel,  deren  gegenseitiger  Durchschnitt  der  Kegelschnitt  ist, 
in  welchem  der  Kegel  von  der  Ebene  a  geschnitten  wird.  Es  seien  a 
und  c  die  Punkte,  in  welchen  die  Axen  A  und  C  die  Ebene  a  schneiden, 
und  es  sei  die  planinietrische  Gleichung  des  Kegelschnitts: 

xaDcFcx  =  0, 
so  ist,  wie  man  leicht  sieht,  die  Gleichung  des  Kegels: 
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(  x(jaD(ge)F(gc)x  =  0 

(d)  <  oder 

l  xADEFCx  =  0, 

wenn  man  ge^  E  setzt. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  jeder  Kegel,  dessen  Spitze  g  ist,  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  (1)  mit  fünf  Geraden  sich  darstellen 
lässt,  von  denen  die  erste  und  die  letzte  durch  den  Punkt  g  gehen, 
wie  auch  umgekehrt,  dass  jede  Gleichung  von  dieser  Form  einen  Kegel 
darstellt.  In  besonderen  f  Fällen  kann  der  vorher  betrachtete  Kegel-  44 
schnitt  in  zwei  gerade  Linien  zerfallen;  dann  zerföllt  der  Kegel  in 
zwei  Ebenen,  und  die  Anzahl  der  Geraden  lässt  sich  dann  auf  drei 
reduciren,  wie  wir  es  oben  sahen. 

Endlich  werde  der  letzte  Fall  betrachtet,  wo  die  beiden  Axen  Ä 
und  C  zusammenfallen.     Dann  nimmt  die  Gleichung  (1)  die  Form 

xAB  . . .  A^B^Ax  =  0 

an.  Man  sieht  sogleich,  dass  wenn  dieser  Gleichung  irgend  ein  ausser- 
halb der  Geraden  A  liegender  Punkt  x  genügt,  auch  jeder  in  der 
Ebene  xA  liegende  Punkt  ihr  genugthun  muss.  Wir  haben  also  nur 
die  samtlichen  Punkte  x  einer  Geraden,  die  mit  A  nicht  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegt,  zum  Beispiel  (der  Geraden}  2?^,  zu  suchen, 
welche  der  obigen  Gleichung  genügen.  Liegt  aber  x  in  i?^,  so  ist 
xAB  . . .  A^B^Ax  ^  xAB  . .  .  A^x  .  B^A]  wie  sich  aus  den  Gesetzen 
der  stereometrischen  Multiplikation  (§  4  {hier  S.  150})  ergiebt.  Da 
aber  B^  und  A  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  also  ihr 
Produkt  B^A  nicht  Null  ist,  so  darf  man  diesen  Faktor  nullter  Stufe 
ganz  weglassen  und  erhält 

xAB  ...  B„_^A„x  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Oberfläche  ztveiter  Ordnung  dar.  Die 
Punkte,  welche  dieselbe  mit  B^  gemein  hat,  sind  die  gesuchten  Punkte, 
und  die  Ebenen,  welche  diese  Punkte  mit  A  verbinden,  bilden  die 
durch  die  gegebene  Gleichung  (1)  dargestellte  Oberfläche.  Nun  können 
aber  vier  verschiedene  Fälle  vorkommen.  Entweder  die  Gerade  B^  liegt 
ganz  in  der  zu  Hülfe  genommenen  Oberfläche,  oder  sie  hat  zwei 
Punkte  mit  ihr  gemein  oder  einen  oder  keinen.  Im  ersten  Falle  ge- 
nügt jeder  Punkt  x  der  Gleichung  (1);  im  zweiten  Falle  zerfällt  die 
Oberfläche  (1)  in  die  Ebenen,  welche  durch  A  und  die  beiden  Durch- 
schnittspunkte gelegt  sind;  im  dritten  Falle  fallen  die  beiden  Ebenen 
zusammen;  im  vierten  Falle  endlich  genügt  kein  ausserhalb  der  Axe  A 
liegender  Punkt  der  Gleichung  (1).  Die  Oberfläche  besteht  dann  aus 
einer  isolirten  Geraden. 

GrasBinann,  Werke.  II.  12 
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Nur  der  letzte  Fall  zeigt  sich  hier  als  ein  neuer.  Wir  können 
diesen  Fall  durch  die  Gleichung  xA  =  0  ausdrücken.  Aber  diese 
Gleichung  ist  keine  stereometrische.  Es  lässt  sich  der  Fall  durch  eine 
stereometrische  Gleichung  von  der  Form 

xADEFAx  =  0 
ausdrücken,  wenn  hier  nämlich  die  Gerade  F  so  angenommen  wird, 
dass  sie  mit  der  durch  die  Gleichung  xADEx  =  0  dargestellten  Ober- 
45  fläche  keinen  f  Punkt  gemein  hat.  Aber  auf  weniger  als  fünf  gerad- 
linige Faktoren  lässt  sich  die  Gleichung  in  diesem  Fall  nicht  bringen, 
da  xADAw  =  0  eine  Gleichung  ist,  welcher  durch  jeden  Punkt  x 
genügt  wird. 

§5. 

Die  Q^Bamtheit  der  durch  die  stereometrisohe  Gleichung  zweiten 

Grades  darstellbaren  Oberflächen  nebst  ihren  normalen  Gleichungen. 

Die  stereometrische  Gleichung  zweiten  Grades  stellte,  wenn  sie 
nicht  den  veranderlichen  Punkt  x  ganz  unbestimmt  liess,  stets  eine 
geradlinige  Oberfläche  dar.  Wir  haben  nun  im  vorigen  Paragraph 
gesehen,  dass  sich  folgende  fünf  Gattungen  geradliniger  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  durch  stereometrische  Gleichungen  zweiten  Grades 
darstellen  lassen: 

1)  Die  hyperMische  geradlinige  FUiche  zweiter  Ordnung,  das  heisst 
das  einsclialige  Hyjyerholoid  imd  das  hyperholische  Fnraboloid, 

2)  der  Verein  zweier  verschiedener  Ebenen^ 

3)  der  Verein  zweier  zusammenfallender  Ebenen, 

In  diesen  drei  Fällen  liess  sich  die  stereometrische  Gleichung  auf 
die  Form 

xABCx  =  0 

bringen.  Diese  Form  stellt  die  erste  Fläche  dar,  wenn  von  den  drei 
Geraden  A,  B,  C  keine  zwei  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen;  die 
zweite  Fläche,  wenn  zwei  jener  Geraden  sich  schneiden  und  die  dritte 
Gerade  weder  in  der  Ebene  der  beiden  ersteren  liegt,  noch  durch  ihren 
Durchschnittspunkt  geht;  die  dritte  Fläche  endlich,  wenn  die  drei  Ge- 
raden A,  JB,  C  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  aber  nicht  durch 
einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

4)  Der  Kegel  zweiter  Ordnung, 

5)  die  isolirie  Gerade. 

In  diesen  zwei  Fällen  liess  sich  die  stereometrische  Gleichung  auf 
die  Form 

xABCDEx  =  0 

bringen.     Diese   Form   stellte    den    Kegel    dar,   wenn    A   und  E  sich 
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schneiden  und  weder  eine  der  vier  Geraden  Aj  B,  C,  D  die  nächst 
'folgende  Qerade  schneidet ,  noch  auch  jeder  Punkt  der  Ebene  a,  in 
welcher  A  und  E  liegen,  der  Gleichung  genügt.  Der  letzt  erwähnte 
Fall  tritt,  wie  man  leicht  sieht,  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die 
Gerade  C  so  liegt,  dass  sie  die  Gerade  aIi(aD)  schneidet.  Endlich 
stellte  diese  Form  die  isolirte  Gerade  dar,  wenn  A  und  E  zusammen- 
fallen und  die  Gerade  1)  die  Oberfläche,  welche  durch  die  Gleichung 
xABCx  =  0  dargestellt  wird,  gar  nicht  triflFt. 

Die  aufgestellten  fünf  Gattungen  geradliniger  Flächen  zweiten  46 
Grades  haben  die  Eigenthümlichkeit,  dass  jede  Fläche,  welche  einer 
dieser  Gattungen  angehört,  sich  aus  jeder  Fläche  derselben  Gattung, 
aber  aus  keiner  Fläche  einer  andern  durch  Kollineation  ableiten  lässt. 
Daraus  folgt,  dass,  wenn  sich  eine  dieser  Flächen  durch  eine  stereome- 
trische Gleichung  zweiten  Grades  darstellen  lässt,  auch  jede  andere 
Fläche  derselben  Gattung  auf  gleiche  Weise  dargestellt  werden  kann, 
indem  man  nur  statt  der  geraden  Linien,  welche  in  der  Gleichung 
jener  Fläche  vorkommen,  die  geraden  Linien  desjenigen  kollinearen 
Systems  setzen  darf,  in  welchem  statt  der  ersteren  Fläche  die  zweite 
als  jener  entsprechend  sich  zeigt.  Da  nun  jene  fünf  Gattungen  die 
geradlinigen  Flächen  zweiter  Ordnung  vollständig  umfassen,  so  folgt 
Nachstehendes: 

Jede  geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung  lässt  sich  durch  eine  stereo- 
metrische Gleichung  zweiten  Grades  darstellen;  wie  auch  umgekehrt  jede 
Gleiclmng  der  letzteren  Art  eine  Flädie  der  ersteren  Art  darstellt 

Stettin,  im  Juli  1852. 
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47  Die  Btereometrischen  Gleichnngen  dritten  Grades 
nnd  die  dadnrch  erzengten  Oberflächen. 


Von 

Prof.  H.  Orassmann, 

mm  OTmnmiio  in  Stettin. 


Grelles  Journal  Bd.  49,  Heft  I,  S.  47—65  (1866). 


§  1. 
Die  versohiedenen  Formen  der  stereometrisohen  Gleichungen 

dritten  Grades. 

Eine  stereometrische  Gleichung,  welche  in  Bezug  auf  den  ver- 
änderlichen Punkt  X  vom  dritten  Grade  ist,  hat  die  Form  eines  gleich 
Null  gesetzten  Produkts  nuUter  Stufe,  welches  den  Punkt  x  dreimal  als 
Faktor  enthält. 

In  diesem  Produkte  lässt  sich  nach  den  in  der  Abhandlung  IX 
(Stereometr.  Multiplikation  §  5  { hier  S.  152 } )  entwickelten  Gesetzen 
der  stereometrischen  Multiplikation  jeder  beliebige  Faktor  auf  die 
letzte  Stelle  schaflFen;  und  zwar  so,  dass  er  von  keiner  Klammer 
mehr  umschlossen  wird;  also  lässt  sich  namentlich  auch  einer  der  drei 
Faktoren  x  auf  die  letzte  Stelle  bringen.  Dann  nimmt  das  Produkt 
die  Form  ABHx  an,  in  welcher  A  und  B  Produkte  sind,  die  den 
Punkt  X  nur  einmal  als  Faktor  enthalten,  und  wo  H  eine  lleihe  kon- 
stanter Faktoren  ist,  welche  fortschreitend  verknüpft  werden  sollen. 

Bezeichnet  man  durch  H'  die  umgekehrte  Reihe  von  Faktoren,  so 
kann  man,  nach  den  am  angeführten  Orte  entwickelten  Gesetzen  der 
stereometrischen  Multiplikation,  statt  des  Produkts  ^ßJ?rr  h\\cA\AB{xB') 
setzen,  und  das  Produkt  besteht  nun  aus  drei  Faktoren,  deren  jeder 
den  Punkt  x  einmal  als  Faktor  enthält. 
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Da  das  Produkt  von  nuUter  Stufe  sein  soll,  so  muss  die  Summe 
der  drei  Stufenzahlen  der  Faktoren  durch  vier  theilbar  sein;  und  da 
jede  Stufenzahl  grösser  als  Null  und  kleiner  als  vier  ist,  so  kann  die 
Summe  derselben  nur  entweder  vier  oder  acht  sein.  Im  ersten  Falle 
sind  die  Stufenzahlen  1,  1,  2,  im  zweiten  3,  3,  2.  In  beiden  Fällen 
ist  einer  der  drei  variablen  Faktoren  von  zweiter  Stufe.  Dieser  Faktor 
zweiter  Stufe  kann  entweder  ein  Produkt  zweier  Punkte  oder  ein  Pro- 
dukt zweier  Ebenen  sein;  und  zwar  muss  von  den  Faktoren  des  Pro- 
dukts, da  dasselbe  x  nur  einmal  enthält,  der  eine  konstant,  der  andere 
variabel  sein. 

Bringt  man  den  konstanten  Faktor  auf  die  letzte  Stelle  des  f  Pro-  48 
dukts,  so  erhält  man  folgende  vier  Schemata: 

1111,     1133,    33  11,    3333, 

wo  in  jedem  Schema  die  drei  ersten  ZiflFem  der  Reihe  nach  die  Stufen- 
zahlen der  drei  variablen  Faktoren,  wie  sie  bei  der  letzten  Umgestaltung 
hervorgingen,  bezeichnen,  während  die  letzte  Ziffer  die  Stufenzahl  des 
konstanten  Faktors  ist.  Es  ergeben  sich  demnach  folgende  vier  Glei- 
chungsformen : 

prsa  =  0,    pröa  =  0,     cSgsa  =  0,     ^Qöa  =  0, 

wo  Pf  r,  s  variable  Punkte,  c5y  q,  6  variable  Ebenen  sind,  a  ein  kon- 
stanter Punkt,  a  eine  konstante  Ebene  ist,  und  wo  jedes  der  variablen 
Elemente  ein  Produkt  ist,  welches  x  nur  einmal  und  zwar  verbunden 
mit  einer  Reihe  fester  Elemente  enthält. 

Nim  habe  ich  gezeigt  (siehe  Abh.  X  §  3  { hier  S.  161 } ),  dass  man, 
wenn  x  mit  einer  Reihe  fester  Elemente  multiplicirt  ist  und  das  Pro- 
dukt einen  Punkt  oder  eine  Ebene  giebt,  statt  jener  Reihe  entweder 
eine  Reihe  abwechselnder  fester  Punkte  und  Ebenen,  die  mit  einem 
Punkt  beginnt  und  mit  einer  Ebene  schliesst,  oder  eine  Reihe  fester 
Geraden  setzen  kann;  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  die  substituirte 
R^ihe  bei  jedem  beliebigen  x  dasselbe  Produkt  giebt  wie  die  ursprüng- 
liche. Die  Reihe  der  festen  Geraden,  mit  dem  Punkte  x  fortschreitend 
verbunden,  giebt  eine  Ebene  oder  einen  Punkt,  je  nachdem  die  Anzahl 
der  Geraden  unjgemde  oder  gerade  ist;  wohingegen  die  Reihe  der  ab- 
wechselnden Punkte  und  Ebenen,  da  sie  mit  einem  Punkt  beginnt  und 
mit  einer  Ebene  schliesst,  stets  wieder  einen  Punkt  als  Produkt  liefert. 
Ist  nun  91  (oder  SR^  oder  Sflj)  eine  Reihe  fester  Elemente,  deren  Stufen- 
zahlen eine  durch  vier  theilbare  Summe  haben,  und  zwar  entweder 
eine  Reihe  abwechselnder  Punkte  und  Ebenen,  die  mit  einem  Punkte 
beginnt  und  mit  einer  Ebene  schliesst,  oder  eine  Reihe  gerader  Linien, 
deren  Anzahl  gerade  ist,  und  bedeutet  a;9t,  dass  das  Element  x  fort- 
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schreitend  mit  den  Elementen   der  Reihe   SR  multiplicirt  werden  soll, 
so  lüsst  sich  jede  der  Grössen  j?,  r,  s  in  der  Form  xSR  darstellen  und 
jede  der  Grössen  55,  (>,  <y  in  der  Form  x%{A,  wo  A  eine  Gerade  ist 
und  daher  auch  91  eine  Reihe  von  Geraden  bezeichnet.     Setzt  man 
p^^x^,    rE=x^i,    s^x%^ 
cS^x^A,    Q^x^i^A^,    ö^x^A^f 
so  ergeben  sich  die  vier  Gleichungsformen 

(1)  x9t(a:9ti)(^9t,)a  =  0, 

(2)  x'SRAixm^Ai)  (a;9l,^)a  =  0, 

(3)  X  3i  {x%)  (x'St^A^)  a  =  0, 

(4)  xmA (x%A,)  {x%)  a  =  0. 

49  Hierbei  muss  man  wohl  merken,  dass  die  Reihen  SR,  9tj,  9ij,  da 

die  Stufenzahlen  ihrer  Faktoren  jedesmal  eine  durch  vier  theilbare 
Summe  geben,  die  Stufenzahl  der  Grösse,  mit  der  sie  verbunden  sind, 
unverändert  lassen;  dass  sie  ferner  überall,  wo  zu  ihnen  keine  feste 
Gerade  mehr  hinzutritt,  sowohl  Reihen  abwechselnder  fester  Punkte 
und  Ebenen  als  auch  Reihen  fester  Geraden  darstellen  können;  dass 
sie  hingegen,  wo  noch  eine  feste  Gerade  hinzutritt,  jedesmal  Reihen 
fester  Geraden  darstellen  sollen.  Die  beiden  ersten  Gleichungen,  in 
Worte  gefasst,  geben  folgende  Sätze: 

1.  Wenn  ein  Punkt  x  Anfangspunkt  dreier  oflFener  Figuren  ist 
und  die  Ebene,  welche  die  Endecken  derselben  verbindet,  durch  einen 
festen  Punkt  (a)  geht,  während  in  jeder  oflFenen  Figur  entweder  die 
Seiten  durch  feste  Punkte  gehen  und  die  Ecken  in  festen  Ebenen 
liegen  oder  aber  die  Seiten  und  Ecken  von  festen  Geraden  getroflfen 
werden,  so  beschreibt  der  Anfangspunkt  x  eine  Oberflädie  dritter  Ordnutuj/. 

2.  Wenn  ein  Punkt  x  Anfangspunkt  dreier  oflFener  Figuren  ist, 
deren  drei  Endseiten  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  einer  festen 
Ebene  (a)  begegnen,  und  alle  Ecken  und  Seiten  der  drei  oflFenen 
Tiguren  von  festen  Geraden  getroflFen  werden,  so  beschreibt,  der  An- 
fangspunkt X  eine  OberfläcJie  dritter  Ordnung, 

Bestehen  insbesondere  die  Reihen  in  Formel  (1)  nur  aus  je  einem 
Punkt  und  einer  Ebene,  in  Formel  (2)  aus  je  zwei  Geraden,  so  erhält 
man  folgende  Spccialsätze: 

Wenn  die  Grundfläche  eines  veräf^erlichen  Tetraeders  und  die  an 
der  Spitze  liegenden  Kanten  desselben  durch  feste  Punläc  gehen,  während 
die  Ecken  der  Grundfläche  in  festen  Ebenen  liefen,  so  beschreibt  die 
Spitze  des  Tetraeders  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung. 

Wenn  van  den  beiden  Spitzen  einer  dreiseitigen  Doppelpyramide 
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die  eine  in  einer  festen  Ebene  liegt,  während  die  an  den  Spitzen  liegetiden 
Kanten  sowie  die  Ecken  der  gemeinschaftlichen  Grundfläche  von  festen 
Geraden  getroffen  werden,  so  beschreibt  die  andere  Spitze  eine  Ober- 
fläche dritter  Ordnung. 

Da  wir  die  vier  aufgestellten  Gleichungsformen  auf  die  beiden 
ersten  reduciren  werden,  so  ist  es  nicht  nöthig,  auch  die  beiden  un- 
symmetrischeren Gleichungsformen  (3)  und  (4)  in  Worte  zu  fassen. 

§  2.  60 

Beduktion  der  vier  Gleichungsformen  auf  die  ersten  beiden  Formen. 

Bezeichnet  man  in  der  Gleichung  (3)  die  Gerade  x^(x^^)  mit  Y 
und  den  Punkt  x^l^  mit  r,  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an: 

Y{rA^)a  =  0. 

In  dem  Produkte  ^(r^j)«  kann  man  (siehe  Stereom.  Mult.  §  5 
{ hier  S.  151 ) ),  da  es  von  nullter  Stufe  ist  und  aus  drei  Faktoren  be- 
steht, die  letzten  beiden  in  Klammern  schliessen  und  erhält: 

0  =  Y{rA^a), 

Nun  sei  a  der  Punkt,  in  welchem  die  Gerade  A^  die  Ebene  a  schneidet, 
und  0,  irgend  ein  von  a  verschiedener  Punkt  in  A^,  also  A2  ^:  a^a. 
Dann  wird 

rA^a  ^ra^aa. 

Da  der  Faktor  a  in  a  liegt,  so  kann  man  (siehe  Stereom.  Mult.  §  4 
{hier  S.  150})  diese  beiden  Faktoren  vertauschen  und  erhält 

rA^a  ^ra^aa, 
also: 

0  =  Y(ra2aa), 

Hier  lässt  sich  wieder  a,  als  letzter  Faktor,  aus  der  Klammer  heraus- 
rücken, und  man  erhält: 

0  =  Y(ra2a)a. 

Da  endlich  ra^a  einen  Punkt  darstellt,  welcher  aus  x  durch  Multipli- 
kation mit  einer  Reihe  fester  Elemente  hervorgegangen  ist,  so  kann 
man  ihn  in  der  Form  x^„  darstellen.  Substituirt  man  dies  und  setzt 
zugleich  statt  Y  seinen  Werth,  so  erhält  man  die  Gleichungsform  (1). 
In  der  Gleichung  (4)  wollen  wir 

x^^p,    x%^Pij     x%^=p2 

setzen;  dann  giebt  dieselbe: 
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Es  wird  hier  zu  unterscheiden  sein,  ob  sich  die  Geraden  A  und  A^ 
schneiden  oder  nicht. 

Angenommen  zuerst,  sie  schneiden  sich  nicht,  so  drückt  pA{p^A^ 
die  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen  pA  und  PiA^  aus,  die  ich 
mit  Y  bezeichnen  will,  so  dass 

Y-^pA{p^A^)    und     Yfta  =  0 

ist.     Es  genügt,  zwei  Punkte  dieser  Geraden   Y  zu  kennen. 

Es  ist  klar,  dass  der  Punkt  pAA^,  das  heisst  der  Punkt,  in  wel- 
61  chem  die  Ebene  pA  die  Gerade  A^  f  schneidet,  sowohl  in  der  Ebene 
pA  als  auch  in  PiA^  liegt,  also  auch  in  der  Durchschnittslinie  Y 
beider  Ebenen.  Dasselbe  gilt  von  dem  Punkte  p^A^A.  Beide  Punkte 
sind,  da  der  eine  in  -^j,  der  andere  in  A  liegt  und  A  und  A^  keinen 
Punkt  gemein  haben,  von  einander  verschieden;  also  ist  Y  ihrem  Pro- 
dukte kongruent,  mithin 

Y=pAA,(p,A,Ar 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  Yp^a  =  0  und  giebt  dann 
dem  pAA^y  was  einen  Punkt  darstellt,  die  Form  a;9i  und  dem  p^A^A 
die  Form  a;9ii,  so  erhält  man: 

a:5R(a;8ti)(a;aflj)a  =  0; 
was  die  Form  (1)  ist. 

Angenommen,  zweitens,  A  und  A^^  schneiden  sich  in  einem  Punkte  c. 
Dann  sei  A  e^  cb^  A^    -  c&i,  und  man  erhält 

pcb{picbi)p^a  =  0. 

Das  Produkt  pcb(picb^)  stellt  die  Durchschnittskante  der  beiden  Ebenen 
pcb  und  PiCbi  dar,  also  eine  durch  c  gehende  Linie.  Sie  werde  gleich 
sc  gesetzt,  also 

sc^pcb(pj^cbi),    scp^a  =  0. 

Es  sei  nun  a  irgend  eine  konstante  Ebene,  die  jedoch  nicht  durch 
e  geht,  so  lassen  sich,  da  dann  ca  nicht  Null  ist,  zu  dem  Produkte 
nuUter  Stufe  scp^a  noch  die  Faktoren  c  und  a  hinzufügen;  also   wird 

scp^a  E^scp^a .  ca. 

Hier  kann  man  in  dem  Produkt  der  vier  Punkte  scp^a  die  beiden 
ersten  und  die  beiden  letzten  Faktoren  zusammenschliessen,  indem  man 
(sc)(j9,a)  schreibt.  Tritt  nun  hier  noch  der  Faktor  c  hinzu,  so  liegt 
derselbe  in  dem  ersten  Faktor  sc;  folglich  kann  man  (siehe  Stereom.  Mult. 
§  4  {hier  S.  150))  c  mit  dem  zweiten  Faktor  p^a  zusammenschliessen 
und  erhält 

scp^a  *  :  sc{p^ac)aj 


i 
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also,  indem  man  statt  sc  seinen  Werth  setzt: 

0=^pcb(picbt)(p^ac)a, 
welche  Gleichung  die  Form  (2)  hat.     Demnach  haben  wir  alle  stereo- 
metrischen Gleichungen  dritten  Grades  auf  die  Formen  (1)  und  (2)  reducirt. 

§3.  62 

Lineale  Eonstroktion  der  Oberflächen  dritter  Ordnung. 
Die  durch  stereometrische  Gleichungen  dritten  Grades  dargestellten 
Oberflächen   lassen   sich   lineal  konstruiren;    das   heisst,   es   lässt   sich 
mittels   des   einzigen   Postulates   ^^Drei  Punkte   durch   eine  Ebene   zu 
verbinden"  jeder  Punkt  einer  solchen  Oberfläche  konstruiren. 
In  der  That,  sei  in  der  Formel  (1)  das  Produkt 

(a)  x^{x%)(x%)  =  (p 
gesetzt^  so  verwandelt  sich  die  Formel  (1)  in 

(b)  q)a  =  0. 

Setzt  man  noch  die  Punkte  x^,  x^^,  x^^  beziehlich  p,  p^j  p^y  so 
wandelt  sich  die  Kongruenz  (a)  in  pPiP^  i^  9.  Multiplicirt  man  die- 
selbe auf  beiden  Seiten  mit  p^  so  erhält  man,  da  pPiP^p  =  0  ist, 
0=p(p,  das  heisst  0  ^  x^tp.     Es  ergiebt  sich  auf  die  Weise: 

(c)  0  =  x^q)  =  x^^q)  ==  ü^%i^(p. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  (siehe  Stereom.  Mult.  §  5  {hier  S.  152)) 
umkehren,  und  man  erhält: 

(d)  0  =  q)m'x  =  9)SR>  =  (p^'x, 

wenn  nämlich  SR',  SR^',  SRj'  die  durch  ümkehrung  aus  SR,^  SR^,  SRg  her- 
vorgehenden Faktorenreihen  sind. 

Diese  Gleichungen  führen  nun  unmittelbar  zu  der  gesuchten  Kon- 
struktion. 

In  der  That,  sei  9  eine  beliebige  durch  den  Punkt  a  gelegte 
Ebene,  und  es  seien  die  Ebenen  9>SR',  9>SRi',  fp^2  konstruirt,  so  ist  der 
Durchschnittspunkt  dieser  drei  Ebenen  oder,  falls  sie  mehrere  Punkte 
gemein  haben,  jeder  den  drei  Ebenen  gemeinschaftliche  Punkt  x  ein 
Punkt  der  Oberfläche  dritter  Ordnung.  In  der  That:  ist  x  den  drei 
Ebenen  gemein,  so  genügt  x  den  Gleichungen  (d),  also  auch  den  um- 
gekehrten (c),  und  mithin  liegen  die  Punkte  p,  p^,  p^  in  <p]  das  heisst, 
wenn  nicht  p  »Pi  .p^  Null  ist,  so  ist  (p  ^^  pP\P<i'  Man  erhält  also,  da 
9  durch  a  geht,  in  allen  Fällen: 

das  heisst 

x3fl(a;SRJ(a?9lj)a  =  0; 
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das  heisst:  x  ist  ein  Punkt  der  Oberfläche.  Jeder  durch  a  gelegten 
Ebene  entspricht  also,  wenn  g?9l'.  ySli'.  gjJRj'  nicht  Null  ist,  ein  be- 
stimmter, lineal  konstniirbarer  Punkt  der  Oberfläche,  und  wenn  jenes 
Produkt  Null  wird,  so  entspricht  der  Ebene  q)  die  Gesamtheit  der  in 
68  einer  Geraden  (der  Durchschnittslinie  der  f  drei  Ebenen)  liegenden 
Punkte,  oder,  falls  die  drei  Ebenen  zusammenfallen,  entsprechen  ihr  die 
sämtlichen  Punkte  dieser  Ebene,  und  jene  Gerade  oder  diese  Ebene 
liegen  dann  ganz  in  der  Oberfläche. 

Umgekehrt  giebt  es  zu  jedem  Punkte  x  der  Oberfläche  mindestens 
eine  Ebene  9,  aus  welcher  er  sich  lineal  konstruiren  lässt.  Denn  ver- 
möge der  Gleichung  der  Oberfläche  pPiP^a  =  0  lässt  sich  stets  für 
jedes  Xf  was  dieser  Gleichung  genügt,  durch  die  Punkte  p,  p^y  p^^  a 
mindestens  eine  Ebene  legen.  Wird  dieselbe  mit  9  bezeichnet,  so  sind 
pq)y  |)i9>,  p^q)  gleich  Null,  also  auch  q)SR'x,  (p^R^x,  9?9l,'a;;  das  heisst: 
der  Punkt  x  wird  aus  der  angenommenen  Hülfsebene  q)  konstruirt. 

Hierdurch  ist  also  die  lineale  Konstruirbarkeit  der  Oberfläche 
dritter  Ordnung  völlig  dargethan. 

Man  betrachte  die  Gleichung  (2) 
(2)  xmA{x%A^)  (xJRjJj)«  =  0, 

und  es  sei 

(a)  I  und 

Dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  (2)  in 

(b)  ya  =  0. 

Multiplicirt  man  die  Kongruenz  (a)  auf  beiden  Seiten  nach  und  nach 
mit  (5,  CTi,  SJ^,,  so  ergiebt  sich: 

jO  =  tüj/  =  üJ^y  =  (Dg^,  das  heisst 


(c) 

^  ^  (0  =  x'lRAy  =  x%A^y  =  x^A^y, 

also  auch  umgekehrt: 

0  =  yA^'x  =  yA^^^'x  =  yA^^'Xy 

wo  wiederum  91',  9t^',  JRj'  aus  5R,  SRj,  JR^  durch  Umkehrung  hervorgehen. 
Es  sei  also  y  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  a,  und  die 
Ebenen  yA^\  yA^^^\  yA^^i^'  seien  konstruirt,  so  ist  jeder  Punkt  x, 
welcher  in  diesen  drei  Ebenen  liegt,  ein  Punkt  der  durch  die  Glei- 
chung (2)  dargestellten  Oberfläche.  Umgekehrt:  wenn  x  ein  Punkt 
jener  Oberfläche  ist,  so  ist  für  ein  solches  x  das  Produkt  i5c3i^c5^a  =  0. 
Es  haben  also  die  vier  Ebenen  S3»,  al^,  oTj,  «  mindestens  einen  Punkt 
gemein.     Derselbe  sei  y;    dann   sind  ©ry,  S^^y,  cS^y  gleich  Null,   also 
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auch  yA^i'x,  yA^yi^x,  yA^^^^x  sind  Null,  das  heisst  x  liegt  in  den 
drei  Ebenen  yA^\  f/-4i9t/,  y^jJRg".  Also  lässt  sich  jeder  Punkt  x 
der  Oberfläche  aus  einem  Punkt  y  der  Ebene  a  auf  die  angegebene 
Weise  lineal  konstruiren;  und  umgekehrt  liefert  jeder  in  der  Ebene  a  64 
liegende  Punkt  y  mittels  der  angegebenen  Konstruktion  einen  Punkt 
der  Oberfläche. 

Es  ist  also  die  lineale  Konstruirbarkeit  aller  durch  stereometrische 
Gleichungen  dritten  Grades  dargestellten  Oberflächen  nachgewiesen  und 
die  Konstruktion  angegeben. 

§4. 

FrojektiviBOhe  BoBiehung  Bwisohen  Ebenen  und  räumlichen 
Strahlenbüsoheln. 

Bei  den  stereometrischen  Gleichungen  zweiten  Grades  liess  sich 
alles  auf  die  fortschreitende  Multiplikation  mit  einer  Reihe  von  Ge- 
raden zurückführen.  Es  traten  daher  nur  punktirte  Gerade  und  Ebenen- 
büschel erster  Stufe,  überhaupt  nur  Gebilde  erster  Stufe  hervor.  Bei 
der  stereometrischen  Gleichung  dritten  Grades  tritt  zum  ersten  Male 
der  veränderliche  Punkt  mit  einer  Reihe  von  Punkten  und  Ebenen  so 
in  Verbindung,  dass  Gebilde  zweiter  Stufe  sich  ergeben. 

Verfolgt  man  fortschreitend  das  Produkt  xaabß . . .,  so  stellt  xa 
einen  räumlichen  Strahlenbüschel  mit  dem  Mittelpunkt  a  dar,  xaa 
eine  punktirte  Ebene,  welche  mit  jenem  Strahlenbüschel  perspektivisch 
ist,  xaab  einen  räumlichen  Strahlenbüschel  mit  dem  Mittelpunkt  &, 
welcher  mit  dem  ersten  Strahlenbüschel  perspektivisch  ist,  indem  die 
punktirte  Ebene  a  ihren  perspektivischen  Durchschnitt  darstellt;  xaabß 
ist  eine  punktirte  Ebene,  welche  mit  der  punktirten  Ebene  a  perspek- 
tivisch und  mit  xa  projektivisch  ist.  So  wird  man  überhaupt  je  zwei 
dieser  Gebilde  (räumliche  Strahlenbüschel  und  punktirte  Ebenen)  zu 
einander  projektivisch  nennen  können,  wenn  man  eins  aus  dem  andern 
durch  Multiplikation  mit  einer  Reihe  abwechselnder  fester  Punkte  und 
Ebenen  ableiten  kann.  Doch  setzen  wir  stets  voraus,  dass  keins  der 
aufeinander  folgenden  festen  Elemente  mit  einem  Nachbarelemente 
vereinigt  liegen  darf  (also  der  Punkt  nicht  in  der  vorhergehenden  oder 
folgenden  Ebene).  Es  leuchtet  ein,  dass  diese  Beziehung  gegenseitig 
ist;  so  zum  Beispiel,  wenn  aus  xa  das  Gebilde  xaabßc  ^yc  abgeleitet 
ist,  so  geht  das  ursprüngliche  Gebilde  durch  die  rückgängige  Kombi- 
nation hervor,  nämlich  xa  ee  ycßbaa.  Analytisch  betrachtet  beruht 
die  Gegenseitigkeit  auf  dem  Gesetze,  dass  AB  TB  AB  ist,  wenn  die 
Stufenzahlen  von  F  und  B  zusammen  vier  betragen  und  diese  beiden 
Elemente  nicht  vereinigt  liegen.    Aus  diesem  Gesetze  nämlich,  welches 
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früher  (Stereom.  Miilt.  §  4  {hier  S.  150})  nachgewiesen   wurde,  folgt 
sogleich  durch  wiederholte  Anwendung: 

^BB^  .  .  .  B^rB^  ...  B^B  —  AB, 

65  wenn  die  Stufenzahlen  je  zweier  aufeinander  folgender  Faktoren 
Bj  B^j  . ,  .  B^,  r  zusammen  vier  betragen.  Hierin  liegt  dann  un- 
mittelbar die  Gegenseitigkeit  der  Projektivität. 

Betrachtet  man  nun  zwei  projektivische  punktirte  Ebenen^  so  ist 
klar,  dass  dreien  Punkten  der  einen  Ebene,  welche  in  gerader  Linie 
liegen,  auch  drei  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  der  andern  ent- 
sprechen. Denn  dreien  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  einer 
Ebene  werden  in  dem  perspektivischen  Strahlenbüschel  drei  in  einer 
und  derselben  Ebene  liegende  Strahlen  entsprechen  und  diesen  wiederum 
in  der  mit  jedem  Strahlenbüschel  perspektivischen  Ebene  drei  in  ge- 
rader Linie  liegende  Punkte;  und  so  fort.  Es  sind  also  die  projekti- 
vischen  Ebenen  zugleich  einander  koUinear.  Sind  daher  vier  Punkte 
in  der  einen  Ebene,  von  denen  jedoch  keine  drei  in  gerader  Linie 
liegen,  vier  derselben  Bedingung  unterworfenen  Punkten  der  andern 
entsprechend,  so  ist  dadurch  nothwendig  zu  jedem  fünften  Punkte  der 
einen  Ebene  der  entsprechende  der  andern  bestimmt. 

Der  Beweis  dafür,  dass  man  auch  in  der  That  vier  beliebige 
Punkte  in  einer  Ebene  (von  denen  jedoch  keine  drei  in  gerader  Linie 
liegen)  vier  solchen  in  einer  andern  projektivisch  entsprechend  setzen 
könne,  ergiebt  sich  aus  der  Lösung  der  Aufgabe:  Vier  beliebige  Punkte 
einer  Ebene  «  (von  denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen)  aus  vier 
beliebigen  (derselben  Bedingung  unterworfenen)  Punkten  einer  andeni 
Ebene  a^  durch  Multiplikation  mit  einer  Reihe  abwechselnder  fester 
Punkte  und  Ebenen  abzuleiten. 

Es  seien  a,  6,  c,  d  die  vier  Punkte  in  «  und  a^,  fej,  c^,  rfj  die 
in  Uy.  Verbindet  man  zwei  entsprechende  Punkte  ti  und  a^  durch 
eine  Gerade  und  nimmt  in  ihr  einen  beliebigen  Punkt  k^  an,  der  jedoch 
nicht  mit  a^  zusammenfällt,  legt  dann  durch  a  eine  beliebige  Ebene  «g, 
die  jedoch  nicht  mit  a  zusammenfällt,  und  multiplicirt  die  Punkte 
a^,  &i,  Ci,  d^  fortschreitend  mit  k^  und  «j,  so  erhält  man  vier  Punkte 
^hf  ^21  ^2>  ^7  ^^^  denen  a^  mit  a  zusammenfällt.  Jetzt  ziehe  man 
die  Geraden  ah  und  cd  und  nenne  ihren  Durchschnitt^punkt  e,  ziehe 
dann  die  entsprechenden  Geraden  a^h^  und  c^d^  und  nenne  ihren  Durch- 
schnittspunkt e,.  Da  nun  ab  und  a^h^  sich  in  a  schneiden,  also  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegen,  so  werden  auch  die  Geraden  hh^ 
und  ee^  sich  schneiden.  Ihr  Durchschnittspunkt  sei  k^.  Jetzt  lege 
man    durch  ah   eine   beliebige  Ebene  Og,   welche  jedoch  nicht  mit  « 
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zusammenfallt,  und  multiplicire  die  Punkte  a^,  6^,  c^,  rfg,  e^  fort- 
schreitend mit  A3  und  «3,  so  erhält  man  fünf  Punkte  «3,  fcj,  e^,  d^j  e^^ 
von  denen  drei  in  gerader  Linie  f  liegende,  nämlich  «3,  63,  ^3,  mit  56 
den  entsprechenden  Punkten  a,  6,  e  zusammenfallen  und  von  denen 
auch  die.  Punkte  ^3,  d^,  ^3  in  gerader  Linie  liegen,  weil  die  ent- 
sprechenden Cj,  rfg,  e^  in  gerader  Linie  lagen.  Nun  ziehe  man  endlich 
die  Geraden  cc^j  dd^.  Dieselben  werden  sich,  da  sich  die  Geraden  cde 
und  c^d^e^  in  dem  Punkte  e  ^.:  ^  schneiden,  gleichfalls  schneiden 
müssen;  ihr  Durchschnitt  sei  ^4.  Multiplicirt  man  nun  die  Punkte 
^}  ^zy  ^s;  ^8  fortschreitend  mit  Ä^  und  a,  so  fallen  die  so  hervor- 
gehenden vier  Punkte  mit  a,  &,  r,  d  zusammen.  Also  ist 
a,  6,  c,  d  :~  (a^,  6^,  c^,  d^)  k^a^Jc^a^k^cc. 
Es  lässt  sich  sagen,  dass  nach  dieser  Formel  die  Punkte  a,  h,  c,  d 
aus  «j,  ftj,  Cj,  d^  durch  dreimalige  Projektion  hervorgehen,  indem  die 
Punkte  zuerst  durch  den  Punkt  Äg  auf  die  Ebene  a^  projicirt  sind, 
dann  die  so  hervorgegangenen  Projektionen  durch  den  Punkt  Z^g  auf 
die  Ebene  «3,  und  dass  diese  Projektionen  schliesslich  durch  k^  auf  a 
projicirt  sind.  Dann  ergeben  sich  aus  der  vorstehenden  Auflösung 
und  durch  Reciprocität  folgende  Sätze: 

1.  Vier  beliebige  Punkte  einer  Ebene,  von  denen  keine  drei  in 
gerader  Linie  liegen,  lassen  sich  aus  beliebigen  vier  derselben  Be- 
dingung unterworfenen  Punkten  einer  andern  Ebene  durch  dreimalige 
Projektion  ableiten. 

2.  Wenn  insbesondere  ein  Punkt  der  einen  Gruppe  mit  dem  ent- 
sprechenden der  andern  zusammenfällt,  so  lassen  sich  die  Punkte  der 
einen  Gruppe  aus  denen  der  andern  durch  zweimalige  Projektion  ableiten. 

3.  Wenn  endlich  zwei  der  ersten  vier  Punkte  mit  zweien  ent- 
sprechenden der  andern  zusammenfallen  und  die  geraden  Linien,  welche 
die  beiden  übrig  bleibenden  Punkte  jeder  Gruppe  verbinden,  sich 
schneiden,  so  lassen  sich  die  einen  vier  Punkte  aus  den  andern  durch 
einmalige  Projektion  ableiten. 

4.  Vier  beliebige,  durch  einen  Punkt  gehende  Ebenen,  von  denen 
keine  drei  dieselbe  Kante  gemein  haben,  lassen  sich  aus  beliebigen 
vier,  derselben  Bedingung  unterworfenen  Ebenen  durch  dreimalige 
Projektion  ableiten  [wobei  ich  den  Ausdruck  Projektion  auch  auf  die 
reciproke  Ableituugsweise  übertrage]. 

5.  Wenn  dabei  ein  Paar  entsprechender  Ebenen  zusammenfällt, 
so  lassen  sich  die  einen  aus  den  andern  durch  zweimalige  Projektion 
ableiten. 

G.  Wenn  dabei  zwei  Paare  entsprechender  Ebenen  zusammenfallen 
und  die  Durchschnittskanten,  iu  welchen  sich  die  beiden  übrig  bleibenden 
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Ebenen  jeder  Gruppe  schneiden,   in   einem   Punkte  sich  begegnen,  so 
lassen  sich  die  einen  vier  Ebenen  aus  den  andern  durch  einmalige  Pro- 
jektion ableiten. 
57  7^  In  zwei  Ebenes ,  welche  projektivisch  sein  sollen,  lassen  sich 

beliebige  vier  Punkte  der  einen  beliebigen  vier  Punkten  der  andern, 
vorausgesetzt,  dass  keine  drei  Punkte  einer  Gruppe  in  gerader  Linie 
liegen,  entsprechend  setzen.  Dann  aber  ist  zu  jedem  fünften  Punkte 
der  einen  Ebene  der  entsprechende  der  andern  bestimmt.  Dasselbe 
gilt,  wenn  man  statt  der  vier  Punkte  in  beiden  Ebenen  vier  Gerade 
setzt,  von  welchen  keine  drei  durch  denselben  Punkt  gehen. 

8.  Bei  zwei  Punkten,  welche  die  Mittelpunkte  von  projekti vischen 
räumlichen  Strahlenbüscheln  werden  sollen,  lassen  sich  beliebige  vier 
durch  den  einen  Punkt  gehende  Ebenen,  von  denen  keine  drei  eine 
und  dieselbe  Kante  gemein  haben,  beliebigen  vier  derselben  Bedingung 
unterworfenen  Ebenen,  die  durch  den  andern  Punkt  gehen,  entsprechend 
setzen;  dann  aber  ist  zu  jeder  fünften  Ebene  des  einen  Büschels  die 
entsprechende  des  andern  bestimmt.  Dasselbe  gilt,  wenn  man  statt 
der  vier  Ebenen  durch  jeden  der  beiden  Punkte  vier  Strahlen  setzt, 
von  denen  keine  drei  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 

9.  Zwei  projektivische  punktirte  Ebenen  lassen  sich  stets  durch 
dreimalige  Projektion  aus  einander  ableiten.  Haben  sie  insbesondere 
einen  selbstentsprechenden  Punkt,  so  lassen  sie  sich  durch  zweimalige 
Projektion  aus  einander  ableiten;  und  wenn  in  der  Durchschnittslinie 
der  beiden  Ebenen  drei  selbstentsprechende  Punkte  liegen,  durch  ein- 
malige Projektion. 

10.  Umgekehrt:  Wenn  sich  zwei  projektivische  Ebenen  aus  ein- 
ander durch  einmalige  Projektion  ableiten  lassen,  so  ist  in  der  Durch- 
schnittslinie beider  Ebenen  jeder  Punkt  ein  selbstentsprechender.  Wenn 
sie  sich  durch  zweimalige  Projektion  ableiten  lassen,  so  haben  sie 
einen  selbstentsprechenden  Punkt  (nämlich  den  Punkt,  welchen  die 
beiden  Ebenen  mit  der  Projektionsebene  gemein  haben). 

11.  Zwei  projektivische  {räumliche}  Strahlenbüschel  lassen  sich  stets 
durch  dreimalige  Projektion  aus  einander  ableiten.  Haben  sie  insbesondere 
eine  selbstentsprechende  Ebene,  so  lassen  sie  sich  durch  zweimalige 
Projektion  aus  einander  ableiten,  und,  wenn  durch  die  Verbindungslinie 
der  beiden  Mittelpunkte  drei  selbstentsprechende  Ebenen  gehen,  durch 
einmalige  Projektion. 

12.  Umgekehrt:  Wenn  sich  zwei  projektivische  { räumliche )  Strahlen- 
büschel aus  einander  durch  einmalige  Projektion  ableiten  lassen,  so  ist 
jede  durch  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  gehende  Ebene  eine 
selbstentsprechende.     Wenn  sie  sich   durch  zweimalige  Projektion   aus 
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einander  ableiten  lassen^  so  haben  sie  eine  selbstentsprechende  Ebene 
(nämlich  die  Ebene ^  welche  durch  die  beiden  Mittelpunkte  und  den 
Projektionspunkt  geht). 

Noch    ergeben    sich   leicht  die  folgenden  Sätze,   welche  zur  Ver-  68 
anschaulichung  der  projektivischen  Beziehungen  nothwendig  sind. 

13.  In  je  zwei  projektivischen  Ebenen  (a  und  a^)  giebt  es  min- 
destens ein  Paar  entsprechender  Geraden,  welche  sich  schneiden.  (Es 
giebt  deren  im  allgemeinen  mehrere;  und  zwar  bilden  in  jeder  Ebene 
die  Geraden,  die  von  den  entsprechenden  Geraden  getroffen  werden,  die 
Tangenten  eines  Kegelschnitts.) 

Beweis:  Denn  es  lassen  sich  beide  nach  dem  Satze  Nr.  9  durch 
dreimalige  Projektion  aus  einander  ableiten.  Legt  man  nun  durch  die 
drei  Projektionspunkte  eine  Ebene  a^,  welche  die  Ebenen  u  und  a^ 
beziehlich  in  A  und  A^  schneidet,  so  sind  A  und  A^  entsprechende 
Geraden.  Denn  die  fortschreitenden  Projektionen  der  Geraden  A^ 
bleiben  stets  in  der  Ebene  a^;  also  liegt  auch  die  der  Geraden  A^  ent- 
sprechende in  dieser  Ebene,  mithin  im  Durchschnitt  von  a^  und  a,  das 
heisst,  ist  identisch  mit  A, 

14.  Wenn  sich  zwei  projektivische  Ebenen  (a  und  «J  durch  zwei- 
tnalige  Projektion  aus  einander  ableiten  lassen,  so  giebt  es  eine  Gerade 
von  der  Art,  dass  alle  durch  sie  gelegte  Ebenen  die  beiden  Ebenen 
a  und  Oj^  in  entsprechenden  Geraden  schneiden;  und  zwar  ist  jene 
Gerade  die  Verbindungslinie  der  beiden  Projektionspunkte. 

15.  Wenn  sich  zwei  projektivische  Ebenen  durch  einmalige  Pro- 
jektion aus  einander  ableiten  lassen,  so  schneiden  sich  je  zwei  ent- 
sprechende Geraden  beider  Ebenen;  und  die  Ebenen,  welche  zwei  ent- 
sprechende Geraden  verbinden,  gehen  alle  durch  denselben  Punkt, 
nämlich  durch  den  Projektionspunkt. 

Und  ebenso  reciprok: 

16.  Je  zwei  projektivische  {räumliche}  Strahlenbüschel  haben 
mindestens  ein  Paar  entsprechender  Strahlen,  welche  sich  schneiden. 

17.  Wenn  sich  zwei  projektivische  {räumliche}  Strahlenbüschel 
durch  zweimalige  Projektion  aus  einander  ableiten  lassen,  so  giebt  es 
eine  Gerade,  deren  sämtliche  Punkte  Yereinigungspunkte  entsprechender 
Strahlen  sind;  und  zwar  ist  diese  Gerade  die  Durchschnittslinie  der 
beiden  Projektionsebenen. 

18.  Wenn  sich  zwei  projektivische  {räumliche}  Strahlenbüschel 
durch  einmalige  Projektion  aus  einander  ableiten  lassen,  so  begegnen 
sich  je  zwei  entsprechende  Strahlen  in  der  Projektionsebene. 

Die  aufgestellten  Beziehungen  werden  für  diö  projektivische  Deu- 
tung der  Gleichungen  dritten  Grades  genügen.    Da  diese  Beziehungen, 
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SO    viel    ich    weiss,  bisher    nirgends    im    Zusammenhange    dargestellt 

sind,  so  glaubte  ich,  der  Deutlichkeit  wegen,  sie  hier  zusammenstellen 
zu  müssen. 
59  §  5. 

Die  Oberfläche  dritter  Ordnung  als  DurohBohnitt  dreier 
projektivisoher  Biisohel. 

Nimmt  man  an,  dass  x  in  der  Gleichung  dritten  Grades  stets  mit 
einer  Reihe  abwechselnder  fester  Punkte  und  Ebenen  multiplicirt  sei, 
so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

(1)  a:9i(a:3ii)(ir9i,)a  =  0, 

wo  SR,  Sil,  Sij  Reihen  abwechselnder  fester  Punkte  und  Ebenen  sind. 

Wir  haben  gezeigt,  dass  jeder  Punkt  a:,  welcher  dieser  Gleichung 
genügt,  sich  mittels  einer  durch  den  Punkt  a  gelegten  Hülfsebene  9) 
als  Durchschnitt  der  drei  Ebenen  9>9i',  9)9i/,  ^>^^  konstruiren  lässt, 
indem  nämlich  SR',  Sij',  SR^'  durch  Umkehrung  der  Reihen  9i,  SR^,  Sig 
hervorgehen.  Femer  wurde  gezeigt,  dass,  wie  auch  die  Hülfsebene  ^> 
durch  den  Punkt  a  gelegt  werden  mag,  stets  der  Durchnittspunkt  jener 
drei  Ebenen  oder  allgemeiner  jeder  den  drei  Ebenen  gemeinsame  Punkt 
{der  Gleichung}  (1)  genügt.  Nun  stellt  die  Gesamtheit  der  durch  den 
Punkt  a  gehenden  Ebenen  9  einen  Ebenenbüschel  zweiter  Stufe  {dar), 
und  ihre  Durchschnittslinien  stellen  einen  räumlichen  Strahlenbüschel 
dar.  Aus  diesem  Ebenenbüschel  geht  das  System  der  Ebenen  9)  9t' 
durch  fortschreitende  Multiplikation  mit  einer  Reihe  abwechselnder 
fester  Ebenen  und  Punkte,  also  durch  fortschreitende  Projektion  hervor. 
Das  hervorgehende  Gebilde  ist  ein  Ebenenbüschel  zweiter  Stufe,  aus 
welchem  also  (nach  dem  vorhergehenden  Paragraph)  der  ursprüngliche 
Ebenenbüschel  wiederum  durch  Projektion  abgeleitet  werden  kann. 
Die  Beziehung  ist  also  eine  gegenseitige,  das  heisst:  beide  Büschel  sind 
zu  einander  projektivisch.  Demnach  sind  die  drei  Ebenenbüschel  9)9i', 
9)9i/,  ^SRj'  dem  Ebenen büschel  ^>a  projektivisch,  also  auch  unterein- 
ander, und  wir  haben  folgenden  Satz: 

Der  DurcJischniU  dreier  projektivisch^  EbenenMscliel  zweiter  Stufe 
ist  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung, 

Oder,  anders  ausgedrückt: 

Die  gesamten  Durchschnüf.spunkte  je  dreier  entsprecliender  Ehernen  dreier 
prqjektivischer  StralüenbüscM  bilden  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung, 

Sucht  man,  umgekehii,  wenn  drei  projektivische  Ebenenbüschel 
zweiter  Stufe  gegeben  sind,  die  möglichst  einfache  Gleichung  ihres 
Durchschnitts,  so  kann  man  auf  den  Satz  zurückgehen,  dass  zwei 
solche    Büschel    sich    stets   durch    dreimalige  Projektion    aus    einander 
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ableiten  lassen.  Es  seien  a,  a^,  a^  die  f  Mittelpunkte  der  drei  Ebenen-  CO 
büschel  und  9,  9^,  q)^  entsprechende  Ebenen  derselben.  Da  sich  nun 
aus  einem  Ebenenbüschel  (9)  jeder  damit  projektivische  Büschel  (gj^,  q)^) 
durch  dreimalige  Projektion  ^  also  durch  fortschreitende  Multiplikation 
mit  drei  Paaren  Ton  Ebenen  und  Punkten  ableiten  lässt^  so  folgt^  dass 
sich  9j  und  q)^  in  den  folgenden  Formen  ausdrücken  lassen: 

Also  wenn  x  der  Durchschnitt  der  drei  entsprechenden  Ebenen  9,  (p^y  gjg 
ist,  so  ist 

X  =  q)ip^q>2  =  q>{fpycßhaa^  (^ri^ft^«!«»)- 

Ist  X  der  Durchschnitt  der  drei  Ebenen  %  q)^^  q)^  oder  allgemeiner 
(auch  wenn  die  drei  Ebenen  eine  Kante  gemein  haben  oder  zusammen- 
fallen) ein  Punkt,  der  in  allen  dreien  zugleich  liegt,  so  hat  man: 

0  =  q)X,    0  =  q)iX  =  q)ycßhaa^x,     0  =  q)^x  =  q>yiCißi\aj^a2X 
oder  umgekehrt: 

xq)  =  Oy    xa^abßcyq)  =  0y    i^^fh^hßi^iyi^^  "^  ^f 
also,  da  die  drei  Punkte  o;,  xa^ahßcy,  oca^Oj^biß^c^y^  in  q)  liegen: 

q>  ^  x{xa^ahßcy)  {p(^o^fx^\ßiC^yi)' 
Die  Ebene  q)  geht  aber  durch  a,  also  hat  man 

0  =  9)a  =  x{xa^ahßcy)  {pca^a^\ß^c^y^ a. 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung,  durch  welche  der  Durchschnitt  dreier 
projektiyischer  Ebenenbüschel  dargestellt  ist. 

Wenn  insbesondere  zwei  der  projektivischen  Ebenenbüschel  durch 
zweimalige  Projektion   aus   einander   sich   ableiten   lassen,    das  heisst, 
wenn  sie  eine  selbstentsprechende  Ebene  haben,  so  reducirt  sich  nach 
der  soeben  gegebenen  Entwickelung  die  Gleichung  auf  die  Form 
0  =  x{xa^abß)  (oca^ccihiß^c^yi)a. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass  die  Durchschnittslinie  der 
Ebenen  a  und  ß  auf  der  durch  die  Gleichung  dargestellten  Oberfläche 
dritter  Ordnung  liegt.  In  der  That,  ist  x  irgend  ein  Punkt  dieser 
Durchschnittslinie,  das  heisst,  liegt  x  in  a  und  in  ß,  so  ist  xci^  a^Xy 
also  xa^tt}>ß-ixhß^=:X,  Mithin  geben  die  beiden  ersten  Faktoren 
obiger  Gleichung  denselben  Punkt  x,  folglich  ist  ihr  Produkt  gleich 
Null,  also  auch  das  ganze  Produkt.  Somit  ist  x,  also  jeder  Punkt 
von  aß,  ein  Punkt  der  Oberfläche,  das  heisst:  die  Gerade  aß  f  liegt  61 
selbst  auf  der  Oberfläche.  Die  Ebenen  a  und  ß  sind  nun  diejenigen 
Ebenen,  mittels  deren  die  beiden  ersten  Ebenenbüschel  {q)  und  q)^ 
aus  einander  durch  Projektion  abgeleitet  werden  konnten.    Die  Durch- 
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Schnittslinie  dieser  beiden  Ebenen  hat  nach  dem  Satze  Nr.  17  (im 
Torigen  Paragraph)  die  Eigenschaft^  dass  in  jedem  Punkte  derselben 
zwei  entsprechende  Strahlen  der  beiden  Büschel  sich  begegnen,  weshalb 
sie  die  KoUinecUionsa<ve  dieser  Büschel  genannt  werden  kann. 

Haben  insbesondere  je  zwei  der  drei  projektivischen  Büschel, 
welche  die  Oberfläche  erzeugen,  eine  selbstentsprechende  Ebene,  so  ist 
klar,  dass  die  drei  Kollineationsaxen,  die  zu  je  zweien  jener  Büschel 
gehören,  in  der  Oberfläche  liegen.  Fallen  endlich  diese  drei  selbst- 
entsprechenden Ebenen  zusammen,  das  heisst,  fallen  in  der  Ebene  d, 
welche  die  drei  Mittelpunkte  der  Büschel  verbindet,  drei  entsprechende 
Ebenen  zusammen,  so  liegt  jeder  Punkt  jener  Ebene  S  in  drei  ent- 
sprechenden Ebenen  und  ist  also  ein  Punkt  der  Durchschnittsfläche; 
das  heisst:  die  Durchschnittsfläche  zerfällt  in  die  Ebene  d  und  in  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung.  In  dieser  Fläche  zweiter  Ordnung  müssen 
aber  die  drei  Kollineationsaxen  liegen,  folglich  ist  die  dadurch  erzeugte 
Fläche  zweiter  Ordnung  gleichfalls  eine  geradlinige. 

Für  die  drei  Kollineationsaxen  ergiebt  sich  leicht,  dass,  wenn  zwei 
derselben  in  einem  Punkt  zusammentreffen,  auch  die  dritte  durch  diesen 
Punkt  gehen  muss.  Denn  treffen  zwei  Kollineationsaxen,  zum  Beispiel 
die  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  und  die  zwischen  dem  zweiten 
und  dritten  Büschel,  in  einem  Punkte  zusammen,  so  begegnen  sich  in 
diesem  Punkte  drei  entsprechende  Strahlen  jener  drei  Büschel,  also 
auch  zwei  entsprechende  Strahlen  des  ersten  und  dritten  Büschels;  das 
heisst:  die  Kollineationsaxe  zwischen  dem  ersten  und  dritten  Büschel 
muss  gleichfalls  durch  diesen  Pimkt  gehen.  Hieraus  nun  folgt,  dass 
die  Kollineationsaxen  entweder  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen 
oder  sich  überhaupt  nicht  treffen.  Im  ersteren  Falle  ist  die  durch  sie 
gelegte  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  Kegel,  im  zweiten  ein  einfaches 
Hyperboloid  oder,  wenn  die  drei  Kollineationsaxen  mit  einer  und  der- 
selben Ebene  parallel  sind,  ein  hyperbolisches  Paraholoid. 

In  beiden  Fällen  wird  die  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  jene  drei 
Axen  bestimmt.  Sind  A,  B,  C  die  drei  Axen  und  wird  angenommen, 
sie  treffen  nicht  in  demselben  Punkte  zusammen,  so  ist  die  Gleichung 
des  gesamten  Durchschnitts  der  drei  Büschel: 

xd  .  xABCx  =  0, 
imd  in  Worten  ausgedrückt: 
62  Wenn  in  der  Verbindungsebene  der  MiUelpunkte  dreier  projektivischer 

Büsdiel  drei  entsprechende  Ebenen  zusammenfallen^  so  zerfällt  die  Durch- 
schniüsfUkhe  der  drei  Büschel  in  jene  Verbindungsebene  und  in  eine 
durch  die  drei  Kollineationscuven  gehende  Fläche  zweiter  Ordnung, 

Wir  stellen  nun  noch  die  Aufgabe:  „Die  Oberfläche  dritter  Ordnung, 
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welche  durch  drei  gegebene  Punkte  und  durch  vier  gegebene  gerade 
Linien  geht,  als  Durchschnitt  dreier  projektivischer  Büschel  zu  kon- 
struiren/' 

Die  Bedingung,  dass  eine  Oberfläche  durch  eine  gerade  Linie  gehen 
(das  heisst:  diese  ganz  in  jener  liegen)  soll,  ist  identisch  mit  der  Be- 
dingung, dass  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  auf  der  Oberfläche 
liegen  sollen.  Die  Bedingung  also,  dass  sie  durch  vier  gerade  Linien 
gehen  soll,  drückt  aus,  dass  sie  sechzehn  Punkte  enthalten  soll,  die  zu 
je  vieren  auf  vier  geraden  Linien  liegen.  Diese  sechszehn  Punkte,  mit 
den  drei  ursprünglich  gegebenen,  liefern  eine  Anzahl  von  neunzehn 
Punkten,  welche  zur  Bestimmung  einer  Oberfläche  dritter  Ordnung  im 
allgemeinen  ausreichen.  Es  wird  also  die  Oberfläche  durch  jene  drei 
Punkte  und  vier  Gerade  im  allgemeinen  bestimmt  werden.  Es  seien 
a,  ttj,  Oj  die  drei  Punkte,  Ä,  jB,  C,  D  die  vier  Geraden.  Durch  jene 
drei  Punkte  und  diese  vier  Geraden  lege  man  die  zwölf  Ebenen,  so 
bilden  diese  drei  Büschel  mit  den  Mittelpunkten  a,  a^,  o^,  indem  jeder 
Büschel  vier  Ebenen  enthält. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  gegebenen  sieben  Elemente  nicht  eine 
solche  besondere  Lage  haben,  dass  sich  durch  irgend  einen  der  drei 
Punkte  eine  Gerade  ziehen  lasse,  welche  drei  der  gegebenen  Geraden 
schnitte.  Dies  angenommen,  folgt,  dass  von  den  vier  Ebenen  eines 
jeden  Büschels  keine  drei  sich  in  einer  und  derselben  geraden  Linie 
schneiden,  weil  sonst  diese  gerade  Linie,  gegen  die  Annahme,  durch 
den  Mittelpunkt  dieses  Büschels  gehen  und  die  drei  Geraden,  durch 
welche  die  drei  Ebenen  gelegt  wären,  schneiden  würde.  Man  kann 
daher  (nach  §  4,  Nr.  8)  die  drei  Büschel  zu  einander  projektivisch 
setzen,  wobei  sich  die  entsprechenden  Ebenen  beliebig  wählen  lassen. 
Wir  setzen  aÄ,  a^Ä,  a^A  einander  entsprechend;  und  so  überhaupt 
diejenigen  jener  zwölf  Ebenen,  welche  jedesmal  in  einer  der  vier  Ge- 
raden Ay  B,  Cy  D  zusammentreflFen.  Die  Durchschnittsfläche  dieser 
drei  Ebenenbüschel  wird  dann  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

ausgedrückt,  wo  die  Reihen  8i^,  ^  beziehlich  mit  a^  und  a^  beginnen. 
Diese  Gleichung  lässt  sich,  da  die  vier  Faktoren  Punkte  sind,  auch 

xa{x%)  (x%)  =  0 

schreiben.     Es   ist   {noch}   zu  zeigen,  dass  die  durch  sie  dargestellte   63 
Durchschnittsfläche  die  sieben  gegebenen  Elemente  enthält. 

Ist  zuerst  x^^a,  so  wird  xa  =  0;  ist  x  r~  a^  oder  a^,  so  wird 
tcSil  oder  ^rSi,  =  0,  also  wird  in  allen  drei  Fällen  der  Gleichung  ge- 
nügt, das  heisst,  die  Fläche  enthält  die  Punkte  a,  a^,  a^.     Femer,  in 

13* 
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der  Geraden  J.,  da  sie  in  drei  entsprechenden  Ebenen  liegt^  ist  jeder 
Punkt  dreien  entsprechenden  Ebenen  gemein,  also  ein  Punkt  der  Durch- 
schnittsfläche, folglich  geht  diese  auch  durch  die  Gerade  A  und  ebenso 
durch  jB,  (7,  D.     Mithin  ist  die  Aufgabe  yollständig  gelöset. 

§6. 

Deutung  jeder  Btereometrisohen  Gleichung  dritten  Grades  durch 

Frojektivität. 

In  dem  Torhergehenden  Paragraph  wurde  nur  die  Gleichungsform 
(1)  und  von  ihr  wiederum  nur  der  Fall  betrachtet,  wo  die  in  der 
Gleichung  vorkommenden  Reihen  (9i,  9ii,  9is)  von  Faktoren  aus  ab- 
wechselnden Punkten  und  Ebenen  bestehen.  Es  bleiben  also  noch  die 
Fälle  zu  berücksichtigen,  wo  eine  oder  mehrere  der  Reihen  nur  aus 
Geraden  bestehen.  In  der  zweiten  Gleichungsform  bestehen,  wie  wir 
oben  sahen,  alle  drei  Reihen  aus  Geraden.  Die  Gleichung  (1)  war: 
(1)  a:3i(a;SRi)(a;3i,)a  =  0. 

Es  wurde  gezeigt,  dass  sich  jeder  Punkt  x^  der  dieser  Gleichung 
genügt,  als  Durchschnitt  dreier  Ebenen  ansehen  lässt;  mittels  eines 
durch  a  gelegten  Ebenenbüschels  zweiter  Stufe.  Wenn  nämlich  9  eine 
beliebige  Ebene  dieses  Büschels  ist  und  81',  Si/,  Si,'  die  durch  Umkehr 
aus  JR,  Sil,  91,  hervorgehenden  Reihen  sind,  so  genügt  der  Durchschnitt 
der  drei  Ebenen  g?9i',  ^>^xy  ^^^  der  obigen  Gleichung,  und  die  Ge- 
samtheit dieser  Durchschnitte  bildet  die  durch  die  Gleichung  (1)  dar- 
gestellte Oberfläche.  Die  Ebene  ^>^'  geht  nun  aus  q>  durch  fort- 
schreitende Projektion  hervor,  und  die  ganze  Schaar  der  Ebenen  9?  91' 
bildet  einen  Ebenenbüschel;  und  zwar  entweder  einen  Ebenenbüschel 
zweiter  Stufe  oder  erster  Stufe,  je  nachdem  JR'  aus  einer  Reihe  ab- 
wechselnder Ebenen  und  Punkte  oder  aus  einer  Reihe  von  Geraden 
besteht.  Im  ersten  Falle  ist  der  letzte  Punkt  jener  Reihe  SR'  der 
Mittelpunkt  des  Ebenenbüschels  zweiter  Stufe;  im  zweiten  Falle  ist 
die  letzte  Gerade  jener  Reihe  9i'  die  Axe  des  Ebenenbüschels  erster 
Stufe.  In  beiden  Fällen  ist  der  Ebenenbüschel  ^>W  durch  Projektion 
aus  dem  Ebenenbüschel  zweiter  Stufe  9  abgeleitet.  Im  ersten  Falle 
64  liess  sich  rückwärts  aus  dem  letzteren  Büschel  9  f  wieder  der  erste 
durch  Projektion  ableiten.  Im  zweiten  Falle  ist  dies  nicht  möglich, 
da  man  durch  fortschreitende  Projektion  eines  Ebenenbüschels  erster 
Stufe  immer  nur  höchstens  zu  Gebilden  erster  Stufe  gelangen  kann. 
Die  Projektivität  ist  also  in  diesem  Falle  nicht  gegenseitig.  Dasselbe 
gilt  nun  von  den  Ebenenbüscheln  9>9ii',  9  SR,'. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  lassen  sich  die  vier  aus  der  Formel  (1) 
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fliessenden  Sätze  der  Projektivitat  unmittelbar  aussprechen,  wobei  wir, 
der  Vollständigkeit  wegen,  auch  noch  den  früher  entwickelten  Satz 
hinzufügen: 

1.  Der  Durchschnitt  dreier  einander  projektivischer  Ebenenbüschel 
zweiter  Stufe  ist  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung. 

2.  Der  Durchschnitt  zweier  Ebenenbüschel  zweiter  Stufe  und  eines 
Ebenenbüschels  erster  Stufe,  von  denen  die  ersten  beiden  untereinander 
projektivisch  sind,  der  letzte  aber  aus  ihnen  durch  Projektion  ableitbar 
ist,  bildet  eine  Oberfläche  dritter  Ordntmg. 

3.  Der  Durchschnitt  eines  Ebenenbüschels  zweiter  Stufe  und 
zweier  aus  ihm  durch  Projektivitat  ableitbarer  Ebenenbüschel  erster 
Stufe  ist  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung. 

4.  Der  Durchschnitt  dreier  aus  einem  Ebenenbüschel  zweiter  Stufe 
durch  Projektion  ableitbarer  Ebenenbüschel  erster  Stufe  ist  eine  Ober- 
fläche dritter  Ordnung. 

Hierzu  füge  ich  sogleich  den  aus  der  Formel  (2)  {S.  182}  ableitbaren 
Satz,  welcher  sich  aus  ihr  genau  auf  die  entsprechende  Weise  ergiebt. 

5.  Der  Durchschnitt  dreier  aus  einer  punktirten  Ebene  durch  Pro- 
jektion ableitbarer  Ebenenbüschel  erster  Stufe  ist  eine  Oberfläche  dritter 
Ordnung. 

Endlich  lassen  sich  alle  diese  Fälle  in  dem  folgenden  Satze  zu- 
sammenfassen: 

6.  Der  Durchschnitt  dreier  aus  einem  Gebilde  zweiter  Stufe  durch 
Projektion  ableitbarer  Ebenenbüschel  ist  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung. 

Zu  der  speciellen  Diskussion  der  Sätze  Nr.  2  bis  5  würde  eine 
Entwickelung  der  projektivischen  Beziehungen  zwischen  Gebilden  zweiter 
und  erster  Stufe  und  zwischen  Gebilden  erster  Stufe,  die  aus  demselben 
Gebilde  zweiter  Stufe  entspringen,  nothwendig  sein.  Diese  Beziehungen 
sind  indessen  von  so  eigenthümlicher  Art,  dass  ihre  auch  nur  noth- 
dürftige  Entwickelung  einen  bedeutenden  Umfang  haben  würde.  Nur 
beispielsweise  will  ich  hier  eine  der  einfacheren  Beziehungen  ohne  Be- 
weis aufstellen: 

„Aus  einem  beliebigen  Verein  von  fünf  verschiedenen  Punkten  65 
(a,  6,  c,  d,  e)  einer  Ebene  (a),  von  denen  jedoch  keine  vier  in  gerader 
Linie  liegen,  lässt  sich  ein  beliebiger  Verein  von  fünf  verschiedenen 
Punkten  (a^,  ft^,  c^,  dj,  e^)  einer  Geraden  A^  durch  fortschreitende 
Projektion  ableiten;  vorausgesetzt  jedoch,  dass  keine  vier  Punkte  des 
letzten  Vereins  mit  den  vier  Strahlen  projektivisch  sind,  welche  von 
den  vier  entsprechenden  Punkten  des  ersten  Vereins  nach  dem  fünften 
Punkte  desselben  gezogen  werden.  Alsdann  ist  zu  jedem  sechsten 
Punkt    der   Ebene    der   entsprechende   Punkt    der    Geraden    bestimmt. 
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Wenn  hingegen  vier  Punkte  der  Geraden  (zum  Beispiel  a^,  6^,  c^,  dj 
mit  den  vier  Strahlen  {ae,  ie,  ce,  de)  projektivisch  sind,  welche  von 
den  entsprechenden  Punkten  {a,  h,  Cy  d)  nach  dem  fünften  Punkt  (e) 
der  Ebene  gezogen  sind,  so  hängt  die  projektivische  Beziehung  zwischen 
jener  Geraden  und  dieser  Ebene  von  dem  durch  fünf  Punkte  (a,  b,  c,  rf,  e) 
der  Ebene  gelegten  Kegelschnitt  in  folgender  Weise  ab:  Ist  der  von 
irgend  einem  sechsten  Punkt  (g)  des  Kegelschnitts  nach  den  fünf 
Punkten  (a,  h,  c,  d,  e)  gezogene  Strahlenbüschel  zu  der  gegebenen 
Geraden  nicht  projektivisch,  so  kann  dieselbe  aus  jener  Ebene  nicht 
durch  Projektion  abgeleitet  werden;  findet  dagegen  jene  Projektivitat 
statt,  so  ist  die  projektivische  Beziehung  zwischen  der  Ebene  und  der 
Geraden  nicht  bestimmt^  sondern  man  kann  dann  zu  jedem  beliebigen 
sechsten  Punkt  (f)  der  Ebene,  der  jedoch  nicht  in  dem  Kegelschnitt 
liegt,  den  entsprechenden  Punkt  f^  der  Geraden  noch  willkürlich  an- 
nehmen, sodass  noch  immer  die  Gerade  aus  der  Ebene  durch  fort- 
schreitende Projektion  erfolgt." 

Dieser  Satz  entspricht  dem  bekannten  Satze,  „dass  man  in  zwei 
Geraden  drei  Paare  von  Punkten  beliebig  annehmen  und  dann  die 
Geraden  projektivisch  setzen  kann,  so  dass  jene  Punktenpaare  ent- 
sprechende Elementenpaare  werden".  Und  schon  aus  diesem  Satze, 
welcher  für  die  gegenseitige  Beziehung  dreier  aus  einem  Gebilde  zweiter 
Stufe  ableitbaren  Gebilde  erster  Stufe  noch  bei  weitem  zusammen- 
gesetzter sich  gestaltet,  sieht  man,  dass  zu  der  weitem  Behandlung  des 
hier  berührten  Gegenstandes  ein  umfangreicherer  Apparat  nöthig  ist; 
weshalb  ich  diesen  Gegenstand  für  eine  andere  Gelegenheit  vorbehalte. 

Stettin,  im  Juli  1852. 
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Par 

Grassmanii^ 

prof.  des  math6m.  aa  ooUöge  de  Stettin. 
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M.  Cauchy  a  communique  ä  FAcademie  des  Sciences,  le  10, 
17  et  24  janyier  de  Tannee  passee,  les  principes  d'un  calcnl  fonde  sur 
des  quantites  qu'il  nomme  clefs  dlgebriques,  (Voyez  Comptes  rendos 
XXXVI,  {1853},  pages  70,  129,  161.  Oeuvres  completes,  I.  Serie, 
Bd.  XI,  Nr.  514,  Bd.  XH,  Nr.  516,  517.)  II  a  fait  voir  qu'ä  Taide  de 
ce  calcul,  on  peut  resoudre  ayec  une  grande  facilite  des  questions 
d'analyse  et  de  mecanique,  dans  lesquelles  Tapplication  des  methodes 
ordinaires  entrainerait  de  loiigs  et  penibles  calculs.  Ce  n'est  que 
depuis  quelques  semaines  que  j'ai  pu  obtenir  connaissance  de  ces  Com- 
munications; mais  au  premier  coup  d'oeil  je  reconnus  que  les  principes 
qui  y  sont  etablis,  et  les  resultats  qui  en  ont  ete  tires,  etaient  absolu- 
ment  les  memes  que  ceux,  que  j'avais  publies  dejä  en  1844  (dans  un 
ouvrage  intitule  „Ausdehnungslelire  oder  Wissensdiaft  der  extensiven 
Grösse.^*  Leipzig  1844)  et  dont  j'avais  donne  en  meme  temps  des 
applications  nombreuses  ä  Tanalyse  alg^brique,  ä  la  geometrie,  ä  la 
mecanique  et  ä  d'autres  branches  de  la  physique.  Depuis  la  publication 
de  cet  ouvrage,  je  suis  parvenu  ä  simplifier  et  ä  gen^raliser  les  prin- 
cipes du  calcul  qui  y  est  expos^,  mais  je  m'etais  propose  d*en  retarder 
la  publication  jusqu'au  temps  ou  j'aurais  le  loisir  de  remanier  tout 
Touvrage.  Cependant,  en  raison  des  articles  cites,  je  me  trouve  force 
de  publier  ici  quelques-uns  des  resultats  obtenus,  comme  je  vois  que, 
dans  ses  clefs  (ügebriqms,  M.  Cauchy  a  trouve  en  quelque  sorte  les 
clefs,  non  seulement  pour  entrer  dans  la  theorie  que  j'ai  publice 
jusqu'ä  preseut,  mais  encore  pour  ouvrir  la  porte  ä  plusieurs  r&ultats 
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non  encore  publies.  Ce  qui  en  parait  le  plus  important,  c'est  le 
developpement  des  divers  genres  de  multiplication,  dont  je  me  propose 
de  donner  ici  un  aper9u. 

Larithmetique  ne  connait  qu*un  seul  genre  de  multiplication,  dont 
la  propriete  est  que  Ton  puisse  intervertir  Vordre  des  facteurs,  et  reunir 
en  un  produit  particulier  autant  de  facteurs  que  Ton  voudra,  sans  que 
la  valeur  du  produit  total  en  soit  alt^ree;  et  qui  de  plus  ne  s'evauouit 
pas,  ä  moins  que  Tun  de  ses  facteurs  ne  devienne  ^gal  k  z^ro.  C'est 
surtout  dans  la  th^orie  des  quantit^  dans  Tespaoe,  que  j'ai  nomm^s 
\2l  extensives j  et  trait^s  dans  f  Fouvrage  cite,  que  se  presentent  des 
genres  de  multiplication  eutiferement  difierentes  de  celle  de  Tanalyse 
ordinaire,  dont  Tapplication  n^anmoins  s'etend,  ä  peu  pres,  ä  toutes 
les  branches  des  mathematiques  et  de  la  phjsique. 

§1. 

Systöme  d*unitÖ8  relativeB. 

Pour  fixer  Tid^e  generale  de  la  multiplication  dont  il  s'agit,  je 
commencerai  par  ^tablir  les  pn'ncipes  sur  lesquels  il  parait  convenable 
de  s'appuyer. 

Je  dis  que  deux  ou  plusieurs  quantitös  -4,  JB,  C,  . . .  ont  entr'elles 
une  rdation  (ügebri^pie,  quand  l'une  ou  Fautre  d'entre  elles  est  egale  ä 
un  polynome  dont  les  termes  sont  proportionnels  aux  autres,  en  sorte 
que  Ton  ait,  par  exemple, 

ot.  ß,  y,  ,  .  ,  d&ignent  de  simples  nombres,  soit  rationnels  ou  irration- 
nels,  soit  r^els  ou  imaginaires,  soit  ^gaux  ä  zero  ou  non.  Pour  en 
donner  une  idee  palpable,  concevons  que  les  lettres  Ay  B  d^ignent 
des  objets  differents  quelconques,  par  exemple,  differentes  esp^ces  de 
plantes.  Alors  il  est  evident  que  la  chose  repr&entee  par  la  lettre  A 
ne  saurait  ^tre  regardee  comme  le  produit  de  la  chose  B  par  aucun 
facteur  algebrique;  ou,  pour  en  choisir  un  exemple  qui  soit  plus  con- 
forme  aux  mathematiques,  supposons  que  A  ei  B  designent  des  lignes 
donnees  en  grandeur  et  en  direction,  et  supposons  que  le  produit 
d'une  ligne  par  un  facteur  algebrique  rfel,  repr^ente  une  ligne  de  la 
meme  direction,  mais  dont  la  grandeur  est  ä  celle  de  la  ligne  donn^e 
comme  le  facteur  algebrique  est  ä  Timite;  supposons  de  plus  que  le 
produit  d'une  ligne  reelle  par  un  facteur  imaginaire,  soit  une  ligne 
imaginaire.  Alors  la  ligne  A  ne  pourra  evidemment  resiilter  d'une 
multiplication  de  la  ligne  B  par  un  facteur  algebrique,  ä  moins  que 
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les   lignes   ne   soient   paralleles   entre   elles.     D'oü   il   resulte  que  les 
lignes  Ä  et  B  n'ont  aucune  relation  algebrique  entre  elles. 

Gonsiderons  maintenant  n  quantites  a,  h^  c,  , . .  qui  n'ont  aucune 
relation  algebrique  entre  elles:  alors  il  est  evident  que  Ton  peut  en 
deduire  une  infinite  de  quantit^,  en  multipliant  chacune  d'elles  par  un 
facteur  algebrique,  et  en  ajoutant  les  produits  ainsi  obtenus.  Nous 
appellerons  uniie  relative  toute  quantit^  que  Ton  se  propose  d'employer^ 
pour  en  d^uire  d'autres  quantit^  au  moyen  d'une  multiplication  par 
des  facteurs  alg^riques,  tandis  que  nous  reserverons  ä  Tunite  des 
nombres  le  nom  d^unite  ahsöltte.  De  meme  nous  appellerons  Systeme 
^unitds  relatives  tout  assemblage  de  plusieurs  quantites,  non  li^es 
entre  elles  par  des  relations  alg^riques^  mais  destinees  pour  en  deriver 
par  voie  de  multiplication  et  d'addition,  toutes  les  quantit&  que  f  Ton  125 
veut  considerer.  Enfin^  nous  d^signerons  les  quantites  ainsi  obtenues 
par  le  nom  de  quantit^  extensives  ^  en  sorte  que^  par  exemple  le 
polynöme 

aa  +  ßh  +  yc-] , 

oü  a^  ß^  y,  . . ,  designent  de  simples  nombres,  et  a,  by  c,  . . .  un  Systeme 
d'unites  relatives,  devi*a  etre  regarde  comme  ime  quantit^  extensive;  et 
nous  dirons  qu'elle  est  compos^e  des  unites  a,h,c,...  au  moyen  des 
coefficients  a,  /3,  y,  . .  .  (Dans  mon  ouvrage  cit^,  j'ai  d&ign^  les  unites 
relatives  par  le  nom  f,Grundänderungen'^,  et  un  Systeme  d'unites  rela- 
tives par  le  nom  de  „i?o»  einander  unabhängige  Grundänderungen^^  [voir 
§  16  {diese  Ausgabe  I,  1,  S.  51}]:  denominations  qui  r^sultent  du  point 
de  vue  particulier,  sous  lequel  les  quantites  extensives  y  sont  envisagees.) 
II  ne  serait  pas  convenable  d'employer  Tepitlifete  compose  pour 
d&igner  les  quantites  extensives  elles-memes,  parcequ'il  arrive  sou- 
vent  que  les  quantites  extensives  sont  des  quantites  aussi  simples 
que,  les  unites  dont  elles  resultent.  Par  exemple,  la  diagonale  d'un 
Parallelogramme  peut  5tre  regardee  comme  la  somme  des  cotes  qui 
partent  du  meme  point,  pourvu  que  Ton  tienne  compte  de  leur 
direction,  aussi  bien  que  de  leur  grandeur.  Donc,  si  Ton  regarde 
ces  cot^s  comme  des  unites  relatives,  il  est  clair  que  la  diagonale 
est  composee  de  ces  unites,  sans  qu'elle  cesse  pour  celä  d'etre  une 
simple  ligne.  Nous  remarquons  ä  cette  occasion  que  Ton  peut 
regarder  trois  lignes,  ou  quatre  points  quelconques  dans  Tespace, 
comme  un  Systeme  d'unites  relatives,  et  qu'on  peut  en  composer  toutes 
les  lignes  ou  tous  le  points  de  Tespace,  ä  moins  que  les  lignes  ne 
soient  paralleles  ä  un  meme  plan  et  que  les  points  ne  soient  situfe 
dans  un  meme  plan.  (Voyez  sur  ce  sujet  mon  ouvrage  precedemment 
cite,  oü  je  suis  entre  dans  des  details;  et  en  suivant,  quant  aux  points, 
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les  principes  ^tablis  par  M.  Moebius  dans  son  calcul  barycentrique. 
Quant  ä  la  somme  des  lignes  donn^s  en  grandeur  et  direction^  il  est 
remarquable  que  plusieurs  geomfetres  ont  con9a  cette  idee  presque  en 
meme  temps  et  independamment  les  unes  des  autres.) 

§2. 
Multiplioation  des  qnanüt^  eztensiTeB. 

Consid^rons  maintenant  la  multiplication  des  quantitvs  extensives. 
La  multiplication  en  g^n^ral  est  caract^ris^  par  la  propriete^  que  Ton 
peut  multiplier,  chacun  par  chacun^  les  termes,  dont  les  facteurs  sont 
compos^s,  ou  sont  censes  compos^s^  sans  que  la  valeur  du  produit 
total  en  soit  alteree.  II  faut  cependant  en  general  tenir  compte  de 
Tordre^  dans  lequel  les  multiplications  sont  effectu^es  successivement; 
en  Sorte  que  les  termes,  qui  entrent  dans  chaque  produit,  y  soient 
I26rang&  dans  le  meme  ordre,  dans  lequel  les  facteurs  qui  les  f  renfer- 
maient,  ^taient  rang^s  dans  le  produit  donn^.  II  est  facile  de  voir 
que  Ton  pourrait  d^duire  de  cette  id^e  g^n^rale  toutes  les  lois  de  la 
multiplication  des  nombres,  sans  y  ajouter  aucune  autre  condition  que 
Celle  que  1  .  1  soit  egal  ä  1:  condition  qui  servira  ä  definir  Tunite 
absolue.  II  resulte  aussi  de  Tidee  generale,  qu'ayant  ä  multiplier  des 
quantites  quelconques,  affect^es  chacune  d'un  facteur  algebrique,  il  sera 
permis  de  multiplier  le  produit  de  ces  quantites  par  le  produit  des 
facteurs  algebriques,  ä  moins  que  Ton  n'intervertisse  Tordre  des  facteurs 
dans  le  premier  des  produits.  II  sera  maintenant  facile  de  definir 
precisement  la  multiplication  des  quantites  extensives. 

Definition.  Multiplier  des  quantites  extensives j  c'est  midtiplier 
d!abord  dans  le  ineme  ordre,  chacune  par  cliaeunCy  les  unites  dont  les 
diverses  quantites  extensives  sont  composees:  multiplier  ensuite  ces  produits 
chacun  par  le  produit  des  coefficients  dont  les  unites  qui  y  entrent  etdient 
affedees,  et  ajouter  finodement  par  voie  d'addition  les  produits  ainsi  ohtenus. 

En  d'autres  termes: 

On  multipliera  les  quantites  extensives  en  suivant  les  regles  de  la 
multiplication  algebriquCy  en  ayant  seulement  soin  que  Vordre  des  faeteurs 
fie  soit  point  altere,  Far  exemple,  le  produit  des  quantites  extensives 
aa  +  /J6  ä  ya  -\-  äb^  a,  ß,  y,  S  designant  des  iwinbres,  a  et  h  des 
unites  reUdives,  sera: 

{aa  -|-  ßV)  {ya  +  8h)  =  ay  .  aa  -\'  aö  .  ah  -{-  ßy  .ha  -\-  ßd  .  hh. 

II  n'y  aura  donc  qu'ä  definir  les  produits  des  unites  relatives.  On 
confoit  que,  si  Ton  n'admet  aucune  relation  entre  ces  produits,  il 
faudra  regarder  ces  produits  comme  de  nouvelles  unites  relatives,  que 
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Ton  pourrait  appeller  unites  d'un  degre  sup^rieur,  par  exemple  du 
n-iäme  degre,  n  etant  le  nombre  des  facteurs.  Mais  rien  n'empeche  de 
supposer  des  relations  algebriques  arbitrairement  choisies,  qui  lient 
entre  eux  les  produits  des  unites.  Quelles  que  soient  d'ailleurs  ces 
relations^  on  pourra  toujours  an  repr^senter  chacune  par  une  ^quation^ 
en  egalant  ä  z^ro  la  somme  des  ces  produits^  multipli^s  chacun  par 
un  faeteur  alg^brique.     Soient,  pour  fixer  les  id^es, 

a,  /J,  y,  . . . 
des  nombres  quelconques,  et 

A,B,C,... 

les  produits  des  unites  relatives:  alors  toute  relation  entre  ces  produits 
pourra  f  etre  represent^e  par  une  equation  de  la  forme  •  127 

equation  qu'on  peut  appeler  equation  de  condition  par  rapport  ä  la 
multiplication  dont  il  s'agit.  Etant  donn^  le  Systeme  de  toutes  les 
^quations  de  condition  relatives  ä  une  multiplication  particuli^re, 
celle-ci  en  sera  determinee  precis^ment;  et  il  est  evident  qu*ä  Taide 
de  ces  equations,  on  pourra  eiiminer  autant  des  produits  Ä,  B,  C, . . . 
qu'il  y  en  a  d'equations.  Ces  eliminations  ^tant  effectu^es,  le  reste  des 
produits  Ay  Bj  Cy  . ,  ,  formera  un  Systeme  d'unites  relatives,  qui  ser- 
viront  ä  en  composer  toutes  les  quantites  foumies  par  la  multiplication 
dont  il  s'agit. 

Voilä  ridee  la  plus  generale  qu*on  puisse  concevoir  de  la  multi- 
plication de  quantites  quelconques.  G'est  cette  idee  qui  a  servi  de 
base  aux  developpements  dans  mon  ouvrage  cite  (voyez  yjAusdehnungS" 
lehret'  §  12  {diese  Ausgabe  I,  1,  S.  44}),  et  que  j'ai  tache  ensuite  de 
perfectionner  ä  plusieurs  egards.  C'est  encore  cette  idee  que  M.  Cauchy 
parait  avoir  eue  en  vue  dans  ses  m^moires  siir  les  clefs  algebriques. 
En  effet:  les  clefs  algebriques  de  M.  Cauchy  ne  sont  au  fond  que  les 
unites  relatives;  et  ses  facteurs  symboliques  conviennent,  du  moins  dans 
un  certain  rapport,  aux  quantites  extensives  telles  que  je  les  ai  definies. 
La  diffi^rence  ne  consiste  qu'en  ce  que  M.  Cauchy  regarde  les  clefs 
algebriques  seulement  comme  un  moyen  pour  resoudre  divers  problemes 
de  Tanalyse  et  de  la  mecanique  et  qui,  les  problemes  etant  r^solus, 
disparaissent,  tandis  que  d'apres  les  principes  etablis  par  moi,  on  est 
en  ^tat,  ä  chaque  pas  du  proc^de,  d'attribuer  une  signification  indepen- 
dante  aux  unites  relatives  et  aux  quantites  qui  en  sont  composees, 
qu*elle  que  soit  d'ailleurs  la  marche  que  Ton  suive. 

Pour  considerer  les  produits  de  quantites  quelconques,  on  pourra 
se  bomer  d'abord  a  des  produits  de  deux  facteurs.    Car,  quel  que  soit 
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le  nombre  des  facteurs^  il  sera  toujours  possible  de  les  reduire  ä  deux 
facteurs;  ce  que  Ton  eflfectuera,  en  partageant  tous  les  facteurs  en  deux 
groupes,  et  en  r^unissant  ensuite  les  facteurs  de  Tun  et  de  Tautre 
groupe  ä  deux  produits  particuliers^  lesquels  multiplies  donneront  le 
produit  propose.  Si  donc  les  lettres  u^,  u^y  , . ,  u^  designent  des  unites 
relatives^  on  pourra  presenter  toute  equation  de  condition  sous  la  forme 

oü  les  a^^  designent  des  nombres  quelconques  et  le  signe  sommatoire 
doit  etre  ^tendu  ä  toutes  les  valeurs  entiferes  des  indices  r  et  5  entre 
128  les  limites  f  1  et  n.  II  est  evident  que  Ton  peut  supposer  plusieurs 
equations  de  cette  forme  qui  doivent  subsister  simultanement,  et  que 
d'ailleurs  tous  les  coefficients,  tels  que  a^^^^  sont  tout-ä-fait  arbitraires. 
On  se  trouverait  ainsi  conduit  ä  une  infinite  de  multiplications  parti- 
culieres,  qui  ne  semblent  promettre  aucune  utilite  pour  la  science.  Le 
plus  grave  inconvenient,  qui  s'y  trouve,  est  surtout  que  les  equations 
de  condition  cessent  gen^ralement  de  subsister  lorsqu'on  y  substitue 
aux  unites  les  quantit^s  qui  en  sont  compos^es. 

Pour  faire  disparaitre  cet  inconvenient,  nous  supposerons  premiere- 
ment  que  Ton  puisse  changer  le  signe  de  Tune  quelconque  des  unites 
relatives,  ou  bien,  de  deux  quelconques  d'entre  elles,  et  substituer 
chacune  d'elles  ä  la  place  de  Tautre,  sans  que  les  equations  de  condi- 
tion cessent  de  subsister.  En  second  lieu,  nous  supposerons  en  outre 
que,  pour  deux  unites  quelconques,  il  y  ait  toujours  deux  quantites 
extensives,  qui  ne  soient  ni  multiples  des  unites,  ni  egales  ä  eUes,  et 
qui  neanmoins,  ^tant  substituees  ä  ces  unites,  satisfassent  encore  aux 
equations  de  condition.  En  troisi^me  lieu  enfin,  nous  supposerons 
qu'il  soit  meme  permis  de  substituer  ä  toutes  les  unites  des  quantites 
qui  en  sont  compos^es  ä  volonte,  sans  que  les  Equations  de  condition 
en  soient  alt^rees. 

Nous  d^signerons,  dans  la  suite,  les  multiplications  qui  resultent 
de  ces  trois  suppositions,  respectivement  par  les  noms  des  multiplicor 
tions  symetriqueSy  circulaires  et  lineaies;  ce  qui  nous  servira,  des  a 
present,  pour  distinguer  entre  elles  les  trois  suppositions  que  nous 
venons  d'exposer. 

§3. 
Multiplications  symötriques. 

Dans  Ta  premiäre  supposition,  soit  l'equation 

Tune  quelconque  des  equations  de  condition.  Apres  Tavoir  mise  sous 
la  forme 
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Ä(ai,^WiW^)  +  S^iti^Wi)  +  (h,i^iUi  +  SK.w^w,)  =  0, 

oü  les  indices  r  et  s  sont  diflferents  de  1,  substituons  —  ti^  ä  la  place 
de  +  Uj,  et  nous  aurons: 

—  S(ai,^WiM,)  —  S{a,^^u^u,)  +  a^^^u^u^  +  S(a^^,u^u,)  =  0. 

Ces  equations^  ajout^es  et  retranch^es,  donneront: 

«i,i«*iw,  +  S(a    u^u,)  =  0, 
et 

Puis^  en  substitnant  dans  la  premi^re  de  ces  equations^  —  u^  ä  la 
place  de  Funit^  u^  on  en  tirera,  par  voie  d'addition: 

les  indices  r  et  s  etant  diff<^rents  des  indices  1  et  2.    En  poursuivant  i29 
de  cette  manifere,  on  obtiendra  finalement  Tequation 

De  meme^  en  substitnant^  dans  la  seconde  des  ^quations  ci-dessus  trou- 
vees,  — Uj  ä  la  place  de  +  Wj,  et  en  retranchant  Tequation  ainsi  ob- 
tenue  de  celle  d'oü  Ton  est  parti^  on  trouvera  Tequation 

«1,2%^^  +  «2,1^21/1  =  0, 

dans  laquelle  les  indices  1  et  2  pourront  etre  remplac^s  par  deux 
{ differents }  quelconques  des  indices  1  .  .  .  n.  On  est  donc  conduit  ä  la 
proposition  suivante. 

Theoreme  1,     Si  Vequation 

^K*w^w,)  =  0 

esit  Vune  quelconque  des  equations  de  condition  relatives  ä  une  multipli- 
cation,  et  qWil  soit  d'aiUeurs  permis  de  changer  le  signe  de  chaaifie  des 
unites  relatives  w^,  Mg,  . . .  w„,  sans  gue  les  equcUions  de  condition  ce^sent 
de  subsister,  on  (iura  ks  equations  suivantes: 

(1)  «l,l«*l«l  +  «2,2«^«^  H h  «n.»Wn«*«  =  0 

et 

(2)  «l,2«*l^*2  +  «2,1^2^1=0; 

dont  la  demiere  nura  encore  lieu,  qtiand  on  y  retnpUice  les  indices  1  et  2 
par  deux  diffirent^  quelconques  parmi  les  indices  1 . . ,  n. 

Ajoutons  maintenant  a  la  supposition  precedemment  etablie,  cette 
autre,  que  Ton  puisse  substituer  reciproquement  Tune  quelconque  des 
unites  ä  Tautre,  sans  alterer  par  la  les  equations  de  condition.     Cette 
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Hypothese  admise^  en  substituant,  dans  F^quation  (1)  du  theoreme  pre- 
c^dent,  les  unites  Wj  et  m,  Tune  ä  Tautre,  on  aura  T^quation 

%1^^2  +  «2,8^1  fix  H h  CC^n^^U^  =  0; 

douc,  en  la  retranchant  de  requation  primitive 

on  obtiendra  celle-ci: 

(«1,1  —  «2,2)  (wi^i  —  ^^)  =  ^' 
De  plus^  en  rempla^ant^  dans  la  meme  equation  (1)^  les  unites 

u„  ti„  . . .  u^_i,  u^ 
respectivement  par 

180  on  en  tirera  T^quation 

(«2,2  —  «s,»)  {^^  —  ^i^)  =  0- 
Puis,  en  appliquant  le  m^me  remplacement  ä  T^quation  obtenue,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'ä  ce  que  chaque  unit^  soit  chang^e  successivement 
dans  toutes  les  autres,  et  en  ajoutant  finalement  toutes  ces  equations^ 
on  obtiendra  pour  equation  r^sultante: 

(«1.1  +  «2,2  H h  ««,  J  (<*lWi  +  tijti,  H h  u.wj  =  0. 

Gonsid^rons  maintenant  Tautre  ^uation  du  th^reme  precedent^ 
savoir: 

«1,2^1  W,  +  «2,l«2Wi  =  0. 

En  y  substituant  Tune  ä  Tautre  les  deux  unites  u^  et  Wg,  nous  aurons 

«1,2^2^1  +  «2,1%W2  =  0. 

Ces  equations,  combinees  entre  alles  par  voie  d'addition  et  de  sou- 
straction^  donneront  les  equations 

(«1,2  +  «2,l)  {^1^  +  WjWj  =  0, 
(«1,2  —  «2,l)  («♦l«2  —  W2«*l)  =  0, 

dans  lesquelles  on  peut  remplacer  les  indices  1  et  2  par  deux  quel- 
conques  diffi^rents  parmi  les  valeurs  1  . . .  n.  Les  resultats,  auxquels 
on  est  arrive,  peuvent  etre  enonces  par  la  proposition  suivante. 

Theoreme  2.  SHl  est  permis  de  changer  le  signe  rfe  Vune  qxiel- 
conque  des  unites  rel4xtives,  ainsi  que  d'en  subsütuer  reciproquement  Vune 
qudconque  ä  Vautre,  sans  que  les  equations  de  condition  cessent  de  sub- 
sister,  on  peut  en  tirer  les  systemes  suivants  d'equoMons: 

(1)  («1,,  —  a,^i)  Kmj  —  UgWi)  =  0, 

(2)  («1^2  +  Oj^i)  (M,ti,  +  MgMi)  =  0, 

(3)  (a,^i  —  Oj^j)  (mjMi  —  u^u^)  =  0, 

(4)  («1,1  +  «2.2  H h  ««,  J  (WiWi  +  «iMs  H h  W„»n)  =  <>, 
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dant  les  trois  premiers  subsistmt  encore,  quand  on  y  substüue  ä  la  place 
des  indices  deux  quelconques  differenis  parmi  les  valeurs  1  . . .  n. 

Le  premier  membre  de  chacune  des  ^quations  precedentes  contient 
deux  facteurs;  par  consequent,  le  second  membre  etant  ^gal  ä  z^ro^  il 
faudra  que  Tun  ou  Tautre  de  ces  facteurs  s'evanouisse.  On  tirera  donc 
de  chacune  de  ces  equations  deux  nouvelles  equations^  dont  Tune  ou 
Tautre  devra  se  verifier^  et  doQt  Tune  se  rapporte  aux  coefficients, 
Fautre  aux  unites.  Or  il  f  est  clair  que  chacune  des  equations  quiisi 
renferment  les  unites^  entrainera  avec  eile  les  autres  qui  en  r^sultent 
par  Techange  des  indices^  et  qu'il  en  sera  de  meme  pour  les  Equations 
des  coefficients.  II  s'ensuit  que  chacun  des  quatre  syst^mes  d'equations 
ci-dessus  etablis,  se  partagera  en  deux  systfemes,  dont  Tun  ou  Tautre 
devra  subsister.  Ed  pla^ant  ces  systemes  deux  ä  deux  en  ligne  hori- 
zontale,  on  aura: 

P.    ou    «,2  =  «2,1    ^*C-;  on   Mitl5  =  MjMi    ctC., 

2®.  ou  «1,2  +  ^1  =  0  ^^^'7  ou  UiU^-\-u^Ui  =  0  etc., 

3».    ou    «,!  =  «,  3  =  a33  =  ...,  ou   WiMi  =  tl5jM8  =  W8t*3  =  ..., 

4^    ou    «1,1  +  02,2  H h«n,n  =  0,        OU    U,U,  +  U^U^ -] \-U^U^  =  0. 

II  y  a  donc  seijse  cas  diflferents,  puisqu*on  peut  choisir  Tun  ou  Tautre 
Systeme  de  chaque  colonne  horizontale.  Or  il  est  Evident  que,  r^cipro- 
quement,  toutes  les  equationä  que  nous  venons  d'etablir  entre  les 
unites,  continueront  encore  de  subsister,  quand  on  y  fait  les  substitu- 
tions  ci-dessus  d^signees.  On  est  donc  conduit  a  la  proposition  suivante. 
Theoreme  3.  Efitre  deux  facteurs,  coniposes  des  unites  relatives 
Uj,  Mj,  . . .  w„,  il  en  existe  seize  especes  de  tnidtiplicatiofi;  de  sorte  que 
les  eqtAations  de  condition  subsistent  encore,  sait  que  Von  echange  arhi- 
irairement  les  unites  relatives,  soit  que  Von  change  le  signe  de  Vune 
quelconque  d'entre  elles.  On  ohtient  les  equations  de  condition  relatives 
ä  cfiacune  de  ces  espi'ces,  en  choisissant,  comme  Von  voudra  parmi  ces 
quatre  systemes  d^'quations  suivants: 

(1) 

(2) 
(3) 
(4) 

hs  deux  Premiers  devant  subsister  pour  deux  differentes  valeurs  entUres 
quelconques  r  et  s  entre  les  limites  1  et  n. 


«r«.  =  «,Wr> 

K».  +  "."r  =  0, 

'<l"l  =  «««««  =  •• 

•  =  «-««; 

«l«l  +  «jM*  +  •  • 

•  +  «„«,  =  0; 
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§4. 
Multiplioations  oiroulaires. 

En  second  lieu^  en  poursuiyant  la  marche  propos^e,  ajoutons  aux 
suppositions  pr^demment  ^tablies^  cette  autre,  qu'aux  unites  fi^  et  n^ 
on  puisse  substituer  des  quantit^B  aj^Ui  +  ^2**2  ®*  Vi^  ~\~  Vi^f  V^^  ®" 
sollt  compos^s  au  moyeD  des  coefficients  x^,  x^,  y^j  y^,  supposes 
distincts  de  z^ro,  sans  que  les  ^quations  de  condition  en  soient  alterees. 
182         En  posant,  pour  abr^ger^ 

a^i«*!  +  ^2^2  =  »,  yi«*i  +  y2^  =  ^ 

on  aura: 

aa  =  x^^u^u^  +  x^^u^u^  +  x^x^{u^u^  +  iA^u^^ 

ah  =  x^y^u^u^  +  x^y^u^u^  +  x^y^u^u^  +  x^y^u^u^, 

d'oü  Ton  tirera  les  valeurs  des  produits  66  et  6  a,  en  remplayant,  Tune 
par  Tautre,  les  lettres  x  et  y. 

D'aprfes  le  th^or^me  pr^c^dent,  on  a  pour  ^quations  de  condition 
les  quatre  syst^mes  d'^quations: 

(1)  Wjttj  =  u^u^,  . . . 

(2)  tt^tt,  +  MjMi  =  0,  . . . 

(3)  Witlj  =M,W8  =  M5M8  =  ... 

(4)  %«*,  +  t*,wj  H h  u^u„  =  0, 

qui  doivent  subsister,  ou  separ^s,  ou  combines  d'une  maniere  quel- 
conque.  II  est  d'abord  Evident  que  le  premier  de  ces  systemes  ne 
sera  pas  altere  par  des  substitutions  quelconques. 

Pour  trouver  les  transformations  des  autres  equations,  supposons 
d*abord,  pour  plus  de  simplicit^,  qu'il  en  existe  plus  de  deux  unites. 
Alors,  en  substituant  a  et  6  ä  la  place  des  unites  Uj^  et  n^,  ce  qui 
est  permis  par  hypothese,  on  aura,  en  partant  des  equations  (2),  la 
suivante: 

0  =  a6  +  6a  =  2x^yj^u^u^  +  2x^y^u^u^  +  (x^^y^  +  x^y,)  {u^u^  +  u^u^)-, 

d'oü,  puisque  le  demier  terme  s*^vanouit  en  vertu  de  Tequation  sup- 
pos^e  WjMg  -|"  w^Mj  =  0,  il  vient: 

On  en  tirera,  ä  Taide  du  th^orfeme  2: 

d'oü  il  suit  {x^  et  y^  etant  diflKrents  de  zero): 
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Donc,  on  obtiendra  par  T^change  des  indices,  permis  par  hypothfese: 

«^1^1  =  fh'^  =  ^z^h  =  •  •  •; 
c'est  a  dire:  les  ^quations  (2)  entraineront  avec  elles  les  equations  (3). 
Sapposons  maintenant  quo  les  equations  (3)  aient  lieu.    En  appli- 
quant  ä  T^quation 

la  Substitution  indiquee^  on  aura:  188 

M,Mj  =  aa  =  Xi^u^tii  +  x^^u^u^  +  XiX^{uiU^  H-'^Wi)» 

d'oü,   en   rempla9ant   les   carr^s  i^u^  et  u^u^  par  le  carr^   equivalent 
UjUi,  on  trouvera: 

En  7  changeant  le  signe  de  Tunit^  u^^  ce  qui  est  pennis  par  hypoth^^ 
et  retranchant  T^quation  ainsi  obtenue  de  Tequation  prec^dente,  on  aura: 

^i^2Kw2+«jWi)  =  0; 
d'oü,  rCj  et  x^  ötant  distincts  de  zero,  il  r&ulte: 

Witi^  +  UjMi—O; 

c'est  ä  dire:  les  equations  (3)  entraineront  avec  elles  les  Equations  (2). 

II  est  donc  Evident  que,  dans  rhypothfese  admise,  les  equations 
(2)  et  (3)  ne  sauraient  subsister  s^par^ment,  et  que^  par  suite^  au  lieu 
de  ces  deux  syst^mes  d'equations^  on  en  aura  un  seul^  r^sultant  de 
leur  combinaison. 

Pour  trouver  les  conditions  auxquelles  les  coefficients  x^^y^^x^^y^ 
sont  assujettis^  transformons  aussi  T^quation  (4)  par  les  substitutions 
ci-dessus  ^noncees.     On  aura: 

0  =  aa  +  66  +  WjM,  H h  w^m„  =  {x^^  +  Vi)^!^  + 

+  (V  +  y%)^%^i  +  (^1^2  +  ViVi)  K«*2  +  ^^Wi)  +  W3W8  H h  w„M„. 

Par  suite,  en  retranchant  T^quation  (4),  on  obtiendra: 

o=(V+yi*— i)wiWi+(^*+y2*— i)w2W2+(^i^2+yiy2)(wiW2+w2Ui); 

d'oü  Fou  tirera,  ä  l'aide  du  theorfeme  2,  les  equations  suivantes: 

(^i'  +  Vi  -  1)  0^1  Wi  —  WsW,)  =  0, 
(^2'  +  ^2*  —  1)  («^«2  —  WjWs)  =  0, 
(^1^2  +  ViV^)     Kw»  +  W2«*i)  =  0- 

Par  consequent,   si  le  systfeme  combine   des  Equations  (2)  et  (3)  n'a 
pas  lieu^  on  aura: 

^1'  +  yi'  -  1  =  0;    ^2'  +  y2'  —  1  =  0,    x^x^  +  y^y^  =  0, 
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d'oü  Ton  tirera: 

^l'  +  V  =  1;       Vi  =  +  •^;       J/2  =  +  ^l' 

C'est  ä  dire:  pour  que  Ton  puisse  substituer  les  quantites  «  et  fc  ä  la 
place  des  unites  u^  et  u,,  il  faudra  que  Ton  ait: 

134 x^^  -\-  x^^  etant  egal  ä  lunite.  Les  memes  equations  auraieut  ete 
obtenues,  si  iious  avions  suppos^  au  lieu  de  Tequation  (4)  ie  Systeme 
des  equations  (2)  et  (3). 

Supposons,  pour  en  donner  un  exemple  palpable^  que  les  unites 
«1  et  t<2  representent  deux  rayons  d*un  cercle,  perpendiculaires  Tun  ä 
Tautre;  alors  il  est  clair,  que  les  quantites  a  et  i  representeront 
pareillement  deux  rayons  perpendiculaires  du  meme  cercle.  Par  cetto 
raison  nous  appelons  changement  circulmre  ou  transfbmiation  circulaire, 
toute  transfonnation^  au  moyen  de  laquelle  deux  quantites  quelconques 
a  et  b  se  changent  respectivement  en  xa  +  y^  et  en  +  {xh  —  ya\ 
x^  +  y^  etant  egal  ä  Tunite  absolue;  et  admettons  que  le  changement 
soit  appele  ou  positif  ou  negatif,  selon  que,  dans  l'expression  demiere, 
on  met  le  signe  positif  ou  le  signe  negatif.  Je  dirai  de  plus  qu'un 
Systeme  de  quantites  est  transforme  par  un  changement  circulaire, 
quand  on  a  applique  ce  changement  ä  deux  quelconques  d'entre  elles. 

(Les  changements  circuluires  s'appliquent  convenablement  surtout 
aux  theories  des  diametres  conjugues,  des  points  triples  et  quadruples, 
ä  la  theorie  de  la  rotation  et  a  d'autres  theories  de  la  geometrie  et 
de  la  mecanique,  oü  ils  servent  souvent  a  faciliter  beaucoup  les 
recherches.) 

NoiLS  avons  trouve  que,  dans  Thypothäse  admise,  les  equations  de 
condition  se  reduisent  ä  trois  systemes  d'equations,  dont  Tun  resulte 
de  la  combinaison  des  equations  (2)  et  (3)  du  theor^me  3,  et  que  de 
plus  il  faut  que  les  transformations  des  unites  soient  de  la  forme  cir- 
culaire, pour  que  les  trois  systemes  d'equations  n'en  soient  pas  älteres. 
II  nous  reste  a  faire  voir  que,  reciproquement,  ces  transformations  cir- 
culaires  ne  sauraient  älterer  aucun  de  ces  systemes. 

Premi^rement,  il  est  evident  que  les  equations  (1)  ne  seront 
alterees  par  aucune  transformation  des  unites. 

Secondement,  supposons  que  les  equations  (2)  et  (3)  aient  lieu 
simultanement,  et  admettons  qu'on  y  remplace  les  unites  a^  et  u^  par 
des  quantites  a  et  &,  qui  en  sont  deriv^es  par  un  changement  circu- 
laire positif,  de  sorte  que  Ton  ait: 
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L'expression  u^u^  -\-  u^u^  se  changera  par  lä  en 

ah  +  ba  =  (x^^  —  x^^)  {u^u^  +  u^u^  +  2x^x^{u^u^  —  u^u^). 

Donc,  puisque  par  hypoth^: 

ll^li^  +  WgMj  =  0,     u^u^  =  u^u^, 
on  aura:  135 

ab  •■\-  ba  =  0. 

De  plus,  Texpression  ti^u^  +  u^u^  (r  ^tant  different  de  1  et  2)  se 
changera  en 

au^  +  Uyü  =  Xi(u^u,.  +  u^Uj)  +  x^(u^u^  +  m^w,)  =  0. 

La  meme  chose  ayant  lieu  pour  Texpression  u^u^  -f"  ^r^hf  ^  ^^^ 
clair  que  les  equations  (2)  subsisteront  encore  dans  Thypoth^se  admise. 
De  Tautre  cot^,  le  carre  w^«^  se  changera  en 

aa  =  Xj^UiU^  4"  ^j^WgMg  +  3:10:2(^1  w,  +  ^^2^1); 
d*oü,  paisque  Uj^u^  -\-  u^u^  est  ^gal  ä  zero,  et  u^u^  =  w^Wg,  il  vient: 

aa  =  (rTi*  +  ^«O^i^j 
donc,  en  vertu  de  F^quation  x^*  +  ^*  =  1;  o'i  *• 

aa  =  t^^Wj. 

n  est  donc  evident  que  le  systfeme  des  equations  (2)  et  (3)  ne  sera 
altere  par  aucun  changement  circulaire  positif.  Mais  comme  ces  equa- 
tions ne  cessent  pas  de  subsister,  quand  on  y  change  le  signe  d'une 
quantite  quelconque  y  contenue,  il  est  clair  que  le  r^sultat  obtenu 
aura  encore  lieu  par  rapport  ä  un  changement  circulaire  negatify  et 
consequemment  par  rapport  ä  un  changement  circulaire  quelconque. 

Troisiemement,  supposons  que  Fequation  (4)  ait  lieu,  et  a^mettons 
qu'on  y  applique  le  changement  circulaire  ci-dessus  adopte;  alors 
Texpression  w^^^i  +  ^2^  +  *  *  *  +  ^n^n  ^^  changera  en: 

aa  +  fei+WgWsH h«<>.w^  =  (^i*+V)K%+W2W2)+«*s«<3H h^K^n- 

Donc,  x^^  -{-  x^^  etant  egal  ä  Tunite,  il  en  resultera: 
aa  +  bh^  ii^u^  H 1-  n^u^  =  u^u^  +  u^Ui  + u^u^  H h  u^u„  =  0. 

L^equation  (4)  ne  sera  donc  alteree  par  aticune  transformation  circulaire. 

Nous  avons  suppose  jusqu'ici  qu*il  y  ait  plus  de  deux  unites.  Or 
il  est  facile  de  s'assurer  que  pour  le  cas  de  deux  unites,  on  pourrait 
deduire  les  memes  consequences,  quoique  la  marche  necessaire  dans  ce 
cas,  s'ecarte  ä  quelques  egards,  de  celle  que  nous  venons  de  suivre. 

Les  resultats,  auxquels  on  est  arrive^  peuvent  etre  enonces  par  les 
propositions  suivantes. 

14* 
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Theoreme  4.  Si  (Valford  ü  doit  etre  pemm  de  changer  le  signe 
de  Vtme  qudconque  des  unites  relatives,  et  de  refuplaeer  ä  volonU'  Vum 
is^par  VatUre,  et  si  etisuite  il  doit  y  avoir  detix  quantites,  camposiies  de 
deux  unites  au  moyen  de  coefficients  differents  de  eero,  et  qui,  ttant  suh- 
stituees  ä  ces  unites,  satisf'ont  encore  aux  equations  de  condition:  il  est 
necessaire  que  ces  equations,  pourvu  qu'il  y  en  ait,  fortnent  un  ou  plu- 
sieurs  des  trois  systetnes  suivants: 
[1]  u^u,  =  u,u^, 

[2]  W^«,  +  W,W^  =  0,     WjW,  =  t<,fi5  = u^u^, 

[3]  Wi«*!  +  tijMg  H h  ti^w„  =  0, 

ofi  les  signes  u^,  Mg,  . . .,  u^  reprcsentent  les  unites  relatives,  et  ou  r  et  s 
designent  deux  qudconques  differents  des  indices  1,  2,  ...  n. 

Theoreme  5.  Chacun  des  systemes  d'equaii<ms,  etablis  dans  le 
theoreme  precedent,  continue  de  subsister,  quand  les  unites  soni  trans- 
formees  par  des  changements  drcidaires  qudconques;  et  reciproqueynefU: 
il  n'y  a  en  outre  aucune  transformation  des  unites  qui  laisse  subsister 
tous  ces  systemes, 

Theoreme  6,  U  existe  huit  especes  de  multiplication,  dont  les 
equations  de  condition  continuent  de  subsister,  quand  on  assujettit  les 
unites  ä  des  transformations  drcidaires  qudconques,  On  obtient  les 
equations  de  condition  relatives  ä  chacune  de  ces  multiplications,  en  clwi' 
sissant  entre  les  trois  systemes,  assignes  dans  le  fheorhne  6  autant  que 
Von  en  voudra. 

Nous  ddsignons  les  multiplications  obtenues  ici  sous  le  nom  de 
mtdtiplications  drculaires,  tandis  que  les  multiplications  etablies  par  les 
th^oremes  1,  2,  3  pourraient  etre  appelees  midtiplieations  symetriques. 
Gependaut  il  faut  faire  observer  que  les  huit  espfeces  de  la  multiplica- 
tion circulaire  fönt  partie  des  seize  especes  de  la  multiplication  syme- 
triquey  en  sorte  que  parmi  celles-ci  il  n'y  a  que  huit  espfeces,  qui  ne 
sont  pas  en  meme  temps  circulaires. 

§5. 
Multiplioations  linöales. 
En  troisi^me  lieu,  supposons  qu'il  soit  permis  de  substituer  aux 
unitäs  des  quantit^s  qui  en  sont  composees  ä  volonte,  sans  que  les 
equations  de  condition  en  soient  alter^es.  II  est  d'abord  evident  que 
les  suppositions  dtablies  jusqu'ici,  auront  encore  lieu  dans  ce  cas.  On 
peut  donc  recourir  aux  systemes  d*^quations  obtenus  ci-dessus.  Re- 
prenons  les  quatre  systemes  d'^quations  relatifs  ä  la  multiplication 
symetrique,  savoir: 
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(1)  WlW2  =  «^<*l; 

(2)  Wju, +  u,i«^  =  0, 

(3)  W^tlj  =  tl^Uj  =  . . .  =  U^U^,  137 

(4)  WjWl  +  W^W*  H \-^nn  =  <>, 

et  substituous  ä  la  place  de  runite  t^^  la  quantite  a,  supposee  egale 
au  polynöme  x^^u^  -\-  x^u^  -i-  -  -  • ,  dont  les  coefficients  x^,  x^,  ...  sont 
arbitraires. 

Alors,  en  partaDt  de  T^quation  (1),  on  aura: 

au^  =  x^UiU^+  x^u^u^  +  x^Uj^u^  H 

d'oü^  en  ^changeant  Fordre  des  unit^s  dans  chaque  terme  du  second 
membre  (ce  qui  est  permis  en  vertu  de  Fequation  (1)),  il  resulte: 

au^  =  x^u^Uj^  +  x^u^u^  +  aJjWjMg  H = 

=  Wa(a:iMi  +  x^fi^  +  Xs^Uq  H )  =  u^a, 

c'est  ä  dire:  T^quation  (1)  ne  cesse  pas  de  subsister,  quand  on  y  rem- 
place  Tune  quelconque  des  unitds  par  une  quantite  composee  arbi- 
trairement  de  toutes  les  unites. 

Puis^   en   partant   de   F^quation   (2)^   on   obtiendra  par  la  m§me 
Substitution: 
au^  +  u^a  =  x^iu^u^  +  u^u^)  +  2x^tiiU^  +  x^(;u^u^  +  Uj^u^)  H , 

et   comme   tous  les  termes  du  second  membre^   except^  seulement  le 

terme  2x2ti2U2y  doivent  s^evanouir  en  vertu  des  equations  (2),  il  faudra, 

que  ce  terme  2x^ti2U^  s'evanouisse  .pareillement,  pour  que  Fequation  (2) 

puisse  subsister  encore  apres  la  Substitution.     Donc,  puisque  x^  peut 

etre   suppose   diflferent   de   zero,   on  aura  u^t^  =  0;   et  par  Fechange 

des  indices: 

UjWi  =  tigtig  =  .  •  •  =  0. 

Or  il  est  Evident  que  ces  Equations  r^sulteraient  aussi  de  la  combi- 
naison  des  equations  (3)  et  (4).  Par  suite  nous  en  conclurons  que 
dans  Fhypoth^se  admise^  les  Equations  (2)  entrainefont  avec  elles  les 
Equations  (3)  et  (4). 

En  partant  maintenant  des  Equations  (3),  on  aura: 

aa  =  Vwi«*i  +  ^^2  (^^  +  ^^)  +  VwjWj  H . 

Or  d'aprfes  Fhypothfese,  le  carre  aa  doit  §tre  ^gal  encore  au  carre  u^u^. 
On  aura  donc: 

u^u^  =  a^iX^i  +  x^^u^u^  +  x^x^iu^u^  +  u^u^)  -\ , 

et  puisque  cette  equation  doit  subsister^  quelles  que  soient  les  valeurs 
des  coefGcients  x^,  x^,  . . .,  on  aura  separement: 
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a^Mi  =  0,     WjWg  =  0,     Wi  w,  +  MjW|  =  0,     etc.; 

c'est  ä  dire:  les  equations  (3)  entraineront  les  ^quations  (2)  et  (4). 
138         En  partant  enfin  de  requation  (4)  on  aura: 

d'oü  Ton  tirera: 

M^«  =  ei,»  =  . . .  =  0, 

En  combinant  les  resultats,  trouves  dans  l'hypothese  etablie,  on 
peut  enoncer  la  proposition  suivante. 

Theoreme  7.  S'ü  est  permis  (le  remplacer  diaque  unite,  renfennee 
dans  les  equations  de  condition,  par  une  qiiantite  cotnposee  arbitrairement 
d'uniteSy  sans  que  ces  equations  cessent  de  subsister:  ü  faudra,  que 
les  equations  de  condition,  pourpu  qu'il  y  en  ait,  forment  un  des  deux 
sy Sternes: 
[1*]  u^u,  =  u,u^, 

[2*]  WjMi  =  U^U^  =  .  .  .  =  0,      Wi  Wj  =  WjMj,   . . ., 

ou  bien  qu'elies  en  soient  combinees. 

Nous  designons  les  multiplications  etablies  dans  ce  theoreme  sous 
le  nom  de  multiplications  lineales,  parce  que^  etant  appliquees  ä  la 
Geometrie,  elles  s'eflfectuent  par  des  constructions  linecdes,  sans  qu*il 
faudrait  recourir  au  cerde,  II  est  evident  qu'il  y  aura,  pour  parier 
exactement,  quatre  especes  de  multiplication  lineale,  et  qu'il  y  restera 
egal^ment  quatre  multiplications  circulaires,  qui  ne  sont  pas  en  meme 
temps  lin^ales.  Cependant  parmi  les  quatre  multiplications  lineales  il 
y  en  a  une  que  Von  peut  rejeter  entierement,  parceque  tous  les  pro- 
duits  en  seraient  ^gaux  ä  zero.  Ce  serait  celle  oü  les  deux  systemes 
d'equations,  ^tablis  ci-dessus,  am-aient  lieu  conjointement.  De  meme, 
la  multiplication  qui  n'est  assujettie  ä  aucune  condition,  peut  etre 
rejetee,  parcequ'elle  ne  parait  pas  foumir  des  applications  remarquables. 
n  nous  restera  donc  deux  multiplications  lineales,  dont  Tune  est  assu- 
jettie aux  equations  [1*]  et  Fautre  aux  equations  [2*].  L'une  et  Tautre 
est  de  la  plus  grande  importance,  taut  pour  Tanalyse  que  pour  la 
g^ometrie,  la  mecanique  et  la  physique  en  general;  Fune  et  Fautre 
peut  d'ailleurs  etre  etendue  sans  aucune  difficulte  ä  autant  de  facteurs 
que  Fon  voudra.  La  premiere,  qui  jouit  de  la  prbpriete,  que  le  produit 
est  independant  de  Fordre  dans  lequel  se  suivent  les  facteurs,  est 
identique,    quant   aux    Operations,   a  la   multiplication   employee  dans 
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l'analyse  algebrique,  et  sera  appelee  pour  cela  multiplication  f  alge- 1S9 
brique;  Tautre  est  celle  que  j*ai  appelee  mulHplicatimi  exterieure,  et 
qui  fait  Tobjet  principal  de  mon  ouvrage  cite  plus  haut.  C'est  par 
eile  qu'on  est  en  etat  d*eflfectuer  avec  la  plus  grande  facilite  r^limi- 
nation  des  inconnues  entre  des  ^quations^  tant  lineaires  que  non- 
lineaires,  et  de  resoudre  tout  ä  coup  un  grand  nombre  de  problemes 
de  geometrie,  ainsi  que  de  mecanique,  difficiles  ä  resoudre  autrement; 
comme  je  Tai  fait  voir  deja  en  1844  et  comme  Mrs.  Cauchy  et  de 
Saint-Venant  Tont  propose  receminent,  sans  y  ajouter  rien  de  nouveau. 
Cependant,  ayant  public  plusieurs  applications  de  cette  multiplication 
uon  seulement  dans  Touvrage  cite,  mais  aussi  dans  le  Journal  de  M. 
Grelle  (Tomes  31,  36,  42,  44*))  je  peux  me  dispenser  d'entrer  dans 
plus  de  detail  ä  ce  sujet. 

A  Fegard  de  la  multiplication  aJgebrique,  les  regles  d'operation 
en  sont  connues;  mais  il  n'en  est  pas  de  meme  quant  ä  Tapplication 
de  cette  multiplication  ä  des  quantites  qui  ne  sont  pas  tout  ä  fait 
algebriques;  par  exemple,  s*il  s'agit  de  multiplier  algebriquement,  non 
les  grandeurs  des  lignes,  mais  les  lignes  elles-memes,  donnees  en 
grandeur  et  direction,  ou  bien  des  points  quelconques.  Pour  mettre 
en  evidence  Tavantage  de  cette  multiplication,  nous  remarquerons  par 
exemple  que,  les  lettres  a,  h,  c,  d,  e,  f]  g^  hj  i  designant  neuf  points 
quelconques  d*une  courbe  du  troisifeme  ordre,  et  a;  un  dixieme  point 
de  cette  courbe,  on  obtiendra  pour  equation  de  cette  courbe  celle-ci: 

equation,  dans  laquelle  chaque  exposant  se  rapporte  ä  la  multiplication 
algebrique,  en  sorte  que  la  puissance  a^  =  aaa  designe  un  produit 
alg^brique  de  trois  facteurs,  dont  chacun  est  ^gal  au  point  a,  et  ainsi 
de  suite,  et  dans  laquelle  les  diverses  puissances  sont  multipliees  Tune 
par  Tautre  au  moyen  de  la  multiplication  exterieure.  Une  proposition 
analogue  aura  lieu  par  rapport  ä  toute  courbe  algebrique.  De  plus, 
ä  Taide  de  la  multiplication  algebrique,  appliquee  ä  des  quantites 
extensives,  on  peut  reduire  toute  fonction  de  plusieurs  variables  a  une 
fonction  d'une  seule  variable,  et  appliquer  directement  la  plupart  des 
theoremes  demontres  pour  des  fonctions  d'une  seule  variable,  a  des 
fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  Enfin,  par  cette 
multiplication,  on  est  en  etat  d^appliquer  immediatement  tous  les 
theoremes  analytiques  aux  fonctions  de  quantites  purement  geometri- 
ques;  comme  de  points  etc. 


♦)  { Hier  S.  49,  73,  80,  109. 
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§6. 
Denx  oas  importants  de  moltipliostions  oiroulaireB. 

Parmi  les  quatre  multiplications,  proprement  dites  circulaireSy  il  y 
en  a  deux  qui  sont  d'un  grand  usage  dans  Tanalyse^  dans  la  geometrie, 
et  surtout  dans  la  m^canique.  Ce  sont  Celles,  dont  les  produits  sont 
140  ind^pendants  de  f  Tordre  des  facteurs,  et  dont  l'une  d'ailleurs  est 
assujettie  aux  ^quations  [2]  du  th^or^me  4,  et  Fautre  ä  Tequation  [3] 
du  m^me  th^oreme. 

La  premi^re  est  determin^e  par  les  ^quations 

u^u^  =  0,  oü  rindex  r  est  diflKrent  de  5, 
et 

Je  r^  appel^e  multiplicatian  Interieure,  (voyez  .yAusdehnungdeihre^^ 
pag.  Xly  {diese  Ausgabe  I,  1,  S.  11}  et  surtout  „Geometrische  Analys&\ 
gekrönte  Preisschrift,  Leipzig  1847,  pag.  17 — 57  {diese  Ausgabe  I,  1, 
S.  345 — 395},  oü  j'ai  donnd  des  applications  ä  la  g^ometrie  et  ä  la 
m^eanique)  en  voulant  exprimer  par  ce  mot  le  rapport  particulier  qui 
existe  entre  eile  et  la  multiplication  ext^rieure.  Pour  trouver  ce  rap- 
port, prenons  pour  unit^s  trois  lignes  perpendiculaires  et  egales  en 
grandeur  Tune  ä  Tautre,  et  projetons  une  ligne  quelconque,  dösignee 
par  la  lettre  a  sur  deux  autres  lignes  6  et  c,  supposees  perpendicu- 
laires l'une  ä  Tautre;  soient  h^  et  c^  ces  projections:  alors  il  est  facile 
de  s'assurer  que  le  produit  interiewr  des  deux  lignes  a  ei  h  sera  ^gal 
au  produit  a\y  tandis  que  le  produit  exterieur  des  memes  lignes  sera 
egal  au  produit  ac^;  donc  parceque  les  lignes  a  et  b^  sont  situ^s  Tune 
dans  Tautre,  et  que  les  lignes  a  et  q  sont  situees  Tune  au  dehors  de 
Tautre,  il  sera  convenable  de  d^signer  ces  produits  sous  les  noms  que 
je  leur  ai  donnees. 

L'autre  multiplication  circulaire  est  determin^e  par  les  equations 

et 

Wi^i  +  tijtij  H h  u^u^  =  0. 

Cette  multiplication  remarquable  est  repr^sent^e,  si  Ton  ne  suppose 
que  deux  imites  relatives,  par  la  multiplication  de  deux  quantit^s  com- 
plexeSy  telles  que  a  -\-  bY —  1  et  c  +  d}/—  1.  En  eflfet,  il  sera  permis 
de  regarder  Tunit^  absolue  et  Timite  imaginaire  Y —  1  comme  de^s 
unit^s  relatives,  pourvu  que  Ton  n*en  compose  des  quantites  qu'au 
moyen  de  coefficients  reels.  Alors,  en  d^signant  l'unite  imaginaire  Y —  1 
par  la  lettre  i,  on  aura 

1  +  »^  =  0, 
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et  le  produit  sera  en  outre  ind^pendant  de  Tordre  des  facteurs.     Donc 
les  equations 

M^Uj  =  Wj«!     et     u^u^  +  ^^  ==  0 


auront  Heu  au  cas  oü  u^  est  =1  et  m,  =  Y —  1.  Pour  cette  raison^ 
OD  pourrait  designer  cette  multiplication  sous  le  nom  de  mtdtiplicatwn 
complexe, 

n  est  bon  de  remarquer  que  Tune  ou  Tautre  de  ces  multiplications  141 
circulaires  s'appliquera  en  geom^trie  et  en  mecanique  ä  tous  les 
probl^mes  qui  se  rapportent  d'une  mani^re  quelconque  au  cerde,  ou  ä 
VangUy  ou  ä  la  grandefu/r  'des  lignes,  s^paree  de  leur  direction,  et  aux 
aires  des  surfaces  situees  dans  Tespace.  Et  il  sera  facile  de  voir  que 
dans  tous  ces  cas^  lemploi  des  multiplications  lineales  ne  suf&ra  pas 
pour  resoudre  les  probl^mes. 

H  nous  resterait  encore  ä  discuter  les  huit  multiplications  syme- 
triques  qui  ne  sont  pas  en  m^me  temps  circulaires.  Mais  nous  remar- 
quons  que  ces  multiplications  ne  sont  d'aucun  usage,  ni  dans  Tanalyse^ 
ni  dans  la  geom^trie^  et  que  nous  n'en  aurions  fait  aucune  mention^ 
s'il  ne  nous  eüt  pas  paru  convenable^  d'en  partir^  pour  etablir  les 
divers  genres  de  la  multiplication  circulaire. 

Stettin  le  5  fevrier  1854. 


XIV. 

Die  lineale  Erzeugung  von  Kurven  dritter  Ordnung. 

Von 

Prof.  H.  Orassmann, 

Oberlehrer  am   Gymnatio  su   Stettin. 


Grelle '8  Journal  Bd.  62,  Heft  3  (1866). 

264  Im  31.  Bande  (S.  122 f.  {hier  S.  62 f.))  und  im  30.  Bande  dieses 
Journals  (S.  177  f.  {hier  S.  74f. ))  habe  ich  drei  möglichst  einfache 
Methoden  angegeben,  um  sämtliche  Kurven  dritter  Ordnung  durch  Be- 
wegung gerader  Linien  um  feste  oder  geradlinig  bewegliche  Punkte 
zu   erzeugen.     Es  wurden  diese  Methoden  durch  die  drei  Gleichungen: 

(1)  xaBcDxB^c^B^a^x  =  0, 

(2)  xaAa^ .  xhBh^  .  xc  =  0, 

(3)  xaA.xhB.xcC=0, 

dargestellt,  in  welchen  die  kleinen  Buchstaben  Punkte,  die  grossen 
gerade  Linien,  x  den  die  Kurve  konstruirenden  Punkt  bezeichnen,  und 
in  welchen  die  Multiplikation  phnimetrisch  ist.  Ich  habe  dort  streng 
und  ausführlich  nachgewiesen,  dass  die  beiden  ersten  Methoden  allgenmn 
sind,  das  heisst,  dass  sich  jede  Kurve  dritter  Ordnung  durch  jede  dieser 
Methoden  erzeugen  lasse;  und  zwar  die  erste  auch  dann,  wenn  man  B 
und  B^  zusammenfallen  lässt,  wogegen  ich  für  die  dritte  Methode  dort 
den  Beweis  nur  mehr  andeutete  als  ausführte  (Bd.  36,  S.  180  { hier  S.  77  } ). 
Hr.  Prof.  Bellavitis  behauptet  nun  in  einem  Aufsatze  (unter  dem 
Titel:  Sopra  un  algoritmo  proposto  per  esprimere  gli  allineamenti  etc., 
Venezia  1855),  welchen  er  mir  zuzuschicken  die  Güte  gehabt  hat,  es 
sei  kehie  jener  Methoden  allgemein,  sondern  es  Hessen  sich  durch  jede 
derselben  nur  ganz  speciale  Kurven  dritter  Ordnung  erzeugen;  nämlich 
nur  solche,  die  durch  sieben  oder  gar  durch  sechs  Punkte   bestimmt 
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werden,  und  die  daher  von  noch  speciellerer  Natur  seien  als  die  durch 
acht  Punkte  bestimmte  Doppeltpunktskurve;  dagegen  sei  Chasles  der 
erste,  welcher  (Compte  rendu,  30  mai  1853)  ein  solches  Problem  ge- 
löst habe.  Dies  und  die  freie  Darstellung  des  Algorithmus,  wie  ich 
ihn  in  Band  31,  36,  42,  44  dieses  Journals  {hier  S.  49—135)  ent- 
wickelt, sowie  der  Rechnungsregeln,  welche  ich  dort  für  diesen  Algo- 
rithmus mitgetheilt  habe,  bildet  den  Inhalt  des  genannten  Aufsatzes. 
Der  Einwurf  musste  für  mich  imi  so  bedeutender  sein,  da  Hr.  Bella- 
yitis  diesen  Algorithmus  selbständig  behandelt  f  und  damit  Resultate  255 
erzielt.  Ich  glaube  es  daher  mir  und  dem  Gegenstande  schuldig  zu 
sein,  denselben  noch  einmal  aufzunehmen  imd  namentlich  auch  die 
Allgemeinheit  der  dritten  Methode  streng  nachzuweisen.  Zugleich  werde 
ich  zeigen,  dass  sich  nicht  nur  jede  beliebige  lineale  Erzeugung  der 
Kurven  dritter  Ordnung  auf  die  zweite  Methode  direkt  zurückführen 
lasst,  sondern  dass  sich  auch  aus  neun  beliebig  gegebenen  Punkten  die 
Eonstanten  der  Gleichung  (2)  so  bestimmen  lassen,  dass  die  durch  diese 
Gleichung  dargestellte  Kurve  durch  jene  neun  Punkte  geht;  das  heisst, 
ich  werde  die  linealen  Eigenschafken  eines  Zdinechs,  welches  einer 
Kurve  dritter  Ordnung  eingeschrieben  ist,  aus  einer  Gleichung  von 
jener  Form  ableiten.  Gelegentlich  werde  ich  dann  auch  die  Fehlschlüsse 
angeben,  auf  welchen  der  Einwurf  des  Hm.  Bellavitis  beruht. 

§1- 

Die  wichtigsten  Beohnungsregeln  der  planimetrischen  Multiplikation. 

Im  folgenden,  wie  in  den  firüheren  Aufsätzen,  sollen  stets  die 
Punkte  mit  kleineriy  die  geraden  Linien  mit  grossen  Buchstaben  be- 
zeichnet werden,  und  jene  „Elemente  erster  Stufe",  diese  „Elemente 
zweiter  Stufe"  heissen,  während  ich  die  Zahlen  jyGrössen  nuMter  Stufe" 
nennen  werde.  Ich  werde  vorzugsweise  solche  Gleichungen  betrachten, 
deren  eine  Seite  Null  und  deren  andere  Seite  ein  Produkt  ist,  in  wel- 
chem die  Summe  der  Stufenzahlen  aller  darin  enthaltener  Faktoren 
durch  drei  theilbar  ist  und  in  welchem  überhaupt  keine  andere  Ver- 
knüpfung vorkommt  als  nur  planimetrische  Multiplikation.  Eine  solche 
Gleichung  drückt,  wenn  nicht  einer  der  Faktoren  Null  ist,  stets  aus, 
dass  ein  bestimmter  Punkt  in  einer  bestimmten  geraden  Linie  liegt. 
So  zum  Beispiel  drückt  die  Gleichung 

^6  =  0 

aus,  dass  der  Punkt  b  in  der  geraden  Linie  Ä  liegt.  Hr.  Bellavitis 
braucht  hiefür  das  Wort  Kongruenz,  was  aber  nicht  ganz  angemessen 
sein    dürfte,    da   ein  Punkt   nicht   mit   einer   geraden  Linie   kofigruefit 
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genannt  werden  kann.  Ich  werde  mich;  wo  es  auf  einen  kurzen  Namen 
ankommt;  des  entsprechenden  Wortes  Incidenz  bedienen ,  sodass  also 
die  obige  Gleichimg;  welche  ausdrückt;  dass  h  in  A  fallt  oder  h  mit  A 
inddent  ist,  eine  Incidenz  heissen  soll;  während  ich  fQr  das  Zusammen- 
fallen zweier  Punkte  oder  zweier  gerader  Linien  das  Wort  Kongruenz 
beibehalte;  für  welches  Hr.  Bellavitis  ohne  Noth  Köincidenz  setzt. 
Dass  Hr.  Bellavitis  jene  Gleichung  überdies  in  der  Form 
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256  schreibt;  ist  eine  Veränderung  der  Bezeichnung;  welche  nicht  bloss 
überflüssig;  sondern  auch;  wenn  das  Zeichen  \  nicht  denselben  Sinn 
haben  soll  wie  jedes  Gleichheitszeichen,  unrichtig  genannt  werden  muss. 
(Man  sehe  meine  Ausdehnungslehre ;  wo  sich  die  Gleichheit  plani- 
metrischer  Produkte  sowie  ihre  Addition  und  so  weiter  im  weitesten 
Sinne  behandelt  findet.) 

Die  wichtigsten  Rechnungsregeln ;  deren  ich  mich  im  Folgenden 
bedienen  will  und  bei  deren  Anwendung  ein  Produkt  sich  selbst  kon- 
gruent bleibt;  werde  ich  hier  kurz  zusammenstellen,  indem  ich  mich 
dabei  auf  meine  früheren  Aufsätze  berufe. 

Begd  1,  Die  Stufenzahl  eines  planimetrischen  Produkts  ist  der 
Summe  der  Stufenzahlen  seiner  Faktoren  kongruent,  in  Bezug  auf  den 
Modul  3.  (Man  sehe  den  entsprechenden  Satz  für  das  siereometrische 
Produkt  in  diesem  Journal  Bd.  49,  S.  12  {hier  S.  147}). 

Begel  2.  Zwei  Elemente  von  gleicher  Stufe,  welche  entweder  die 
ersten  Faktoren  eines  Produkts  sind  oder  auf  einen  ersten  Faktor  der- 
selben Stufe  folgen,  können  unter  sich  vertauscht  werden  und  geben 
Null;  wenn  sie  einander  kongruent  sind  (Bd.  42;  S.  194  {hier  S.  87}); 
zum  Beispiel: 

ab  =  ba,    AB=BA,    abc  =  acb,    ABC  =  AGB, 
aa  =  AA  =  abb  =  ABB  =  0. 

Begd  3.  In  einem  Produkt  nullter  Stufe  (siehe  Regel  1)  kann 
man  eine  schliessende  Klammer  weglassen;  wenn  man  zugleich  die  Ord- 
nung sämtlicher  frei  in  der  Klammer  stehenden  (das  heisst  nicht  von 
einer  neuen  Klammer  umschlossenen)  Faktoren  umkehrt;  oder,  anders 
ausgedrückt:  Man  kann  in  einem  Produkt  nullter  Stufe  eine  Schluss- 
klammer setzen,  wenn  man  die  Ordnung  sämtlicher  frei  in  die  Klammer 
tretender  Faktoren  umkehrt  (Bd.  44,  S.  5  {hier  S.  115}),  zum  Beispiel: 
ahCdEfg  =  a(ßfEdCb), 

Zusatz.     Man  kann  auch  die  Ordnung  sämtlicher  Faktoren  eines 
Produkts  nullter  Stufe  umkehren  (ebenda),  zum  Beispiel: 
abCdEfg  =  gfEdCba. 
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Begel  4.  Zwei  einander  incidente  Faktoren,  welche  auf  einander 
folgen,  können  vertauscht  werden  (Bd.  42,  S.  194  {hier  S.  87,  88}), 
zum  Beispiel: 

abC^aCby    wenn     hC  =  0. 

Hegel  5.  Ein  Faktor  nullter  Stufe  (siehe  Regel  1)  kann,  wenn 
er  nicht  Null  ist,  weggelassen  werden  (Bi  42,  S.  194  {hier  S.  87}), 
zum  Beispiel  (siehe  Begel  4): 

aCb  ^  b,    wenn     aC^O    ist. 

Begd  6.     Wenn   in   einem  Produkte  zwischen  zwei  kongruenten  267 
Elementen  ein  Element  von  anderer  Stufe  steht,  so  kann  man  es  mit 
einem   der   beiden   andern   zusammen    weglassen,   falls   nicht   Incidenz 
zwischen  ihnen  stattfindet.     Zum  Beispiel:  « 

abCb^abj    wenn     Cb^O    ist. 

Beweis.  abCb=C{ab)b  (Regel  2)  =  Cb(ab)  (Regel  4)  =ab 
(Regel  5),  wenn  C6  ^  0. 

Begd  7.  Wenn  ein  Produkt  mit  vier  Faktoren  gleicher  Stufe  be- 
ginnt, von  denen  die  zwei  letzten  von  einer  Klammer  umschlossen  sind 
imd  einer  der  zwei  letzten  kongruent  ist  mit  einem  der  zwei  ersten, 
so  kann  man  statt  aller  vier  Faktoren  einen  der  beiden  kongruenten 
setzen,  falls  nicht  das  Produkt  der  drei  übrigen  Null  ist  (Ausdehnungs- 
lehre.   Leipzig  1844.   §  133  {Ges.  Werke  I,  1,  S.  219}),  zum  Beispiel: 

ab{ac)  ^  a,     wenn     abc  ^  0. 

Denn  ab{ac)  z^  ba(ac)  (Regel  2)  eee  b(ac)a  (Regel  4)  ^  a  (Regel  5), 
wenn  acb  ^  0  ist. 

Begd  8.  Wenn  das  Produkt  zweier  Elemente,  deren  eines  wieder 
aus  zwei  Faktoren  besteht,  gleich  Null  gesetzt  ist,  so  ist  diese  Glei- 
chung gleichbedeutend  mit  dem  Vereine  zwei  anderer  Gleichungen,  die 
man  aus  jenen  erhält,  wenn  man  von  den  letztgenannten  Faktoren 
einmal  den  einen,  dann  den  andern  auslässt;  zum  Beispiel  die  Gleichung 

abC  =  0 

ist,  wenn  ab  ein  Element  (also  nicht  Null)  ist,  gleichbedeutend  mit 
dem  Vereine  der  beiden  Gleichungen 

aC  =  0,    bC  =  0. 

Begd  9.  Eine  Incidenz,  welche  in  Bezug  auf  x  vom  w-ten  Grade 
ist,  bestimmt  als  geometrischen  Ort  von  x  eine  Linie  w-ter  Ordnung 
(Bd.  31,  S.  119  {hier  S.  58}). 
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§  2. 
Deutung  der  Gleichung  (3). 

Die  Gleichung  (3) 

xaA  .  xbB  .  xcC  =  0 

ist  in  Bezug  auf  x  vom  dritten  Grade;  also  ist  (Regel  9)  der  geome- 
trische Ort  von  X  eine  Linie  dritter  Ordnung.  Der  Ausdruck  xaA 
stellt  den  Durch schnittspunkt  der  geraden  Linien  xa  und  A  dar,  und 
258  da  das  Produkt  dreier  f  Punkte  dann  und  nur  dann  Null  ist,  wenn 
die  drei  Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  so  enthält  obige  Gleichung 
folgenden,  schon  (Bd.  36  {hier  S.  74})  mitgetheilten  Satz: 

Der  geometrische   Ort  eines   Punkts,   dessen   Verbindungslinien   mit 
^rei  festen  Funkten  drei  feste  gerade  Linien  so  schneiden,  dass  die  drei 
Durdischnittspunkte   in  gerader  Linie   liegen,   ist  eine  Kurve    dritter 
Ordnung. 

Die  Kurve  geht,  wie  ich  (Bd.  31,  S.  125  {hier  S.  66})  nach- 
gewiesen habe,  durch  folgende  neun  Punkte: 

a,  b,  c,  BC,  CA,  AB,  bcA,  vaB,  abC, 

die  ich  beziehlich  mit 

a,  b,  c,  ttj,  6,,  c,,  a,  ß,  y 

bezeichne.  Es  haben  also  die  beiden  Dreiecke  ahc  und  a^b^c^  die 
Eigenschaft,  dass  sich  ihre  entsprechenden  Seiten  in  den  Punkten 
a,  ß,  y  treffen ;  nämlich  bc  trifft  die  Seite  b^c^  oder  A  in  dem  Punkte  a, 
ca  die  Seite  c^a^  oder  B  in  ß  und  ab  die  Seite  a^b^  oder  C  in  y. 
Folglich  ist  es,  damit  sich  eine  Kurve  dritter  Ordnung  mittels  der 
Gleichung  (3)  darstellen  lasse,  noth wendig,  dass  man  ihr  zwei  Dreiecke 
abc  und  a^b^c^  einschreiben  könne,  deren  entsprechende  Seiten  sich  in 
drei  Kurvenpunkten  a,  ß,  y  schneiden,  um  auf  rein  geometrische 
Weise  zu  zeigen,  dass  dies  bei  jeder  Kurve  dritter  Ordnung  möglich 
sei,  will  ich  einige  Sätze  über  diese  Kurven  voranschicken. 

§3. 

Ueber  den  Gang  der  Kurven  überhaupt  und  der  Kurven  dritter 
Ordnung  insbesondere. 

Satz  1.  Definition.  Ich  sage,  ein  Punkt,  welcher  sich  in  einer 
Ebene  bewegt,  bewege  sich  stetig,  wenn  die  gerade  Linie,  welche  von 
irgend  einem  Punkte  ausserhalb  der  Ebene  nach  ihm  gezogen  wird, 
bei  jener  Bewegung  niemals  aus  einer  Lage  unmittelbar  in  eine  andere 
übergeht,  welche  mit  jener  einen  endlicJien  Winkel  bildet. 


Üeber  den  Gang  algebraischer  Kurven,  insb.  der  Kurven  3.  Ordnung.      223 

Bemerkung.  So  lange  der  Punkt  in  endlicher  Entfernung  bleibt, 
lasst  sich  seine  stetige  Bewegung  auch  dadurch  bestimmen,  dass  er  bei 
jener  Bewegung  niemals  aus  einer  Lage  in  eine  andere  übergeht, 
welche  um  eine  endliche  Strecke  von  jener  entfernt  liegt. 

Satz  2.  Definition,  Wenn  ein  Punkt  von  einer  beliebigen  Lage 
aus  sich  stetig  so  bewegt,  dass  er  keinen  Punkt  seiner  früheren  Bahn 
berührt,  bis  er  wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückkommt,  so 
nenne  ich  diese  Bahn  einen  Zug  und  sage,  der  Punkt  habe  diesen  Zu^ 
einmal  durchlaufen. 

Bemerkung,   In  diesem  Sinne  wird  man  zum  Beispiel  sagen  können,  259 
dass  jeder  Kegelschnitt,  der  nicht  in  zwei  gerade  Linien  zerfallt,  aus 
einem  Zuge  bestehe. 

Satz  3.     Jede  Projektion  eines  Zuges  ist  wieder  ein  Zug, 

Satz  4.  Jede  Kurve  dritter  Ordnung  besteht  entweder  aus  zwei 
Zügen  oder  aus  nur  einem  Zuge  oder  aus  einem  Zuge  und  einem  iso- 
lirten  Punkt,  und  zwar  sind  die  drei  reellen  Wendepunkte  jedesmal  in 
einem  Zuge  enthalten. 

Beweis,  Es  geht  dies  am  deutlichsten  aus  den  fünf  von  Newton 
aufgestellten  divergirenden  Parabeln  hervor,  durch  deren  Projektion 
alle  Kurven  dritter  Ordnung  erzeugt  werden  können  (Newton,  Enume- 
ratio  linearum  tertii  ordinis,  pag.  92,  93).  Die  Kurve  mit  einem  Kreuz- 
punkte muss  nach  der  aufgestellten  Definition  als  aus  zwei  Zügen  be- 
stehend angesehen  werden,  welche  in  dem  Kreuzpunkte  zusammen- 
stossen.  Eine  in  gerade  Linien  zerfallende  Linie  höherer  Ordnung 
rechne  ich  nicht  zu  den  Kurven. 

Satz  5.  Wenn  eine  gerade  Linie,  die  sich  um  einen  festen  Punkt 
stetig  bewegt,  eine  algebraische  Kurve  schneidet,  so  kann  die  stetige 
Fortbewegung  der  Durchschnittspunkte  nur  gleichzeitig  bei  zweien 
dieser  Punkte  aufhören. 

Bemerkung,  Alle  diese  Sätze  sind  entweder  bekannt  oder  un- 
mittelbar einleuchtend. 

Satz  6.  Zieht  man  von  irgend  einem  festen  Punkte  einer  Kurve 
dritter  Ordnung,  der  aber  nicht  ein  Doppelpunkt  ist,  eine  Gerade  nach 
einem  beweglichen  Punkte,  welcher  einen  Zug  der  Kurve  einmal  durch- 
läuft, so  durchläuft  auch  der  dritte  Punkt,  in  welchem  jene  Gerade  die 
Kurve  trifft,  einen  ZMg  derselben  einmal. 

Beweis.  Es  sei  a  der  feste  Punkt,  p  der  bewegUche,  welcher  einen 
Zug  der  Kurve  einmal  durchläuft,  und  q  der  dritte  Durclischnittspunkt 
von  ap  mit  der  Kurve.  Zu  zeigen  ist,  dass  auch  q  einen  Zug  der 
Kurve  einmal  durchläuft.  Erstens  kann  während  jener  Bewegung  q 
nicht  unbeweglich  bleiben,  weil  sonst  a  ein  Doppelpimkt  wäre;  zweitens 
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kuiih  über  q  nie  aufhören^  sich  stetig  zu  bewegen,  weil  sonst,  nach 
Sutz  ö,  auch  einer  der  beiden  andern  Punkte  p  oder  a  aufhören 
uiUnute,  sich  stetig  zu  bewegen.  Für  p  ist  dies  gegen  die  Annahme; 
für  (I  ist  es  gleichfalls  nicht  möglich,  da  sich  a  nach  der  Annahme 
gar  nicht  bewegt.  Drittens  kann  aber  auch  q  nicht  einen  früheren 
Punkt  seiner  Bahn,  etwa  den  Punkt  q\  wieder  berühren;  denn  es  sei 
lieo/>'  der  Punkt,  in  welchem  aq'  die  Kurve  ausser  {in)  a  und  q'  trifft, 
80  ist  p'  der  Punkt,  in  welchem  sich  beidemale  p  befunden  haben 
müsste,  während  q  sich  in  q'  befindet;  also  müsste  auch  p  in  p'  wieder 
einen  Punkt  seiner  früheren  Bahn  berührt  haben;  gegen  die  Annahme. 
Endlich,  wenn  p  wieder  zu  seiner  Anfangslage  zurückkehrt,  so  kehrt 
auch  q  zu  ihr  zurück;  also  durchläuft  q  während  jener  Bewegung  die 
Kurve  einmal. 

Sat0  7.  Die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  eine  algebraische 
Kurve  den  Umfang  einer  geschlossenen  Figur  schneidet,  ist  stets 
eine  gerade. 

Beweis.  Da  jeder  Zweig  einer  algebraischen  Kurve  entweder  in 
sich  geschlossen  ist  oder  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  hin  sich 
erstreckt,  so  muss  jeder  Zweig,  der  in  das  Innere  der  Figur  hineingeht, 
auch  wieder  aus  demselben  herausgelangen;  mithin  muss  die  Anzahl 
der  Kurvenstücke,  welche  den  Umfang  schneiden,  gerade  sein,  folglich 
auch  die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  die  Kurve  den  Umfang 
schneidet,  indem,  wenn  m  Kurvenzweige  durch  denselben  Punkt  des 
Umfangs  gehen,  dieser  als  ein  w-facher  Punkt  gerechnet  wird. 

§4. 

Entsprechende  Dreiecke,  welche  einer  Kurve  dritter  Ordnung 
eingeschrieben  sind. 

Wenn  die  Richtung,  in  welcher  eine  gerade  Linie  in  einer  Ebene 
durchlaufen  wird,  bekannt  ist,  so  ist  dadurch  auch  ihre  rechte  oder 
linke  Seite  bestimmt.  Ich  sage,  ein  Punkt  c  liege  von  der  geraden 
Linie  ab  aus  nach  rechts,  wenn  man,  um  auf  zwei  geradlinigen  Wegen 
von  a  über  b  nach  c  zu  gelangen,  nach  rechts  hin  abbiegen  muss. 

Satz  8.  Wenn  eine  gerade  Linie  (pq)  sich  um  einen  festen 
Punkt  (c)  dreht  und  zwei  Punkte  in  ihr  (p  und  q)  sich  in  zwei  festen 
Geraden  (Ä  imd  B)  bewegen,  welche  während  der  Bewegung  nie  mit 
jener  beweglichen  geraden  Linie  (pq)  zusammenfallen,  so  bewegen  sich 
beide  Punkte  (p  und  q)  von  der  beweglichen  Linie  aus  nach  derselben 
Seite,  wenn  der  Drehpunkt  (c)  ausserhalb  dieser  Punkte  liegt,  und  nach 
entgegengesetzter,  wenn  innerhalb. 
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Satz  9,  Wenn  die  Schenkel  eines  Winkels  (cqa)  sich  um  zwei 
feste  Punkte  (c  und  a)  drehen  und  der  Scheitelpunkt  desselben  (q) 
sich  in  einer  festen  geraden  Linie  (B)  bewegt,  welche  während  der 
Bewegung  mit  keinem  der  Schenkel  zusammenfallt,  so  bewegt  sich 
der  Scheitelpunkt  (g)  von  den  beiden  Schenkeln  (cq  und  aq)  aus  nach 
derselben  Seite,  wenn  die  gerade  f  Linie  (B)  nicht  in  den  Winkel  hinein-  261 
geht,  und  nach  entgegengesetzten  Seiten,  wenn  sie  hineingeht. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Sätzen,  von  welchen  die  beiden  letzten 
keines  Beweises  bedürfen,  schreite  ich  mm  zu  dem  Hauptsatze: 

Satz  10,  Zu  jedem  Dreiecke  ahc^  welches  einer  Kurve  dritter 
Ordnung  eingeschrieben  ist  imd  dessen  Seiten  nicht  Tangenten  sind, 
giebt  es  ein,  aber  auch  nur  ein  entsprechendes  Dreieck  a^h^c^^  dessen 
Seiten  die  entsprechenden  des  ersteren  in  Punkten  der  Kurve  schneiden 
and  von  dessen  Ecken  jede  mit  der  entsprechenden  in  demselben 
Kurvenzuge  liegt. 

Beweis.  Es  seien  a,  /5,  y  die  Punkte,  in  welchen  die  Seiten  6c, 
cüj  ah  beziehlich  die  Kurve  zum  drittenmale  schneiden,  und  Aj  B,  C 
seien  die  Tangenten  der  Kurve  in  den  Punkten  a,  6,  c.  Nun  bewege 
sich  von  a  aus  ein  Punkt  p  auf  der  Kurve,  also  von  a  aus  in  der 
Richtung  der  Tangente  A.  Man  ziehe  die  gerade  Linie  yp,  welche  die 
Kurve  zum  drittenmale  in  q  treffen  mag,  so  bewegt  sich  q  von  h  aus 
in  der  Richtung  der  Tangente  B.  Femer  ziehe  man  die  gerade  Linie 
aqj  welche  die  Kurve  zum  drittenmale  in  r  treflPen  mag,  so  bewegt 
sich  r  von  c  aus  in  der  Richtung  der  Tangente  C.  Endlich  ziehe 
man  die  gerade  Linie  /3r,  welche  die  Kurve  zum  drittenmale  in  p^^ 
treffen  mag,  so  bewegt  sich  p^  von  a  aus  in  der  Richtung  der  Tangente  A, 
Auch  p  bewegte  sich  von  demselben  Punkte  a  aus  in  der  Richtung 
derselben  Tangente  A.  Es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass  p  und  p^ 
von  a  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten  sich  bewegen.  In  der  That, 
wenn  m  von  den  drei  Punkten  a,  /3,  y  innerhalb  der  Seiten  des  Drei- 
ecks ahc  liegen  und  n  von  den  drei  Tangenten  A,  jB,  C  nicht  in  das 
Dreieck  ahc  hineingehen,  so  werden,  da  der  Annahme  gemäss  die 
Seiten  des  Dreiecks  ahc  keine  Tangenten  sind,  3  —  n  von  den  Tangenten 
A^  Bj  C  in  das  Dreieck  hineingehen,  ebenso  aber  diejenigen  m  Curven- 
theile,  welche  die  (unverlängerten)  Seiten  des  Dreiecks  treflfen.  Also 
wird,  nach  Satz  7,  m  4-  3  —  n  eine  gerade  Zahl  sein,  folglich  m  —  n 
eine  ungerade^  mithin  auch  m  -\-  n  eine  ungerade  Zahl  sein. 

Betrachtet  man  nun  der  Reihe  nach  die  Seiten  (rechte  oder  linke), 
nach  welchen  sich  p  und  q  von  ah  aus,  q  und  r  von  bc  aus,  r  und  p^ 
von  ca  aus  und  p^  von  ah  aus  bewegen,  {so}  zeigt  sich  klar,  nach  Satz  8, 
dass  p  und  q  von  ah  aus  dann  und  nur  dann  nach  entgegengesetzten 
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Seiten  sich  bewegen,  wenn  y  innerhalb  der  Seite  (ih  liegt;  dasselbe 
gilt  für  die  Bewegung  von  q  und  r  von  hc  aus  und  für  die  von  r 
und  pi  von  ca  aus.  Femer  wird  (/,  nach  Satz  9,  von  ah  und  hc  aus 
262  sich  dann  und  nur  dann  nach  f  entgegengesetzten  Seiten  bewegen, 
wenn  die  Tangente  B  nicht  in  das  Dreieck  hineingeht;  und  dasselbe 
gilt  für  die  Bewegung  des  Punktes  r  von  hc  und  ca  aus  sowie  des 
Punktes  yi<^  von  ca  und  ah  aus.  Folglich  wird  sich  die  Seite,  nach 
welcher  die  Bewegung  in  den  sieben  oben  genannten  Fallen  erfolgt, 
(w  -f-  n)-mal  umkehren,  also,  da  m  +  m  um/erade  ist,  im  siebenten  Falle 
entgegengesetzt  sein  wie  im  ersten;  das  heisst:  p^  bewegt  sich  von  ab 
uns  nach  entgegengesetzter  Seite  wie  jp. 

Lässt  man  nun  den  Punkt  p  von  a  aus  den  ganzen  Eurvenzug,  in 
welchem  a  liegt,  einmal  durchlaufen,  so  durchläuft,  nach  Satz  6,  der 
Punkt  q  gleichfalls  einen  Zug  der  Kurve  einmal,  und  weil  g,  so  auch  r, 
und  weil  r,  so  auchj  p^.  Folglich  durchlaufen  j)  und  p^  von  a  aus 
nach  entgegengesetzten  Seiten  den  Zug,  in  welchem  a  liegt,  einmal, 
müssen  sich  also  in  einem  zweiten  Punkte  dieses  Zuges  begegnen,  aber 
auch  in  keinem  dritten.  Es  sei  a^  dieser  Punkt;  und  mögen  q  und  r, 
während  p  in  a^  übergeht,  in  b^  und  c^  übergehen,  so  ist  a^b^c^  das 
entsprechende  Dreieck,  dessen  Seiten  die  entsprechenden  des  Dreiecks 
abc  in  den  Kurvenpunkten  a,  ß,  y  schneiden  und  dessen  Ecken  mit 
den  entsprechenden  in  denselben  Kurvenzügen  liegen.  Ausser  ihm 
giebt  es  kein  anderes  Dreieck  dieser  Art,  q.  d.  e. 

Zusatz.  Wenn  die  drei  Punkte  (a,  /5,  y),  in  welchen  die  Seiten 
eines  Dreiecks  {abc)  die  Kurve  zum  drittenmale  schneiden,  in  gerader 
Linie  liegen  und  jeder  dieser  Punkte  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke 
(a  mit  a,  /5  mit  6,  y  mit  c)  in  demselben  Kurvenzuge  liegt,  so  streckt 
sich  das  jenem  Dreieck  entsprechende  {Dreieck}  in  die  gerade  Linie, 
welche  jene  drei  Punkte  (a,  /5,  y)  verbindet,  aus:  und  es  giebt  dann 
ausserdem  kein  Dreieck,  welches  dem  gegebenen  {abc)  in  der  genannten 
Weise  entspricht. 

§5. 

Allgemeinheit  der  Kurven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die 
Gleichung  (3)  dargestellt  werden. 

Es  sei  eine  beliebige  Kurve  dritter  Ordnung  gegeben.  Um  sie 
auf  die  Gleichung  (3)  zurückzuführen,  zeichne  man  in  demjenigen  Zuge 
derselben,  der  die  Wendepunkte  enthält,  ein  beliebiges  Dreieck,  dessen 
Seiten  jedoch  nicht  Tangenten  sind;  dann  müssen  die  dritten  Durch- 
schnittspunkte der  Seiten  und  der  Kurve  in  demselben  Zuge  liegen. 
Sollten    diese   drei  Durchschnittspunkte  etwa  in  gerader  Linie  liegen, 
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so  ist  nach  obigem  Zusätze  das  angenommene  Dreieck  das  einzige  dem- 
selben Zuge  eingeschriebene,  dessen  Seiten  f  durch  jene  drei  Durch- 268 
Schnittspunkte  gehen.  Verändert  man  also  in  dem  genannten  Zuge 
das  Dreieck  auf  beliebige  Weise,  jedoch  so,  dass  zwei  seiner  Seiten 
durch  zwei  jener  Durchschnittspunkte  gehen,  so  kann  die  dritte  Seite 
nicht  den  dritten  Durchschnittspunkt  treffen. 

Hat  man  nun  das  Dreieck  so  angenommen,  dass  seine  Seiten  nicht 
Tangenten  sind,  so  hat  man  in  jedem  Falle  ein  Dreieck  abc  erlangt, 
dessen  Seiten,  ohne  Tangenten  zu  sein,  die  Kurve  zum  drittenmale  in 
drei  Punkten  a,  ß,  y  schneiden,  welche  nicht  in  gerader  Linie  liegen. 

Jetzt  konstruire  man  das  entsprechende  Dreieck  (i^\c^j  dessen 
Seiten  sich  mit  den  entsprechenden  des  Dreiecks  ahc  m  den  Eurven- 
punkten  a,  /3,  y  schneiden.  Dies  ist  nach  §  4  stets  möglich.  Man 
setze  \Cy'=iAy  c^a^^B,  a^b^^C,  so  ist  der  geometrische  Ort 
eines  Punktes  x,  welcher  der  Gleichung 

(3)  xaA,xbB,xcC  =  0 

genügt,  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  mit  der  gegebenen  die 
neun  Pimkte  a,  6,  c,  a^,  ft^,  c^,  a,  /5,  y  gemein  hat.  Es  bleibt  also 
nur  noch  zu  zeigen,  dass  diese  neun  Punkte  von  der  Art  sind,  dass 
durch  sie  eine  Kurve  dritter  Ordnung  vollkommen  bestimmt  wird,  das 
heisst,  dass  zwei  Kurven  dritter  Ordnung,  deren  jede  durch  diese  neun 
Punkte  geht,  mit  einander  zusammenfallen. 

Zu  dem  Ende  berufe  ich  mich  auf  folgenden  allgemein  bekannten  Satz: 
Wenn  zwei  Linien  dritter  (n-ter)  Ordnung  sidi  in  neun  (in  n^), 
aber  auch  nicht  in  mehr  Punkten  treffen ,  und  man  nimmt  zu  acht 
(zu  I « (w  +  3)  —  1)  derselben  einen  Punkt  hinzu,  welcher  nicht  jenen 
beiden  Linien  dritter  (n-ter)  Ordnung  gemein  ist,  so  wird  durch  diese 
neun  (durch  diese  y  w  (w  +  3))  Punkte  eine  Linie  dritter  (n-ter)  Ord- 
nung unter  allen  Umständen  vollkommen  bestimmt. 

Legt  man  nun  durch  die  drei  Punkte  b,  c,  a  eine  Gerade,  femer 
eine  zweite  Gerade  durch  die  drei  Punkte  q,  a^,  ß  und  eine  dritte 
Gerade  durch  die  drei  Punkte  a,  y,  b,  so  bildet  der  Verein  dieser  drei 
Geraden  eine  Linie  dritter  Ordnung,  welche  mit  der  gegebenen  Kurve 
dritter  Ordnung  ausser  den  genannten  Punkten,  imter  denen  b,  als 
Doppelpunkt  der  einen,  zweimal  gerechnet  werden  muss,  keinen  Punkt 
weiter  gemein  hat,  weil  jede  Kurve  dritter  Ordnung  von  einer  geraden 
Linie  in  nicht  mehr  als  drei  Punkten  getroffen  werden  kann.  Der 
Punkt  tj  kann  nun  in  keiner  jener  drei  Geraden  liegen,  weil  sonst 
diese  Gerade  die  Kurve  in  vier  Punkten  treffen  würde;  also  ist  b^  nicht 
beiden  Linien  dritter  Ordnung  gemein,  während  die  übrigen  acht  Punkte 

15* 
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264«,  6,  f,  Oj,  q,  «,  ßy  y  beiden  gemein  sind.  Somit  wird  nach  dem  an- 
geführten Satze  durch  die  neun  Punkte  r/,  6,  c,  a,,  />,,  Cj,  a,  ft  y  eine 
Linie  dritter  Ordnung  Yollkommen  bestimmt;  das  heisst,  zwei  Linien 
dritter  Ordnung,  welche  diese  neun  Punkte  gemein  haben,  sind  ideftHsch; 
also  ist  die  gegebene  Kurve  mit  dem  durch  die  obige  Gleichung  (3) 
bestimmten  geometrischen  Orte  des  Punkts  x  identisch;  folglich  lasst 
sich  jede  Kurve  dritter  Ordnung  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 
(3)  darstellen.     Das  heisst: 

Jede  Kurve  dritter  Ordnung  lüsst  sieh  als  geometrisclier  Ort  eines 
Pufiktes  erzeugen j  dessen  Verbindwigslinien  mit  drei  festen  Funkten  drei 
feste  gerade  Linien  in  drei  Futikteth  schneiden,  die  in  gerader  Linie 
liegen;  mül  zwar  kommt  es  zu  dem  Ende  nur  darauf'  an,  das  Dreieck 
der  festen  Punkte  ufui  das  der  festen  Gerollen  so  anzunehnmij  dass  sie 
der  Kurve  eingeschrieben  sind  und  dass  die  entsprechcfuieti  Seiten  heider 
auf  der  Kurve  sich  begegnen. 

Bemerkung.  Hr.  Bellavitis  behauptet,  dass  sich  durch  die  Glei- 
chung (3)  nur  solche  Kurven  dritter  Ordnung  darstellen  lassen,  welche 
schon  durch  sechs  beliebige  Punkte  bestimmt  sind,  das  heisst,  welche 
schon  bestimmt  sind,  wenn  nur  sechs  Punkte  gegeben  sind,  durch 
welche  sie  gehen  sollen.  An  diesem  Resultate  hätte  Hr.  Bella- 
vitis schon  um  deswillen  sich  stossen  sollen,  weil  es  keine  Kurve 
dritter  Ordnung  giebt,  die  durch  sechs  Punkte  auf  lineale  Weise  be- 
stimmt wird. 

Die  Art,  wie  er  zu  seinem  Resultate  gelangt,  ist  im  Wesentlichen 
folgende:  Wenn  nämlich  sechs  Punkte  a,  i,  c  und  «j,  i^,  c^  gegeben 
sind,  so  sind  auch  die  Linien  A,  jB,  C  als  Seiten  des  Dreiecks  «,  t,  c, 
also  alle  konstanten  Elemente  der  Gleichung  (3),  mithin  auch  die 
durch  sie  dargestellte  Kurve  dritter  Ordnung  bestimmt,  und  folglich 
(so  schliesst  Hr.  Bellavitis  weiter)  ist  diese  Kurve  dritter  Ordnung 
schon  bestimmt,  wenn  sechs  Punkte  a,  6,  c,  «i,  ft^,  c^  gegeben  sind, 
welche  in  ihr  liegen  sollen;  und  dies  ist  der  Fehlschluss.  Nicht  da- 
durch schon  ist  jene  Kurve  bestimmt,  dass  die  genannten  sechs  Punkte 
in  ihr  liegen  sollen,  sondern  erst  dadurch,  dass  die  sechs  Punkte  auch 
in  der  verlangten  Weise  in  ihr  liegen  sollen,  nämlich  in  der  Weise, 
dass  die  entsprechenden  Dreiecke  ahe  und  a^b^e^^  sich  auf  der  Kurve 
begegnen;  wie  ich  dies  auch  schon  in  der  oben  angeführten  Abhand- 
lung (Bd.  36,  S.  180  {hier  S.  77})  bemerkt  habe.  Also,  so  wenig 
man  daraus,  dass  ein  Kreis  durch  die  Endpunkte  eines  Durchmessers 
bestimmt  wird,  schliessen  darf,  dass  der  Kreis  schon  durch  zwei  be- 
liebige Punkte  bestimmt  werde,  ebenso  wenig  kann  jener  Schluss 
265  Geltung  f  haben.    Ganz  dieselben  Fehlschlüsse  wendet  Hr.  Bellavitis 
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an,  um  die  AUgemeingültigkeit  der  beiden  andern  Konstruktions- 
methoden zu  bestreiten,  wobei  er  auf  die  von  mir  gegebenen  Beweise 
der  Allgemeinheit  keine  Rücksicht  nimmt. 


§6. 

Zusammenhang  swisohen  den  versohiedenen  linealen  Eraeugungs- 
weisen  einer  Kurve  dritter  Ordnung. 

Es  wird  dieser  Zusammenhang  am  klarsten  sich  ergeben,  wenn 
ich  zeige,  wie  sich  alle  andern  linealen  Erzeugungsweisen  auf  eine  der- 
selben, zu  welcher  ich  die  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellte  nehme, 
direkt  zurückführen  lassen;  nämlich  in  der  Art,  dass  man,  wenn  man 
die  gegebene  Erzeugungsweise  gleichfalls  durch  eine  lineale  Gleichung 
darstellt,  aus  den  konstanten  Elementen  dieser  Gleichung  stets  solche 
Elemente  ableiten  kann,  welche,  in  die  Gleichung  (2)  gesetzt,  diese  der 
gegebenen  gleichbedeutend  machen.  Nun  habe  ich  in  dem  angeführten 
Aufsatze  (Bd.  36,  S.  178  {hier  S.  75})  folgenden  Satz  bewiesen: 

Der  geometrische  Ort  des  Punktes  Xy  der  durch  die  Gleichung 
xaAa^  .  xhBh^  ,xc  =  0 

bestimmt  wird,   ist   eine  Linie   dritter  Ordnung^   wddie  durch  folgende 
neun  Punkte  geJd:   erstens  durdi  a,  ft,  c,  zweitens  durch  die  Ecken 
eifies  Vierecks,  von  welchem  zwei  einander  gegen- 
überliegende  Seiten  in  den  geraden  Linien  aa^ 
und  A  und  die  beiden  andern  in  den  geraden 
Linien  bb^  und  B  liegen,   und  endlich  durch 
die  beiden  Punkte,  in  welchen  a^c  die  Seite  A 
uful  b^c  die  Seite  B  schneidet, 
imd  den  umgekehrten  Satz: 

Werden  in  einer  Seite  eines  Vierecks  zwei 
beliebige  Punkte  a  und  a^  angenommen,  während 
die  gegeniiberliexfende  Seite  in  der  geraden  Linie 
A  liegt;  si^id  femer  in  einer  dritten  Seite  zwei 
beliebige  Punkte  b  und  b^  angenommen,  wäh- 
rend die  gegenüberliegende  Seite  in  der  geraden  Linie  B  liegt,  und  ist  c 
ein  beliebiger  Punkt,  der  nicht  in  defi  Vierecksseiten  liegt,  so  ist 
xaAa^  .  xbBbi  ,xc  =  0 

die  Gleichung  derjenigen  Kurve  dritter  Ordnung,  welcJw  durch  die  Ecken 
des  Vierecks  und  durch  den  Punkt  c  getit,  und  die  Vierecksseiten  ausser- 2%& 
dem   in   den  Punkten  a,  b    und   in  denjenigeyi  zwei  Punktest  trifft,   in 
icdchen  die  Geraden  a^c  und  b^c  die  gegefiüberliegenden  Seiten  A  und  B 
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schneiden;  und  zwar  gieht  es  ausser  dieser  Kurve  keine  andere  Kurve 
dritter  Ordnung,  welche  durch  die  bezeichneten  neun  Punkte  ginge,  (Siehe 
Fig.  33.) 

Jede  lineale  Erzeugung  einer  Kurve  dritter  Ordnung  lässt  sich  nun 
(siehe  Bd.  42,  S.  190  {hier  S.  83 f.})  durch  ein  gleich  Null  gesetztes 
Produkt  darstellen,  welches  mit  dem  konstruirenden  Punkte  x  beginnt 
und  schliesst  und  ausserdem  eine  Reihe  abwechselnder  Punkte  und 
gerader  Linien  als  Faktoren  enthält,  die  mit  einem  Punkte  beginnt 
und  schliesst,  während  einer  der  übrigen  Faktoren  der  Reihe  von  dem 
Punkte  X  im  ersten  Grade  abhängt,  also  in  der  Form 

(4)  xd^fx  =  0, 

wo  A  eine  Reihe  abwechselnder  gerader  Linien  und  Punkte  ist,  von 
denen  einer  noch  den  Punkt  x  als  Faktor  enthält. 

Es  seien  e  und  g  zwei  beliebige  Punkte  der  Kurve  (4),  von  der 
Art,  dass  keine  drei  der  vier  Punkte  d,  6,  f,  g  in  gerader  Linie  liegen. 
Durch  Konstruktion  lässt  sich  leicht  der  dritte  Punkt  finden,  in  wel- 
chem jede  Seite  des  Vierecks  defg  die  Kurve  schneiden  muss.  Wird 
zum  Beispiel  der  dritte  Punkt  x  gesucht,  in  welchem  die  Seite  ed  die 
Kurve  schneidet,  so  fällt  die  Gerade  xd  mit  ed  zusammen  und  die 
Gleichung  (4)  verwandelt  sich  in 

(5)  €d^fx  =  0. 

Da  dieselbe  nur  noch  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  x  ist,  so  ist 
der  geometrische  Ort  von  x  ein  Kegelschnitt.  In  diesem  Kegelschnitte 
liegt  (nach  Regel  2)  der  Punkt  f]  femer  aber  auch  der  Punkt  e,  indem 
e  der  Annahme  zufolge  ein  Punkt  der  Kurve  (4)  ist,  also,  statt  x  ge- 
setzt, der  Gleichung  (4)  und  mithin  auch  der  Gleichung  (5)  genügt. 
Es  lassen  sich  nun  beliebig  viele  neue  Punkte  dieses  Kegel- 
schnittes lineal  konstruiren.  Es  seien  ky  l,  m  drei  neue  Punkte  des- 
selben. Bildet  man  das  Sechseck  xeklmf]  so  liegen,  nach  dem  Pascal- 
sehen  Satze,  d^e  Punkte  xe  .  Im^  ek  .  mf,  kl .  fx  in  einer  geraden  Linie, 
das  heisst  es  ist 

(6)  xe{lm)  (ek  .  mf)  (kl)  fx  =  0 

die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  der  durch  die  fünf  Punkte  e,  t,  ?,  m,  f 
geht,  also  mit  dem  Kegelschnitte  (5)  identisch  ist.  Es  ist  demnach 
der  gesuchte  Punkt  x  derjenige,  in  welchem  die  Gerade  ed  den  Kegel- 
267  schnitt  ausser  { in }  e  noch  f  trifft.  Da  x  in  ed  liegt  und  nicht  mit  e 
identisch  ist,  so  ist  die  Gerade  xe  mit  de  identisch,  und  die  Gleichung 
(6)  verwandelt  sich  in 

de{lm)  {ek  .  mf)  {kl)fx  =  0; 


Ghasles'  Erzeagong  der  Kurven  3.  Ordnung.  231 

das  heisst,  der  Punkt  x  liegt  in  der  Geraden  de  (Im)  (ek  ,  mf)  {kT)f\  er 
liegt  aber  auch  in  der  Geraden  de^  also  im  Durchschnitt  beider,  das 
heisst,  wenn  man  diesen  Punkt  jetzt  mit  a  bezeichnet,  so  ist 

(7)  a  =  de  (Im)  (eh  .  mf)  (kl)f(de). 

OtBJiz  auf  dieselbe  Weise  finden  sich  die  dritten  Punkte,  in  welchen 
die  Seiten  e/*,  />/,  gd  die  Kurve  (4)  schneiden.  Sie  mögen  beziehlich 
durch  6,  A,  i  bezeichnet  werden  (siehe  Fig.  33).  Dann  ist,  wie  be- 
kannt, auch  der  Durchschnitt  von  ah  und  bi  ein  Punkt  der  Curve. 
Endlich  sei  c  ein  beliebiger  zehnter  Punkt  der  Kurve  (4),  und  es  werde 
fg  durch  J.,  dg  durch  B,  der  Durchschnitt  von  he  und  de  durch  % 
und  der  Durchschnitt  von  tc  und  ef  durch  h^  bezeichnet;  dann  ist 
nach  dem  obigen  Satze  die  Gleichung 

(8)  xaAa^  .  xhB\  .xc  =  0 

die  einer  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  neun  Punkte  a .  .  ,i 
geht;  und  zwar  ist  diese  Kurve,  nach  jenem  Satze,  die  einzige  dritter 
Ordnung,  welche  durch  die  neun  Punkte  geht.  Aber  auch  die  Kurve 
(4)  geht  durch  diese  neun  Punkte,  also  ist  die  Kurve  (4)  mit  der 
{Kurve}  (8)  idefitisch;  mithin  ist  auch  die  Gleichung  (4)  mit  der 
Gleichung  (8)  gleichbedeutend;  und  die  Aufgabe  der  Umwandlung 
ist  gelöset. 

Als  Beispiel  der  Umwandlung  nehme  ich  die  von  Hm.  Bellavitis 
aufgestellte  Gleichung 

(9)  xeDpEdF(xfB)  .xdC=0 

an,  in  welcher  noch  Ff  und  Bd  gleich  Null  gesetzt  sind  (siehe  Fig.  33), 
und  welche  nach  ihm  die  erste  allgemeine  Auflösung  des  Problems  der 
linealen  Erzeugung  der  Kurven  dritter  Ordnung  darstellen  soll,  und 
zwar  diejenige,  welche  Chasles  in  dem  angefahrten  Aufsatze  ange- 
geben hat. 

Es  lässt  sich  diese  Gleichung  (Regel  3)  wie  folgt  schreiben: 
xeDpEdF(xdC)Bfx  =  0, 

wobei  sich  annehmen  lässt,  dass  von  den  konstanten  Faktoren  keine 
zwei  auf  einander  folgende  incident  sind,  weil  sonst  (Bd.  42,  S.  197 
|hier  S.  90f. })  die  Linie  in  eine  gerade  Linie  und  einen  Kegelschnitt 
zerfallen  würde.  Punkte  jener  Kurve  sind  (Regel  2)  d,  c,  f  Femer 
ist  auch  g^iBC  ein  Punkt  derselben.  Denn  dann  f  ist  x  mit  B268 
und  C  incident;  also  verwandeln  sich  dann  xdC  und  xfB,  wenn  sie 
nicht  selbst  Null  sind  (Regel  2,  4,  5),  beide  in  ^,  folglich  wird 
xdC(xfB)  =  0  (Regel  2).  Um  den  dritten  Punkt  a,  in  welchem  de 
die  Kurve  schneidet,  zu  finden,  muss  man  in  obige  Gleichung  a  statt  x 
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und  statt  ae  und  ad  das  mit  ihnen  identische  de  setzen;   dann  wird 

deDpEdF{d€C)Bfa  =  0^  also,  da  a  auch  in  de  liegt: 

a  =  deDpEdF(deC)Bf{dey, 

und  ebenso  findet  sich  für  den   dritten  Punkt  6,    in   welchem  ef  die 

Kurve  triflFt: 

h       efDpEdF(efB)Cd{ef), 

Es  mögen  jetzt  die  dritten  Punkte  h  und  i  gesucht  werden,  in 
denen  fg  und  gd  die  Kurve  treffen.  Setzt  man,  um  den  dritten  Durch- 
schnittspunkt h  in  fg  zu  finden,  h  in  die  Gleichung  (9)  statt  x,  so 
erhält  man.  Ab.  h  in  fg  liegt,  xf^  hf^^fg*^  und  da  g  mit  B  wie  mit 
C  incident  ist,  so  ergiebt  sich  xfB^ifgB^g  (Regel  4,  5)  und 
xdC(xfB)  .  '  xdCg  xdg .  C  (Regel  4).  Sollte  xdg  Null  sein,  so 
müsste  X  in  dg  wie  in  fg,  also  in  g  liegen.  Um  also  den  dritten 
Durchschnittspunkt  zu  finden,  muss  man  xdg  ungleich  Null  annehmen; 
dann  erhält  man  xdC.  (xfB)  Ez:  C  (Regel  5)  und  somit  heDpEdFC=  0 
oder  umgekehrt  (Regel  3)  FCdEpDeh  =  0]  folglich,  da  h  auch  in /"fliegt: 

h^FCdEpDe{fg) 
und  ebenso: 

i  =  BFdEpDe{gd). 

Femer  ist  auch  CF  ein  Punkt  der  Kurve.  Denn  setzt  man  CF 
statt  X,  so  wird  xdC^FCdC  =  FC  (Regel  6),  und  xfB  wird 
=  CFfB=^  Cf  ,FB  (Regel  4),  da  f  nach  der  Annahme  mit  F  inci- 
dent ist.  Ist  nun  Cf  nicht  Null,  so  kann  man  es  (nach  Regel  5) 
weglassen.  Also  wird  xfB  entweder  zu  Null  oder  'zr-  FB]  also 
xfB .  (xdC)  entweder  zu  Null  oder  =  FB{FC)  i=  F  (Regel  2,  4,  5). 
Somit  erhält  man  dann 

xeDpEdF{xfB)  .  xdC  =  xeDpEdFF  =  0    (Regel  2), 
also    ist   X  ^^  FO  ein  Punkt   der  Kurve.     Dieser  werde  ^  c  gesetzt. 
Wird  nun,  wie  oben,  gf^=:A,  hc  .  de^  a^,  ic  ,ef  =\  gesetzt,  so  ist 
die  Gleichung 

xaAa^ .  xbB\  .  xc  =  0 

gleichbedeutend  mit  der  Gleichung  (9).     Also  folgt  Nachstehendes: 
269         Die  Gleichung 

xeDpEdF(xfB)  .  xdC  =  0,     mit    Ff=Bd  =  0, 
ist  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

xaAa^  .  xbBb^ ,  xc  =  0, 
wo 

a  =  deDpEdF{deC)Bf(de),  b  =  efDpEdF{efB)Cd{ef),  c  =  FC, 

Ä  =  BCf  a^=cdEpDeAc{de),  b^  =  BFdEpDeBc{ef) 
ist. 
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§7. 

Lineale  Erzeugung  einer  Kurve  dritter  Ordnung  aus  neun 
beliebigen  Funkten. 

Entwurf  der  Auflösung,  Jede  lineale  Erzeugung  einer  Kurve  dritter 
Ordnung  kann  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

dargestellt  werden,  in  welcher  P,  Qy  R  entweder  drei  gerade  Linien 
oder  drei  Punkte  sind,  die  in  beiden  Fällen  in  Form  von  Produkten 
vorkommen,  deren  jedes  den  konstruirenden  Punkt  x  einmal  als  Faktor 
enthält. 

Es  seien  nun  a,  b  . . ,  i  die  neun  Punkte,  durch  welche  die  durch 
jene  Gleichung  darzustellende  Kurve  gehen  soll.  Es  giebt  stets  drei 
Punkte,  die  statt  x  gesetzt  ein  solches  Produkt  PQ  zu  Null  machen; 
und  die  konstanten  Faktoren  in  P  und  Q  lassen  sich  so  annehmen,  dass 
a,  6,  c  diese  drei  Punkte  sind.  Femer  wird  R  durch  den  Punkt  d  zu 
Null  gemacht,  wenn  man  dem  R  die  Form  xd , . .  giebt.  Setzt  man 
nun  in  PQ  statt  x  nach  und  nach  die  Punkte  e  ,  , ,  i  und  ebenso 
in  xdj  so  stellt  PQ  nach  und  nach  fünf  Elemente  dar  und  xd 
einen  Büschel  von  fünf  Strahlen.  Es  lassen  sich  aber  im  Allgemeinen 
aus  fünf  gegebenen  Elementen  fünf  gegebene  Strahlen  eines  Strahl- 
büschels projektivisch,  das  heisst,  durch  fortschreitende  Multiplikation 
mit  einer  Reihe  abwechselnder  Punkte  und  Linien  ableiten;  und  zwar 
sind  diese  Punkte  und  Linien  lineal  konstruirbar.  Es  sei  A  diese 
Reihe  fortschreitender  Faktoren,  so  stellt  das  Produkt  PQ^  eine  gerade 
Linie  dar,  welche  mit  der  geraden  Linie  xd^  sobald  man  statt  x  irgend 
einen  der  fünf  Punkte  e . ,  A  setzt,  zusammenfällt.  Also  ist  für  diese 
fanf  Punkte: 

(10)  PQ^x  =  0. 

Aber  auch  für  die  vier  Punkte  a,  b,  c,  d  wird  diese  Gleichung 
erfüllt;  für  a,  b,  c,  da  für  sie  das  Produkt  PQ  Null  ist,  und  für  d, 
da  PQ^y  wenn  es  nicht  Null  ist,  eine  durch  d  gehende  gerade  Linie 
darstellt,  also  PQKd  stets  Null  ist.  Die  Gleichung  (10)  stellt  nun 
aber  eine  Kurve  dritter  Ordnung  f  als  Ort  von  x  dar,  und  da  die  270 
neun  Punkte  a  . . .  i,  statt  x  gesetzt,  jener  Gleichung  genügen,  so 
geht  die  Kurve  durch  die  gegebenen  neun  Punkte,  und  die  Aufgabe 
ist  gelöset. 
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FortsetBung. 

Um  eine  specielle  Lösung  der  Aufgabe  zu  geben,  will  ich  an- 
nehmen, es  solle  die  lineale  Konstruktion  der  Kurve,  die  durch  die 
neun  Punkte  «...  *  gehen  soll,  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 
(2)  ausgedrückt  werden,  zu  welcher  jedoch,  um  die  Lösung  zu  verein- 
fachen, zunächst  noch  zwei  Faktoren  k  und  C  hinzugefügt  werden 
mögen,  so  dass  sie  die  Form 

(11)  xaAa^  .  xbBkCb^  .xc  =  0 

annimmt.  Die  drei  Faktoren  können  (Regel  2)  beliebig  umgeordnet 
werden.     Setzt  man 

xaAa^  .xce:  p,    xbli  ^i.  q, 

so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  p(fjkCh^)  =  0  oder  (Regel  3) 

(12)  pbiCkq  =  0 

an.  Der  Ausdruck  p  wird  Null  für  x=E}  a  und  -.=  c,  weil  dann  zwei 
aufeinander  folgende  Faktoren  kongruent  werden  (Regel  2).  Damit 
nun  p  auch  noch  für  einen  andern  der  Punkte  a  .  .  .  i,  zum  Beispiel 
für  d,  zu  Null  werde  und  für  einen  vierten  und  fünften  Punkt  e  und  /' 
sich  möglichst  vereinfache,  setze  man 

A  ^^  de,    a^^af ,  cd. 
Und  zwar  nehme  man  die  Punkte  a,  Cj  rf,  e,  f  so  an,  dass  keine  drei 
derselben  in  gerader  Linie  liegen.     Dann  wird  erstens  für  x^F  d  der 
Ausdruck  xaAa^^da(de)ai^  da^  (Regel  7)  ^a^d^af(cd)d^Ecd 
(Regel  4,  5);   also  p  fee  xaAa^  .xc^cd,cd  =  0   (Regel  2).     Ferner 
für  xEEie  wird  p  ^  ea{de)a^  .ec^ea^.ec  (Regel  7)  ^  e,  weil  näm- 
lich ea^c  nicht  Null  sein  kann.  Endlich  für  x~^z  f  wird p~faA(af.cd).cf 
=  A{af)(af,cd).cf  (Regel  2)  =af,cf  (Regel  4)  =/"  (Regel  7).    Für 
x^g,  h  oder  i  gehe  p  beziehlich  in  g^,  h^  oder  i^  über;  dann  erhält  man 
x  =  a,c,  d,  c,  /;  g,    h,    i, 
p  =  0,  0,0,  6,  f,  <7i,  Ä,,  ii. 
Femer  q^xbB  wird   zu  Null   für  x?^b.     Damit  es  auch  fiir 
e  und  f  sich  vereinfache,  setze  man 

By^ef 
271  und  nehme  b  so  an,  dass  es  nicht  in  ef  falle.    Dann  wird  für  x^^e,  f 
der  Ausdruck  q  auch  HE e,  Z' (Regel  7) ;  für  x^g^  h,  i  werde  g' ^ ^^ »  ''« »  *2 5 
dann  erhält  man 

X  ~  b,  e,  f,  g,    h,    /, 
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Es  kommt  also  nur  noch  darauf  an,  die  Gleichung  (12)  für  die  fünf 
Fälle  zu  befriedigen,  wo 

und  gleichzeitig 

ist 

Man  nehme  noch  C^ei^  an;  dann  wird  die  genannte  Gleichung 
för  p  r  q  E_  e  befriedigt  und  für  p  ~  i^  y  q  -S£  i^  vereinfacht.  Es  er- 
giebt  sich  nämlich  im  ersteren  Falle  ^^^i  Ckq  :^  eb^  .  ei^  .  ek,  was  drei 
gerade  Linien,  die  durch  einen  Punkt  e  gehen,  als  Faktoren  enthält, 
also  Null  ist.  Femer  für  p^i^,  Q^h  ©rtält  man 
pb^Ckq  ^  \h^(eij)ki^  ee  i^ki^ 

(Regel  7),  wenn  nicht  i^b^e  Null  ist;  im  letztem  Falle  würde  hier- 
durch für  k  keine  besondere  Lage  bedingt,  im  andern  Falle  muss  k  in 
der  Geraden  i^i^  liegen;  dies  lässt  sich  daher  auch  im  ersteren  Falle 
annehmen. 

Nun  bleibt   nur  noch  für  die  drei  übrigen  Werthpaare  die  Glei- 
chung (12)  zu  befriedigen;  das  heisst,  es  muss  noch 

ß^Ckf  =  0,    9ibiCkg^  =  0,    \b^Ck\  =  0 
sein;  oder,  anders  geschrieben  (Regel  2,  3): 

kfCfb^  =  0,    kg^  Cg^  b^  =  0,    k\  Ch^  b^  =  0. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt,  wenn  Cf  nicht  Null  ist,  (nach 
Regel  6)  kfb^  =  0;  und  es  ergiebt  sich  dann,  dass  die  geraden  Linien 

durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen  müssen,  der  dann  gleich  b^ 
zu  setzen  ist.  Sollte  Cf  zufällig  Null  sein,  so  würde  jene  erstere  Be- 
dingung wegfallen.  Sollen  nun  jene  drei  gerade  Linien  durch  einen 
und  denselben  Punkt  gehen,  so  ist  dazu  nöthig  und  ausreichend,  dass 
ihr  Produkt  Null  sei.  Also  hat  man  zur  Bestimmung  von  k  die 
Gleichung 
(13)  kf .  kg^ Cg^  .k\C\  =  0. 

Sie  ist  in  Bezug  auf  k  vom  dritten  Grade,  also  ist  der  geometri- 
sche Ort  von  k  eine  Linie  dritter  Ordnung.  Aber  diese  zerfällt  in 
drei  gerade  Linien,  f  Nämlich,  erstens,  wenn  k  in  der  geraden  Linie  (7272 
liegt,  wird  kg^C^  k  (Regel  7);  ebenso  kh^C^k,  also  {geht}  die  linke 
Seite  von  (13)  in  kf ,  kg^  .  kh^  {über},  was  Null  ist.  Femer  da  f  g^,  A, 
in  der  geraden  Linie  B  liegen,  so  wird,  wenn  auch  k  in  B  liegt, 
kf^  kg^  ^  kh^  ^E2  J5;  also  geht  dann  die  linke  Seite  von  (13)  in 
B ,  BCg^  .  BChj^  über,  das  heisst  in  ein  Produkt  dreier  geraden  Linien, 
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die  durch  ein  und  denselben  Punkt  BC  gehen-,  also  ist  ihr  Produkt 
Null.  Es  wird  also  jeder  Punkt  Ä',  der  in  B  oder  C  fällt,  der  Glei- 
chung (13)  genügen,  und  mithin  muss  die  Linie  (13)  in  drei  gerade 
Linien  zerfallen. 

Um  die  dritte  zu  finden,  suche  man  zwei  ihrer  Punkte.  Ein 
solcher  Punkt  ist  aus  der  Gleichung  (13)  leicht  zu  finden,  wenn  man 
sie  in  der  Form  kfQcg^Cg^Ji^Ch^h  =  0  schreibt  (Regel  3)  und  den 
Punkt  so  bestimmt,  dass  J^'fQcg^C(/^)hi  schon  Null  ist.  Die  Gleichung 
MQ^9%^yi)^^\  =^  s^g^  ^^^7  ^^s  ^®  geraden  Linien  kf  und  kg^Cg^ 
durch  den  Punkt  h^  gehen,  dass  heisst,  dass  kfh^  =  0,  kg^Cg^\  =  0 
ist;  oder,  diese  Gleichimgen  umgekehrt  (R^gel  3),  dass  h^fk  =  0  und 
liigiCg2k  =  0  ist;  also  liegt  dann  k  in  den  beiden  Geraden  \f  und 
hig^Cg^,     Der  so  gefundene  Punkt  werde  mit  «  bezeichnet,  also 

a^\g^Cg^{hJ) 
gesetzt.    Aus  gleichem  Grunde  wird  der  Gleichung  (13)  durch  den  Punkt 

genügt,  und  da  diese  Punkte  im  Allgemeinen  nicht  in  den  Geraden  B 
und  C  liegen,  so  ist  a/3  die  dritte  der  Geraden,  in  welche  die  Linie 
(13)  zerfällt.  Liegt  nun  k  in  dieser  Geraden,  so  wird  der  Gleichung  (13) 
genügt;  das  heisst,  es  gehen  dann  die  drei  geraden  Linien  kf,  kg^Cg^ 
kJi^Chi  durch  einen  imd  denselben  Punkt;  derselbe  heisse  fc^,  so  wird 
nun  die  Gleichung 

xaAa^  .  xbBkCb^  .  xc  =  0 

durch  jeden  der  neun  Punkte  a  . . .  «',  wenn  er  statt  x  gesetzt  wird, 
befriedigt.  Denn  dass  die  Punkte  r/,  h,  c,  d,  e,  i  ihr  genügen,  ist  oben 
bewiesen;  aber  auch  /*,  g,  h  genügen  ihr,  denn  da  die  geraden  Linien 
^f}  ^9i^'9i}  kh^C\  durch  \  gehen,  so  hat  man,  wenn  man  noch  für 
kf  das  ihm  gleiche  kfCf  schreibt,  die  drei  Gleichungen 

kfCß^  =  0,    kg^Cg^bi  =  0,    k\Ch^\  =  0, 
oder  umgeordnet  (Regel  2,  3): 

ß^Ckf^O,    gibiCkg^  =  0,    h^b^Ck\  =  0, 

273  Aber  /*,  g^,  \  waren  die  Werthe  von  p  und  f,  g^j  \  die  von  g, 
wenn  x  beziehlich  die  Werthe  /*,  g,  h  annahm,  also  wird  die  Gleichung 
(12)  auch  für  x^f  g,  h  erfüllt,  mithin  auch  die  mit  (12)  identische 
Gleichung  (11);  imd  die  Aufgabe  ist  gelöst.  Da  übrigens  k  in  aß 
und  in  i^i^  lag,  so  hat  man  k^i  ^ßihh)}  ^^^  ^^  \  ^^  ^f  ^^^^  ^^  ^^9%(^9i 
lag,  so  hat  man  b^  ^  kg^  Cg^  Q^f)-    Somit  hat  sich  folgender  Satz  ergeben: 

Wenn  a  . . .  i  ^leun  beliebige  Punkte  sind,  und 
A^=de,   a^E^af.cd,  B^ef   C^:ei^,  k^aß{i^i^),   \^kg^Cg^(kf) 
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gesetzt  wird,  wo  g^,  A^,  i^  die  Punkte  sind,  in  welche  sich  xaAa^  ,xc 
verwandelt,  wenn  man  statt  x  nach  und  na^h  die  Funkte  g,  h,  i  substi- 
tuirt,  und  g^,  Ag,  «2  ^^^  Punkte,  in  welche  sich  xhB  verwandelt,  wenn  man 
statt  X  beziehlich  die  Punkte  g,  h,  i  setzt,  und  wo 

a  =  \g^Cg^{Kf);    ß  =  \9iC\{gJ) 
ist,  so  ist 

xaAa^  .  xbBkCb^  .  rcc  =  0 

die  Gleichung  der  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  gegebenen 
neun  Punkte  a  . . .  i  gdit. 

Es  lässt  sich  die  gefundene  Gleichung  nach  §  6  nun  auch  auf  die 
einfachere  Form  (2)  zurückführen;  was  ich  jedoch  nicht  weiter  verfolge. 

Es  drückt  die  oben  gefundene  Gleichung  zugleich  die  lineale  Be- 
ziehung aus,  welche  zwischen  zehn  Punkten  a,  i,  . .  ,  i,  x  herrschen 
muss,  damit  sie  in  einer  Kurve  dritter  Ordnung  liegen;  also  die  lineale 
Eigenschaft  des  einer  solchen  eingeschriebenen  Zehnecks. 

Es  ist  dies  die  einfachste  Eigenschaft  dieses  Zehnecks,  die  ich 
bisher  bemerkt  habe,  obgleich  die  Gleichung  (11),  welche  dieselbe  dar- 
stellt, nachdem  man  statt  der  darin  vorkommenden  Grössen  die  ange- 
gebenen Ausdrücke  substituirt  hat,  bis  nur  noch  die  zehn  Ecken  des 
Zehnecks  darin  vorkommen,  noch  immer  369  Faktoren  enthält,  indem 
nämlich  a,  c,  d  je  62mal,  x^  b,  e,  /)  g,  A,  i  beziehlich  3,  11,  51,  48,  24, 
21,  25  mal  darin  vorkommen. 

§9. 
Fernere  Sätze  über  das  Zehneok  in  einer  Kurve  dritter  Ordnung. 

Ich  theile  zum  Schlüsse  noch  einige  hierhergehörige  Sätze  mit, 
ohne  den  leicht  sich  ergebenden  Beweis  beizufügen. 

I.    Zwischen   zehn  Punkten  a  . , .  k  einer  Kurve  dritter  Ordnung  274 
bestehen  folgende  Eigenschaften: 

a)  Wenn  man  durch  vier  der  Punkte  (zum  Beispiel  a^  b,  c,  d) 
sechs  Kegelschnitte  legt,  welche  ausserdem  beziehlich  durch  je  einen 
der  übrigen  sechs  Punkte  {e  ,  , .  k)  gehen,  so  lässt  sich  stets  ein  eilfter 
Punkt  (/)  {der  Kurve}  von  der  Art  finden,  dass  jene  sechs  Kegel- 
schnitte mit  den  sechs  Strahlen,  die  von  dem  eilften  Punkte  (V)  nach 
diesen  sechs  Punkten  {e  ,  .  .  k)  gehen,  projektivisch  sind. 

b)  Wenn  man  zwei  von  den  Punkten  (zum  Beispiel  a,  6)  zu 
Mittelpunkten  zweier  Strahlbüschel  von  je  acht  Strahlen  macht,  deren 
entsprechende  Strahlen  sich  in  den  übrigen  acht  Punkten  (c  .  .  .  Ä) 
schneiden,  so  lassen  sich  stets  zwei  Gerade  A  und  B  finden,  welche 
jenen  Strahlbüscheln  projektivisch  sind  und  welche  die  BeschaflFenheit 
haben,  dass  jede  Verbindungslinie  zweier  entsprechender  Punkte  dieser 
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Geraden  durch   den  Punkt  geht;  in  welchem  sich  die  diesen  Punkten 
entsprechenden  Strahlen  jener  Strahlbüschel  schneiden. 

c)  Wenn  man  drei  von  den  Punkten  (zum  Beispiel  a,  6,  c)  zu 
Mittelpunkten  dreier  Strahlbüschel  von  je  sieben  Strahlen  macht,  deren 
entsprechende  Strahlen  sich  in  den  sieben  übrigen  Punkten  (rf  .  . .  k) 
treffen;  so  lassen  sich  alleraal  drei  siebenpunktige  Geraden  finden ;  die 
beziehlich  den  drei  Strahlbüscheln  projektivisdi^  sind  und  von  deren 
Punkten  je  drei  entsprechende  in  gerader  Linie  liegen. 

d)  Wenn  man,  wie  in  c\  drei  der  Punkte  zu  Mittelpunkten  dreier 
Strahlbüschel  von  je  sieben  Strahlen  macht,  deren  entsprechende 
Strahlen  sich  in  den  sieben  übrigen  Punkten  treffen,  so  lassen  sich 
stets  drei  andere  Strahlbüschel  von  je  sieben  Strahlen  finden,  die  den 
ersteren  projektivisch  sind  und  von  deren  Strahlen  je  drei  entsprechende 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

e)  Legt  man  durch  die  zehn  Punkte  zwei  gesonderte  (das  heisst 
nicht  ganz  oder  theilweise  zusammenfallende)  Linien  vierter  Ordnung, 
so  schneiden  sich  diese  ausserdem  in  sechs  Punkten,  durch  welche  sich 
ein  Kegelschnitt  legen  lässt. 

U.  Umgekehrt:  Wenn  zehn  Punkte  eine  der  .genannten  fünf  Eigen- 
schaften besitzen,  so  liegen  sie  in  einer  Linie  dritter  Ordnung. 

Von  diesen  fünf  Eigenschaften  habe  ich  die  erste  schon  früher 
(Bd.  42,  S.  208  {hier  S.  103})  in  entsprechender  Weise  für  Kurven 
beliebiger  Ordnung  nachgewiesen,  und  namentlich  auch  auf  Kurven 
vierter  Ordnung  angewandt  (Bd.  44,  S.  21  ff.  {hier  S.  131  f }).  Die 
folgenden  drei  Eigenschaften  gehen  aus  den  drei  Hauptformen  der 
linealen  Gleichungen  dritten  Grades,  wie  sie  an  die  Spitze  dieses  Auf- 
275  Satzes  gestellt  sind,  f  hervor.  Die  fünfte  Eigenschaft,  welche  sich  am 
leichtesten  durch  Funktionsverknüpfungen  (vgl.  Bd.  42,  S.  204 ff.  {hier 
S.  95ff.  j)  ableiten  lässt,  erhält  ein  besonderes  Interesse,  wenn  man  als 
die  betreffenden  Kurven  vierter  Ordnung  zwei  Vereine  von  je  zwei 
Kegelschnitten  annimmt,  von  denen  jeder  Kegelschnitt  durch  fünf  der 
gegebenen  Punkte  geht,  der  demselben  Vereine  angehörige  also  durch 
die  fünf  übrigen  Punkte.  Es  zeigt  sich  diese  Eigenschaft  der  des  Sechs- 
eckSf  welches  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben  ist,  ganz  entsprechend, 
indem  sich  der  PascaFsche  Satz  zu  folgendem  Satze  erweitem  lässt: 

Wenn  man  durch  sedis  Punkte  eines  Kegelschnitts  zwei  gesendete 
Linien  dritter  Ordnung  legt,  so  treffen  sich  diese  ausserdem  in  drei  Punkten, 
die  in  gerader  Linie  liegen.  Und  nimmt  man  hierbei  als  die  beireffenden 
Kurven  zwei  Vereine  von  je  drei  Geraden  an,  so  hat  man  den  Pascal- 
selten  Satz  in  der  gewöhnlichen  Form. 

Stettin,  den  15.  April  1855. 


XV. 

Verschiedene  mathematische  Bemerkungen. 

Von 
Professor  H.  Grassmanii, 

am  G-ymiiABiuin  in  Stettin. 
Grunerts  Archiv,  Bd.  49,  Heft  1,  S.  1—3  (1868). 


Bildung  rationaler  Dreiecke. 

Es  ist  bekannt,  dass,  wenn  in  einem  Dreiecke  die  drei  Seiten 
unter  sich  und  zu  einer  der  Höhen  in  rationalem  Verhältnisse  stehen, 
sich  aus  diesen  vier  Stücken  eine  grosse  Anzahl  anderer  Stücke  ergiebt, 
welche  gleichfalls  zu  jenen  in  rationalem  Verhaltnisse  stehen.  Man 
hat  solche  Dreiecke  passend  ,,rationale''  genannt.  Man  pflegt  sie  durch 
Zusammensetzung  zweier  rationaler  rechtwinkliger  Dreiecke  abzuleiten. 
Allein,  es  ist  zweckmässiger,  ihre  Bildungs weise  von  dem  rationalen 
rechtwinkligen  Dreiecke  unabhängig  zu  machen,  und  die  Bildung  des 
letzteren  in  jene  als  besonderen  Fall  einzuschliessen.  Dies  gelingt  aufs 
leichteste  vermittelst  des  folgenden  Satzes,  bei  welchem  die  Seiten  und 
Winkel  mit  a,  6,  c;  a,  ß,  y;  der  halbe  Umfang  mit  p,  femer  p  —  a, 
p  —  b,  p  —  c  mit  Pi,  j?2,  p^]  die  Badien  des  eingeschriebenen  und  der 
an  die  Seiten  a,  6,  c  angeschriebenen  Kreise  mit  p,  q^,  (jg»  Qs  ^®" 
zeichnet,  und  unter  den  letztgenannten  acht  Grössen  die  mit'  gleichem 
Index  versehenen  „entsprechende'*  genannt  sind. 

„Wenn  man  aus  den  zwei  Ginippen  p,  p^,  p^j  p^  und  p,  q^^,  q^,  q^ 
drei  beliebige  auswählt,  die  jedoch  nicht  alle  derselben  Gruppe  ange- 
hören, und  unter  denen  keine  zwei  sich  entsprechen  dürfen,  so  wird 
das  Dreieck  stets  rational,  sobald  die  drei  so  gewählten  Grössen  in 
rationalem  Verhältnisse  stehen." 

Namentlich: 

„Wenn  für  ein  Dreieck  Q,  Pi^  p^  in  rationalem  Verhältnisse  stehen, 
80  ist  das  Dreieck  rational,  und  umgekehrt  jedes  rationale  Dreieck 
lässt  sich  auf  diese  Weise  ableiten." 
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2  „Auch  gilt  dies  noch  in  gleicher  Allgemeinheit,  wenn  Q  =  1  und 
PiPi  >  1  angenommen  wird." 

Der  Beweis   folgt   auf  ganz   elementare  Weise  entweder  aus  den 
Formeln 

verbunden  mit  dem  Satze,  dass  sich  die  Tangente  der  Summe  rational 
durch  die  Tangenten  der  Stücke  ausdrücken  lässt,  oder  noch  einfacher 
aus  der  bekannten  Formel 

PiPiPi  =  Q^P  =  q\Pi  +P%+  A), 
welche  unmittelbar  zum  Beispiel  p^  aus  q,  p^,  p^  rational  ausdrücken 
lehrt.     Aus  p^,  p^,  p^  folgen  dann  aber  die  Seiten  durch  Addition  je 
zweier,  p  durch  Addition  aller  drei,  und  h  dann  =2pQ:a.     Da  man 
nun  die  entsprechenden  Formeln  auch  für  q^  u.  s.  w.  hat,  zum  Beispiel 

pPiPs  =  qIpi  =  qI(j>—P2—  ft), 

und  sich  die  Grössen  der  einen  Gruppe  (l>,l)i,  .  .  .)  umgekehrt  wie  die 
entsprechenden  der  zweiten  (p,  ()j,  .  .  .)  verhalten,  so  ist  damit  der  erste 
Satz  erwiesen.  Die  im  zweiten  enthaltene  Umkehr  folgt  sogleich 
daraus,  dass  durch  die  Grössen  a,  h,  r,  h  (Höhe)  die  Grössen  />,  p^, 
Pi7  Psf  ferner  der  Inhalt,  und  also  auch  die  Grössen  p,  ^j,  .  .  .  rational 
ausdrückbar  sind.  Dass  die  Einschränkung  p^p^  >  q^  hinzugefügt 
werden  kann,  ist  darin  begründet,  dass  im  entgegengesetzten  Falle  q 
aufhört,  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  zu  sein.  Auch  kann  man 
den  Beweis  des  Satzes  darauf  gründen,  dass  sich  sin  x  und  cos  x  durch 
tang  ^  X  rational  ausdrücken  lassen. 
Setzt  man  q  =  1,  so  wird 

P^       pp.^l^ 

und  die  Seiten,  Höhen,  Höhenabschnitte,  q^,  q^j  P»;  ^^®  Schwerlinien, 
der  Radius  des  umschriebenen  Kreises,  Inhalt  u.  s.  w.  lassen  sich  dann 
aus  p^  und  2>i  so  leicht  ausdrücken,  dass  man  daraus  treflFliche  Auf- 
gaben für  Schüler  herleiten  kann. 

Ist  ß  ein  rechter  Winkel,  so  wird  p^  =  p  =  1,  also 

Pi  +  ^  I  ^Pi        1  I  Pi'  +  1 

(^=Pi+Pi  =  Pi  +  1, 
also 

was  die  bekannten  Formeln  für  die  rationalen  rechtwinkligen  Dreiecke 
darbietet. 


Rationale  Dreiecke.    Angenäherte  Eonstraktion  von  n. 
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Leicht  kann  man  die  Rationalitat  der  Dreiecke  noch  weiter  treiben, 
und  zum  Beispiel  dem  Verlangen  Genüge  thun,  dass  ausser  den  vorher 
genannten  Stücken  auch  die  winkelhalbirenden  Linien  rational  sein 
sollen.  In  der  That,  wenn  ABC  das  verlangte  Dreieck  ist  und  M 
der  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises,  so  hat  man  nur  das  Drei- 
eck MBC  in  der  erst  genannten  Weise  rational  zu  bestimmen,  so  ist 
ABC  in  der  zuletzt  genannten  Weise  f  rational,  wie  sich  am  leichtesten  3 
daraus  ergiebt,  dass  sin  x  und  cos  x  durch  tang  \  x  rational  ausdrückbar 
sind.  Und  auf  gleiche  Weise  könnte  man  die  Rationaliföt  auf  noch 
höhere  Grade  treiben. 


Pig.  84. 


Angenäherte  Konttmktion  von  n. 

Entwickelt  man  n  in  einem  Eettenbruche,  so  ist  die  zweite 
brauchbare  Annäherung  (wenn  man  als  unbrauchbar  diejenigen  be- 
seitigt, in  denen  der  nächstfolgende  Nenner  des  Eettenbruches  gleich  1 
ist)  gleich  3^^  ==  3,1415929  •  •.  Da  nun  113  =  7»  +  8»  ist,  so  er- 
ergiebt  sich  daraus 
folgende  angenäherte 
Rektifikation  desEreis- 
umfanges.  Man  um- 
schreibe dem  Ereise 
ein  Quadrat  ABCD 
(siehe  Fig.  34),  und 
sei  E  der  Punkt,  in 
welchem  AB  vom 
Ereise  berührt  wird. 
Man  schneide  von  CD 
ein  Stück  CF=  |  CD  ab,  ziehe  AF,  errichte  darauf  in  F  ein  Loth 
welches  AD  in  G  schneide;  ziehe  GE,  errichte  hierauf  in  E  ein  Loth, 
welches  AD  in  H  schneide,  so  ist  die  gebrochene  Linie 

BCDH=  3j^  =  3,1415929  . . . 
des  Durchmessers. 

Denn  DG  =  g,  also  ylG  =  1  +  g  =  ^,  also 


also: 


4  TT 1 .  m 1 « 

^^  4   •    64    11s? 

BCDH=  3  +  ji|  =  3,1415929  . . . 


des  Durchmessers. 


(Werden  fortgesetzt.) 


O rassmann,  Werke.    II. 
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49  Lösung  der  Gleichung  x^+y^+z^+u^^o  in  ganzen 

ZaUen. 


Von 
Professor  H.  Grassminn^ 

am  OynuiMiiun  in  Stettin. 


GrunertB  Archiv  Bd.  49,  Hefjb  1,  S.  49>-60  (1868): 


Unter  vier  ganzen  Zahlen  müssen  sich  mindestens  zwei  angeben 
lassen,  die  in  Bezug  auf  den  Modul  2  kongruent  sind.  Es  gelte  dies 
für  X  und  y,  so  gilt  es  nach  der  Gleichung 

(1)  r»  +  y»  +  xr»  +  u»  =  0 
auch  für  e  und  u.     Man  setze: 

(2)  a;  =  a  +  c,    y  =  (^  —  ^,    ^  =  —  ft+d;    w  =  —  h  —  d, 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (1)  in  a'  +  3ac*  — 6'  —  36tP==0  oder 

(3)  ^^-^  =  bd'  —  a(?. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  a  und  6,  abgesehen  von  einem  gemein- 
schafblichen  Faktor,  Quadratzahlen  sein  müssen.     Man  setze  daher 

(4)  a  =  ma^y    b  =  m/3*, 
so  wird 

(6)  \  m^  (««  —  /3«)  =  {ßd  +  ac)(ßd  —  ac). 

Hierin  liegt  die  folgende  Lösung: 

„Man  setze  für  a,  /J,  m  drei  beliebige  ganze  Zahlen,  zerlege 
P  =  1. m*  (a®  —  ß^)  auf  beliebige  Art  in  zwei  Faktoren p  und  q,  und  setze: 

bestimme  dann  a  und  b  durch  die  Gleichungen  (4)  und  x,  y,  si,  u  durch 
die  Gleichungen  (2),  wobei  man  die  etwa  vorhandenen  Nenner  durch 
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Multiplikation  mit  dem  Generalnenner  wegschafft:  so  ist  die  Gleichung  (1) 
in  ganzen  Zahlen  gelöst.^ 

Man  kann  die  Nenner  auch  dadurch  entfernen  ^  dass  man  für  d 
und  c  (nach  ihrer  Reduktion)  ihren  Generalnenner  g  bestimmt,  und 
fOr  nif  p,  q  ihr  ^f-faches,  also  mg,  pg,  qg  setzt.  Man  kann  daher,  un- 
beschadet der  Allgemeinheit,  die  gebrochenen  Werthe  fär  c  und  d, 
ebenso  aber  auch  die  negativen  für  a,  b,  c,  d,  ausschliessen,  und  an- 
nehmen, dass  die  zwei  Zahlen  a  und  /},  und  ebenso  die  drei  Zahlen 
m,  Py  q  keinen  gemeinsamen  Faktor  haben,  indem  ein  solcher  im  ersten 
Falle  zu  m  gezogen,  im  letzten  ganz  unterdrückt  werden  kann.  Bei- 
spiele mögen  das  Verfahren  erlautem. 

Ist  a  =  /}  =  1 ,  so  erhalt  man  die  selbstverständliche  Lösung 
a^  -f  y»—  a:»  —  y8=  0.  Ist  a  =  2,  /}  =  1,  so  wird  P  =  m».  21  =  pq, 
was  vier  brauchbare  Zerlegungen  gestattet,  nämlich 

P  =-  21m* .  1  =  21  .  m*  =  7m» .  3  =  7  .  3m* 
(welche   für  m  =  1  paarweise  zusammenfallen).    Die  erste  Zerlegung 
giebt  stets  brauchbare  Lösungen,  wenn  m  ungerade  ist;  zum  Beispiel 
für  m  =  1,  3,  5  erhalten 

z  tt         die  Werthe: 

10         —12 
92        —  98 
258        —  268; 

die   zweite   (21  .  m*),   wenn   m   ungerade,   aber   weder  durch  3   noch 
durch  7  theilbar  ist,  zum  Beispiel  für  m  =  5,  11,  13: 
21  19  18        —28 

69  19  60        —  82 

89  15  82         —108; 

die  dritte  (7  m* .  3),  wenn  m  ungerade,  aber  nicht  durch  3  theilbar  ist, 
zum  Beispiel  für  m  =  1,  5,  7: 

5               3  4—6 

63        —23  84        —94 

113        —57  166        —180; 
die  vierte  (7  .  3  m*),  wenn  m  ungerade,  aber  nicht  durch  7  theilbar  ist, 

zum  Beispiel  für  m  =  3,  5,  9: 

17                7  14—20 

37               3  36—46 

95        —23  116        —134. 

~  16* 


X 

y 

9 

—  1 

59 

—  35 

151 

—  111 
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98  Elementare  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung 

vierten  Grades. 


Von 
Professor  H.  Graflsmaiin, 

•m  Gymnasiam  in  StatÜii. 


Granerts  Archiv  Bd.  61,  Heft  1,  S.  93—96  (1870). 

Die  folgende  Auflösung  der  Gleichung  vierten  Grades  ist  einfacher 
als  die  mir  bekannten,  und  eignet  sich  vorzüglich  zur  Darstellung  in 
der  Schule. 

Die  Gleichung  sei  (nach  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes) 

(1)  a?*  +  aa:»  +  6a:  +  c  =  0. 
Wenn  es  gelingt  diese  Gleichung  auf  die  Form 

(2)  (rc*  +  d)»-e(ar  +  /y  =  0 

94  ZU  bringen,  so  ist  mit  der  Lösung  der  letzteren,  auch  die  der  ersteren 
gegeben.    Nun  giebt  die  Gleichung  (2)  nach  Potenzen  von  x  entwickelt 

3(^  +  (2d  —  ^)ic*  —  2efx  +  d}  —  ep  =  0. 

Diese  wird  der  ersteren  (1)  identisch,  wenn  die  Koefficienten  gleich 
werden.     Das  giebt  die  Gleichungen 

(3)  2d  =  e  +  a, 

(4)  2ef=  —  b 

und  indem  man  die  dritte  (P  —  ef^  =  c  mit  4e  multiplicirt  und  dann 
für  2d  und  2ef  ihre  Werthe  (aus  (3)  and  (4))  einsetzt,  erhält  man 
e(e  +  «)*  —  h^  =  4ec,  das  heisst 

(5)  e"  +  2ae^  +  (a«  —  4c)e  =  b^ 

Da  nun  auch  umgekehrt,  wenn  die  drei  letzten  Gleichungen  erfüllt 
sind,  die  beiden  ersten  identisch  werden,  so  folgt: 

„Man  suche  eine  beliebige  der  drei  Wurzeln  (c)  der  Gleichung  (5), 
führe  diesen  Werth  e  in  (3)  imd  (4)  ein,  so  sind  dadurch  d  und  f  ein- 
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deutig  bestimmt.  Die  gefundenen  drei  Werthe  in  (2)  eingesetzt,  machen 
diese  Gleichung  mit  (1)  identisch  (was  eine  gute  Probe  liefert).    Jetzt 

bringe  man  die  Gleichung  (2)  auf  die  Form  a;*  -[-  d  =  +  "j/e  (a;  +  f)} 
so  erhält  man  durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  die  vier 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung." 

üebrigens  ergiebt  die  letztgenannte,  quadratische  Gleichung,  nach- 
dem man  sie  mit  4  multiplicirt,  und  für  d  und  f  ihre  Werthe  aus  (3) 
und  (4)  eingeführt  hat, 


(6) 


2x  =  £+}/- a»  -  2a -;^,. 
wo  £  =  +  ye     ist. 


Wählt  man  aus  der  Gleichung  (5)  statt  c  eine  der  andern  Wur- 
zeln  6|,  e^  dieser  Gleichung,  so  müssen  nach  dem  erwiesenen  Satze  diese 
dieselben  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  liefern.  Um  dies  anschau- 
licher zu  übersehen,  führen  wir  die  drei  Wurzeln  e^  e^,  e^  ein.  Nach 
der  Gleichung  (5)  muss  c  +  ^i  +  ^2  =  —  2a  und  ee^e^  =  V  sein,  oder 
wenn  e  =  iß*,  e^  =  f^*,  e^  =  e^^  ist,  so  muss  «*  +  €j*  -(-  ^j*  =  —  2a, 
££j£g  =  Ijl  ft  sein;  wir  wählen  die  Vorzeichen  für  £,  6^,  6,  im  Uebrigen 
willkürlich,  aber  so  dass  ee^e^^  —  b  ist.  Dann  verwandelt  sich  die 
Gleichung  (6)  in 

Hier  können   wir   das  Minuszeichen   weglassen,   wenn   wir   die   obige 
Zeichenbestimmung  für  £,  £^,  e^  festhalten.     Also: 

„Wenn  e,  s^y  e^  drei  Grössen  sind,  deren  Quadrate  die  drei  Wur- 
zeln der  Gleichung  (5)  sind,  und  welche  alle  möglichen  Vorzeichen  (+) 
aber  mit  der  Einschränkung,  dass  bs^s^  ™^^  ^  entgegengesetzt  bezeichnet 
sei,  annehmen  können,  so  liefert  die  Gleichung 

(7)  2x  =  B  +  B,+e, 

die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (1)/' 

Aus  dieser  Gleichung  tritt  die  Beziehung  zwischen  den  aus  den 
drei  verschiedenen  Wurzeln  von  Gleichung  (6)  hervorgehenden  vier 
Wurzeln  von  (1)  vollkommen  in  Evidenz;  zum  Beispiel  wählen  wir 
die  Wurzel  e^  aus  Gleichung  (5),  so  tritt  2x  in  den  Formen 
2a:  =  «1  +  (a  -f-  63)  und  2x  =  —  ^i  -F  («  —  ^2)  hervor  u,  s.  w. 

Es  sei  zum  Beispiel 


(1) 

^-lx'-\-2x-f,  =  0, 

so  erhält  man 

(5) 

«3  _  3e»  _|_  ,5e  =  4. 
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Eine  Wurzel  dieser  Oleichung  ist  e  =  1  (welche  sich  nach  der  all- 
gemeinen algebraischen  Methode  sogleich  ergiebt).     Dann  wird  also 

(3)  d^-i, 

(4)  /•=  -  1. 
Also 

(2)  (;e._l)._(a;-.l)«=.0, 

deren  Identität  mit  (1)  sofort  hervortritt,  also  x^  —  i  =  Ifl  (a:  —  1), 
und  somit 

(6)       2a;  =  —  1+1/6     oder    =l+fy2,    wo     i  =  y:^. 

Ich  füge  noch  zwei  Bemerkungen  hinzu. 

Bemerkung  1.     Es   ist   oft  wünschenswerth,   Gleichungen  vierten 

Grades  zu  erhalten,  bei  welchen  die  Hülfsgieichung  dritten  Grades  (5) 

sich  durch  die  bekannte  algebraische  Methode  rational  lösen  lässt.    Dies 

96  erreicht  man,  wenn  man  drei  beliebige  rationale  f  Grössen,  a,  u,  v 

annimmt,  und  die  Gleichung  vierten  Grades  aufstellt: 

a:*  +  jaa:»  +  }/m»  +  r»"^  a»  +  Suva  .  x  +  -^^{Auv  —  a«)  =  0, 

woraus  dann  c  =  m  +  v  —  a  folgt  u.  s.  w.;  so  zum  Beispiel  war  in 
obigem  Beispiele  a  =  —  1,  ti  =  1,  t?  ■=»  —  1. 

Bemerkung  2.    Es  ist  die  Frage,  in  wie  weit  sich  die  obige  Methode 
auch   auf  beliebige   Gleichungen   des   2n-ten    Grades    anwenden   lässt. 
Eine  solche  hat  nach  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  (mit  a:*""^) 
noch  2n  —  1  Koefficienten.     Ebenso  viel  bietet  die  Gleichung 
(af  +  By  —  c(af -1  +  Fy  =  0, 

in  welcher  D  und  F  ganze  Funktionen  des  (n  —  2)-ten  Grades  sind. 
Denn  D  und  F  enthalten  je  (n  —  1)  Koefficienten,  wozu  dann  noch  der 
Koefficient  e  kommt.  Man  hat  zur  Bestimmung  dieser  2n  —  1  Koeffi- 
cienten also  ebensoviel  Gleichungen.  Wenn  diese  Bestimmung  in  irgend 
einer  Weise  gelingt,  so  verwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung  in  die 
oben  angegebene  Form.     Aus  ihr  folgt 

af  +  D  =  ip  ye  (af - 1  +  J^), 

was  dann  durch  Lösung  einer  Gleichung  Wrten  Grades  die  2n  Wurzeln 
der  gegebenen  Gleichung  liefert.  Bis  dahin  ist  also  alles,  wie  bei  der 
Gleichung  vierten  Grades.  Allein  die  Hülfsgieichungen,  durch  welche 
die  Umwandlung  in  die  verlangte  Form  gelingt,  steigen  im  Allgemeinen 
zu  höhereu  Graden  an,  imd  lassen  sich  nur  unter  besonderen  Be- 
dingungen auf  Gleichungen  des  (2n  —  l)-ten  Grades  zurückführen. 


xvni. 
Zur  Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung.       ßos 

Von 

H.  Grassmahn^ 

Eorrespond.  Mitgliede.    Aus  einem  Schreiben  an  A.  Clebsch. 


Göttinger  Nachrichten  1872,  Nr.  26  vom  13.  November,  S.  506—609. 


—  Der  Satz,  den  Sie  in  Bd.  5  Ihrer  Annalen  (S.  425)  über  das  einer 
Kurve  dritter  Ordnung  f  eingeschriebene  Dreieck,  dessen  Seiten  durch  606 
drei  gegebene  Punkte  dieser  Kurve  gehen,  aufgestellt  haben  und  der 
dem  von  mir  in  Grelles  Journal  (Bd.  62,  S.  261  {hier  S.  225))  mit- 
getheilten  Satze  entspricht,  lasst  sich  leicht  auf  beliebige  Vielecke  mit 
ungerader  Seitenzahl  ausdehnen. 

Zu  dem  Ende  gehe  ich  auf  folgende  sogleich  einleuchtende  Sätze 
zurück  (vgl.  Grelles  Journal  a.  a.  0.,  S.  258 £  {hier  S.  222 f.}): 

1.  Die  Ebene  wird  durch  eine  in  ihr  liegende  algebraische  Kurve 
in  Theile  zerlegt,  von  denen  man  je  zwei  (lineal)  aneinandergrenzende 
als  entgegengesetzt  bezeichnet  betrachten  darf,  sodass  also,  wenn  einer 
dieser  Theile  als  positiv  angenommen  wird,  auch  für  jeden  andern 
Theil  unzweideutig  feststeht,  ob  er  positiv  oder  negativ  sei. 

Nachdem  diese  Bestimmung  getroffen  ist,  kann  man  femer  fest- 
setzen, ein  Punkt,  welcher  sich  auf  der  Kurve  bewegt,  bewege  sich 
nach  rechts  hin,  wenn  der  positive  Flächenraum,  an  dessen  Grenze  er 
sich  hinbewegt,  dem  mit  ihm  Gehenden  rechter  Hand  liegt.  Dies  fest- 
gestellt, ergiebt  sich  sogleich: 

2.  Wenn  eine  Gerade  um  einen  einfachen  festen  Punkt  einer 
Kurve  w-ter  Ordnung  sich  bewegt,  so  bewegen  sich  die  n  —  1  übrigen 
Durchschnittspunkte  der  Geraden  und  der  Kurve  abwechselnd  nach 
entgegengesetzten  Seiten  (rechts  und  links). 

Da  man  femer  unendlich  entfernte  Punkte,  welche  vom  Endlichen 
aus  betrachtet  (in  derselben  oder)  in  parallelen  Linien  liegen,  als  einen 
einzigen  Punkt  betrachten  kann,  so  darf  man  sagen,  ein  Punkt  durch- 
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laufe  einen  Zug  der  Kurve  dnfachj  wenn  er  sich  so  auf  ihm  fortbewegt, 
607dass  er  zuletzt  wieder  zu  dem  Ausgangspunkte  f  zurückkehrt^  ohne 
aber  inzwischen  irgend  einen  Punkt  seiner  früheren  Bahn  wieder  be- 
rührt zu  haben,  wobei  jedesmal,  wenn  der  Punkt  ins  Unendliche  vor- 
gerückt ist,  er  dann  sogleich  in  entgegengesetzter  Richtung  (aber  auf 
neuer  Bahn)  wieder  aus  dem  Unendlichen  dem  Endlichen  zustrebt. 

3.  Hiemach  besteht  die  Kurve  dritter  Ordnung  aus  zwei  Zügen, 
von  denen  der  eine  durch  jede  Gerade  in  einer  ungeraden,  der  andere 
(der  also  auch  imaginär  werden  kann)  in  einer  geraden  Anzahl  von 
Punkten  geschnitten  wird.    Ich  will  den  ersteren  den  Hauptztig,  den 

'  anderen  den  Nehethzug  nennen. 

4.  Wenn  eine  Gerade  sich  um  einen  einfachen  Punkt  einer  Kurve 
dritter  Ordnung  bewegt  und  einer  der  beiden  anderen  Durchschnitts- 
punkte der  Geraden  und  der  Kurve  einen  Zug  derselben  einfach  durch- 
läuft, so  thut  es  auch  der  andere  (weil  die  Rückkehr  des  einen  auch 
die  des  andern  bedingt). 

Um  nun  zu  dem  allgemeinen  Satze  zu  gelangen,  nehme  ich  in 
der  Kurve  dritter  Ordnung  eine  ungerade  Anzahl  n  von  einfachen 
festen  Punkten  a^^  a^y  , , ,  a^  und  eine  bewegliche  gebrochene  Linie 
rCj,  a:,,  . . .  rr^^i  an,  deren  «  +  1  Ecken  auf  der  Kurve  liegen  und 
deren  n  Seiten  nach  der  Reihe  durch  die  n  festen  Punkte  gehen,  das 
heisst,  ich  ziehe  von  a^  durch  den  auf  der  Kurve  sich  bewegenden 
Punkt  x^  eine  Gerade,  welche  die  Kurve  zum  dritten  Male  in  x^ 
schneidet,  ziehe  x^a^j  welche  die  Kurve  zum  dritten  Male  in  x^ 
608 schneidet  u.  s.  w.,  zuletzt  a?„a„,  welche  die  Kurve  f  noch  in  x^^^ 
schneidet.  Durchläuft  nun  x^  einen  Zug  der  Kurve  einfach,  so  thut 
das  (nach  4.)  auch  x^j  also  auch  x^  u.  s.  w.,  zuletzt  x^,^^.  Femer 
müssen  (nach  2.)  die  Endpunkte  jeder  Seite  der  Figur  nach  entgegen- 
gesetzten Seiten  (links  und  rechts)  sich  bewegen,  also,  da  die  Seiten- 
zahl n  ungerade  ist,  auch  x^  und  x^^^.  Femer,  wenn  einer  der  Punkte 
c^,  ,  . .  a^  auf  dem  Hauptzuge  liegt,  so  müssen  (nach  3.)  die  Ecken 
der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Seite  auf  ein  imd  demselben  Zuge 
sich  bewegen,  wenn  hingegen  einer  jener  Punkte  auf  dem  Nebenzuge 
liegt,  so  bewegen  sich  die  Ecken  der  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Seite  in  verschiedenen  Zügen;  wenn  also  m  jener  Punkte  «i,  •  .  .  a„ 
auf  dem  Nebenzuge  liegen,  so  wechseln  die  Punkte  ^i,  •  •  •  ^„  +  1  ^^^^ 
der  Reihe  m-mal  den  Zug,  in  welchem  sie  sich  bewegen;  ist  also  m 
eine  ungerade  Zahl,  so  bewegen  sich  x^^  und  x^^^  in  verschiedenen 
Zügen,  können  sich  also  nie  begegnen;  ist  aber  m  gerade,  so  bewegen 
sich  x^  und  x^^^  auf  demselben  Zuge  und  durchlaufen  ihn  nach  dem 
Obigen  einfach  und  nach  entgegengesetzter  Seite,   begegnen  sich  also 
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auf   ihm    zweimal.     Da    dies   auf  jedem    der   beiden    Züge   geschehen 
kann,  so  folgt: 

Wenn  auf  einer  Kurve  dritter  Ordnufig  eine  ungerade  AnzaJil  n  von 
Punkten  gegeben  ist,  vo7i  denen  eine  gerade  Anzahl  auf  dem  Nebenzuge, 
die  übrigen  auf  dem  Hauptzuge  liegen,  so  giebt  es  vier  n-Ecle,  deren 
Ecken  f  auf  der  Kurve  liegen  und  deren  Seiten  einzeln  durch  die  n  ge-  500 
gebenen  Funkte  gehen. 

Von  diesen  vier  «-Ecken  werden  nur  dann  zwei  imaginär,  wenn 
der  Nebenzug  selbst  imaginär  wird.  Wenn  aber  eine  ungerade  Anzahl 
der  n  Punkte  auf  dem  Nebenzuge  liegt,  so  ist  kein  Vieleck  der  ge- 
nannten Art  möglich. 

Es  liegt  hierin  (für  «  =  1)  der  Satz,  dass  man  von  jedem  Punkte 
des  Hauptzuges  vier  und,  wenn  der  Nebenzug  imaginär  ist,  zwei  reelle 
Tangenten  an  die  Kurve  ziehen  kann,  von  einem  Punkte  des  Neben- 
zuges keine. 

Femer  kann  man  den  Satz  dahin  erweitem,  dass  man  statt  jeder 
beliebigen  Seite,  zum  Beispiel  statt  der  Seite  x^^x^y  die  durch  a^  geht, 
einen  Bogen  x^x^  setzt,  der  einem  durch  vier  gegebene  Punkte  a^,  b^y 
Cj ,  rf|  der  Kurve  gehenden  veränderlichen  Kegelschnitte  angehört.  Auch 
hier  muss  von  den  sämtlichen  gegebenen  Punkten  eine  gerade  Anzahl 
auf  dem  Nebenzuge  liegen.  Der  Beweis  dieses  allgemeinen  Satzes  ist 
ganz  derselbe  wie  der  oben  für  geradseitige  n-Ecke  mitgetheilte,  indem 
sich  die  Hülfss^tze  unmittelbar  auf  diesen  allgemeinen  Fall  übertragen 
lassen,  wobei  Satz  3  dann  aussagt,  dass  jeder  Zug  durch  einen  Kegel- 
schnitt in  einer  geraden  Anzahl  von  Punkten  geschnitten  wird. 


XIX. 

667  lieber  zusammengehörige  Pole  und  ihre  Darstellung 

dnrch  Produkte. 

Von 
H.  Orassmanii  in  Stettin. 

Göttinger  Nachrichten  1872,  Nr.  28  vom  25.  December,  S.  567—676. 

An  die  Königliche  Oesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Oottingen. 

Unter  dem  erschütternden  Eindrucke,  welchen  der  für  die  Wissen- 
schaft unersetzliche  Verlust  eines  der  hervorragendsten  Meister  auf  fast 
allen  Gebieten  der  Mathematik  auf  mich,  wie  gewiss  auf  alle  gemacht 
hat,  welche  seine  bahnbrechenden  Leistungen  zu  schätzen  wissen,  ver- 
suche ich  einige  der  Gedanken  niederzuschreiben,  welche  die  letzten 
Arbeiten,  die  das  unerschöpfliche  Genie  des  Dahingeschiedenen  hervor- 
brachte, und  die  er  im  letzten  Hefte  seiner  Annalen  sowie  der  Nach- 
richten unserer  Gesellschaft  niederlegte,  in  mir  erregt  haben.  Nichts 
davon  ahnend,  dass  A.  Clebsch  mitten  aus  seiner  glänzenden  Laufbahn, 
568  die  er  mit  rüstiger  Jugendkraft  durchschritt,  f  herausgerissen  werden 
sollte,  hatte  ich  ihm  noch  nicht  zwei  Wochen  vor  seinem  Tode  einen 
kurzen  Aufsatz,  der  an  eine  jener  Arbeiten  (Annalen  Bd.  5,  S.  424) 
anknüpfte,  übersandt*),,ihm  die  Art  seiner  VeröfiFentlichung  anheim- 
stellend, und  ihm  zugleich  für  die  nächsten  Wochen  einen  Aufsatz 
zugesagt,  welcher  sich  auf  eine  mit  jener  ersteren  eng  verbundene 
Arbeit  (ebendaselbst  S.  422)  beziehen  sollte.  Ich  nehme  mir  die  Frei- 
heit, diese  letztere  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaft  hier- 
mit vorzulegen. 

Clebsch  hat  in  dem  letzten  Hefte  seiner  Annalen  (S.  422 — 424) 
die  von  Hesse  gefundene  Eigenschaft  der  Polenpaare  einer  Kurve  dritter 
Ordnung  und   die  daraus  abgeleitete  Schröter'sche  Konstruktion  dieser 


*)   { Nr.  XVIII  der  vorliegenden  Ausgabe. ) 
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Kurve  durch  drei  gegebene  Polenpaare  behandelt  und  in  gewohnter 
Weise  durch  wenige  tief  in  das  Wesen  der  Sache  einschneidende  Sätze 
und  Bemerkungen  die  ganze  Betrachtungsweise  wesentlich  gefordert. 
Indem  ich  den  von  ihm  eingeschlagenen  Weg  verfolgte,  g<Blang  es  mir, 
der  Betrachtung  noch  eine  andere  Seite  abzugewinnen,  welche  auch 
eine  unmittelbare  Anwendung  auf  Kurven  höherer  Ordnungen  gestattete, 
und  f&r  diese  eine  Reciprocität  erkennen  lässt,  wie  sie  zwischen  Pol 
und  Polare  eines  Kegelschnittes  herrscht. 

Zu  dem  Ende  wende  ich  eine  Bezeichnung  der  Kurve  w-ter  Ord- 
nung an,  welche  der  von  Glebsch  mit  dem  glücklichsten  Erfolge  ge- 
brauchten symbolischen  Darstellung  einer  solchen  Kurve  nahe  verwandt 
ist  Sind  nämlich  x^,  x^y  x^  Dreieckskoordinaten,  bezogen  auf  ein 
Dreieck,  dessen  Ecken  e^,  e^,  e^  seien,  und  bildet  man  die  Potenz 
(^1  +  ^s  +  ^s)**  ^^^  multiplicirt  jedes  Glied  in  der  Entwickelung  dieser 
Potenz  mit  f  einem  Koefficienten,  so  nenne  ich  mit  Glebsch  diese  560 
Koeffioienten  zugleich  Koefficienten  der  so  entstandenen  Funktion  9. 
Aber  statt  nun  die  Potenz  (x^  +  ^2  "f"  ^s)"  ^^^  Symbol  dieser  Funktion 
zu  gebrauchen,  wende  ich,  gemäss  meiner  Darstellung  in  der  Ausdeh- 
nungslehre (von  1862,  Nr.  358  {diese  Ausgabe  I,  2,  S.  230}),  ein  be- 
liebiges Zeichen  a  oder  a„  in  der  Weise  als  Symbol  derselben  an,  dass 
dies  Zeichen  mit  beliebigen  Potenzen  jener  Ecken  e^^,  e^^  e^  multiplicirt 
denjenigen  Koefficienten  jener  Funktion  q>  bezeichnet,  welcher  zu  dem 
Produkte  der  entstehenden  Potenzen  von  x^,  x^,  x^  gehört.    Also  wenn 

^ikl  ^ikt  ^1  ^8  '^3 

irgend  ein  Olied  der  Funktion  9  ist,  c^^,  der  Koefficient  von  x^*x^x^  in 
der  Entwickelung  der  Potenz  {x^  +  ^g  +  ^s)"»  ^iki  ^^  ^^^  ^^^ 
Obigen  der  zugehörige  Koefficient  von  9,  und  a^  das  Symbol  von  9 
ist,  so  ist  stets 

Wird  nun  endlich  der  Punkt  x,  dessen  auf  das  Dreieck  e^^e^,  e^  bezogene 
Koordinaten  x^^x^,  x^  sind,  =  x^e^-]-  x^e^  -f-  x^e^  gesetzt  (Ausdehnungs- 
lehre von  1844,  §  116  und  117  {diese  Ausgabe  I,  1,  S.  191— 193},  Möbius 
barycentrischer  Calcül),  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  die  obige  Funk- 
tion 9  genau  dargestellt  wird  durch  a„a^;  zum  Beispiel  wird  die  Funktion 

«11^1*  +  «22^2*  +  «83  V  +  SaggiTgarj  -f  2a^^x^x^  +  2a^^x^x^  =  a^x^ 

sein.  Wird  a^af*  =  0,  so  ist  der  Ort  für  x  eine  Kurve  t^ter  Ordnung, 
und  wir  können  daher  a^  f  auch  als  Symbol  dieser  Kurve  auffassen.  570 

Sind  nun  a  und  h  zwei  beliebige  Punkte  und  k  eine  veränderliche 
Zahl,  so  stellt  a  -^^  Xb  bekanntlich  jeden  beliebigen  Punkt  der  Geraden 
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ab  dar,  und  die  Gleichung  a„(a  +  ^i)"  =  0  liefert  die  n  Durchschnitts- 
punkte  dieser  Geraden  mit  der  Kurve  a„.     Die  Entwickelung  giebt 

(1)  rt.a"  +  n  .  a„a"-'b  .  X  +  ''^''^  ^^  a^a-^h\  k^ -\ =  0. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass,  wenn  die  m  ersten  Glieder  derselben 
null  sind,  auch  m  Werthe  von  A  null  sind,  also  die  Gerade  ah  die 
Kurve  a„  in  a  m-punktig  berührt,  femer  dass,  wenn  die  ni  ersten 
Glieder  für  jeden  Werth  von  h  verschwinden,  auch  jede  durch  a  ge- 
zogene Gerade  die  Kurve  in  a  in-punktig  triflfl,  das  heisst,  a  ein  iw-facher 
I'unkt  ist.  Setzen  wir  nun  ein  Symbol  «^  nur  dann  gleich  Null,  wenn 
es  mit  beliebigen  m  Punkten  multiplicirt  Null  giebt,  oder,  anders  aus- 
gcMlrückt,  wenn  seine  sämmtlichen  Koefficienten  null  sind,  so  können 
wir  sagen  a„a"~**  =  0  drücke  aus,  dass  der  Punkt  a  ein  (m  +  l)-facher 
Punkt  der  Kurve  a^  sei;  namentlich  a^a^'^  ^=0,  dass  a  ein  Doppel- 
punkt derselben  sei. 

Die  Glieder  in  der  obigen  Gleichung  (1)  stellen,  wenn  man'  h  ver- 
ilnderlich  setzt,  die  zu  der  Kurve  «„  gehörigen  Polaren  von  a  dar. 
Namentlich  ist  or„a  Symbol  der  ersten  Polare  von  a,  welche  ich  schlechthin 
271  die  Polare  von  a  f  nennen  will,  ct^a^  Symbol  der  zweiten  Polare 
von  a,  welche  ich  die  Polare  von  a*  nennen  will,  u.  s.  w.  Femer 
werde  ich  die  durch  das  Symbol  «„a^a,  .  .  .  a^  dargestellte  Kurve 
(n  —  m)-ter  Ordnung  die  zu  der  Kurve  a„  gehörige  Polare  des  Vereins 
der  Punkte  a^,  Of  -  - .,  ö,«  oder  kurz  die  Polare  von  a^a^  ,  , ,  a^  nennen. 

Diese  Bestimmungen  genügen,  um  die  Polenpaare  einer  Kurve 
dritter  Ordnung  und  die  zusammengehörigen  Pole  von  Kurven  höherer 
Ordnung  auf  die  einfachste  Weise  abzuleiten.  In  der  That  bestimmt 
die  Gleichung 

(2)  «jafe  =  0 

a  und  b  als  Polenpaar  der  Kurve  «j.  Setzt  man  die  Polare  von  a, 
also  «3«,  =  «8,  so  sagt  die  Gleichung  «20  =  0  aus,  dass  b  ein  Doppel- 
punkt des  Kegelschnittes  a^  ist,  das  heisst,  dass  die  Polare  von  a  in 
zwei  gerade  Linien  zerfällt,  die  sich  in  b  schneiden.  Diese  Eigenschaft 
haben  aber  die  Punkte  a  der  Hessiana  von  ofg,  das  heisst  n  (und  also 
auch  b)  liegt,  in  dieser  Hessiana,  und  jeder  Punkt  a  der  letzteren  hat 
die  Eigenschaft,  dass  a^ab  =  0  ist,  wenn  b  den  Doppelpunkt  der 
Polare  von  a  bezeichnet.  Auch  leuchtet  sogleich  ein,  dass  (falls  nicht 
a,  in  drei  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade  ausartet)  zu  jedem 
Punkte  a  der  zugepaarte  b  genau  und  eindeutig  bestimmt  ist. 

Die  Gleichung  (2)  lehrt  alle  hierher  gehörigen  Aufgaben  aufs  ein- 
fachste lösen.  So  liefert  sie  sogleich  die  Gleichung  der  Hessiana.  Denn  sie 
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sagt  aus,  dass  a^ab  mit  jedem  Punkte  multiplicirt  Null  giebt,  {und} 
dies  wird  erfüllt,  wenn  a^ab  mit  dreien  ein  Dreieck  bildenden  Punkten 
^17  ^;  ^  t  einzeln  multiplicirt  Null  giebt,  also  wenn  672 

a^ae^b  =  a^ae^b  =  cc^ae^b  =  0 

ist,  das  heisst,  wenn  b  der  Durchschnitt  der  drei  Geraden  a^ae^,  cc^ae^, 
a^ae^  ist;  die  einzige  Bedingung  für  die  Hessiana  ist  also,  dass  diese 
drei  Geraden  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Nun  habe  ich  gezeigt 
(Ausdehnungslehre  von  1844  §  144,  von  1862  Nr.  295  { diese  Ausgabe  1, 1, 
S.  243,  I,  2,  S.  187},  dass  die  Bedingung,  dass  drei  Gerade  A,  B,  C 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  durch  die  Gleichung  [ABC]==rO  dar- 
gestellt werden  kann.  Also  ist  die  Gleichung  der  Hessiana 
[a^ae^  .  a^ae^  .  a^ae^]  =  0, 

wo  a  der  diese  Kurve  beschreibende  Punkt  ist;  ich  werde  die  Hessiana 
von  «3  symbolisch  mit  ß^  bezeichnen.  Es  liegen  also  a  und  b  in  ß^, 
und  zwar  einer  derselben  darin  ganz  willkürlich;  dann  ist  aber,  voraus- 
gesetzt, dass  die  Curve  a^  gegeben  ist,  der  andere  eindeutig  bestimmt. 
Die  Aufgabe,  welche  der  Schröter'schen  Konstruktion  zu  Grunde 
hegt,  nämlich  aus  zwei  Polenpaaren  (ab  und  cd)  ein  drittes  abzuleiten, 
führt  hiemach  auf  die  einfache  Aufgabe  zurück,  aus  zwei  verschwin- 
denden Produkten  je  zweier  Punkte  ein  drittes  solches  abzuleiten,  und 
zwar  unter  Anwendung  der  gewöhnlichen  Multiplikationsgesetze.  Hierbei 
ist  vorauszusetzen,  dass  keine  drei  der  vier  Punkte  a,  6,  c,  d  in  ge- 
rader Linie  liegen.  Wir  können  a,  b,  c,  d  als  vielfache  Punkte  (Punkte 
mit  {je}  einem  Koefficienten  versehen)  setzen;  dann  lässt  sich  d  als 
Summe  der  drei  andern  darstellen,  also  rf  =  a  +  6  -f-  c.  Die  gesuchten 
Punkte  seien 

x  =  x^a  +  x^b  +  c,     y  =  yia  +  y^b  +  Cj 

so  hat  man,  wenn  0  =  ab  =  cd  =  xy  sein  soll,  erstens  c(a  +  6  -f-  c)  =  0, 
das  heisst  c*  =  —  ab  —  bc]  und  mit  Benutzung  dieser  Gleichung 
erhält  man 

^y  =  ^1^1«^  +  ^22/2^*  +  (^1  +  ^1  —  1)  «^'  +  (y2  +  x^  —  i)bc  =  0, 

wo  die  einzelnen  Koefficienten  null  f  sein  müssen.  Aus  a:^yi==0673 
folgt  beispielsweise  x^  =  0,  dann  darf  aber  nicht  x^  verschwinden,  weil 
sonst  X  mit  c  identisch  wäre;  also  folgt  dann  aus  rc^y,  =  0  nothwendig 
yj  =  0,  und  aus  den  beiden  andern  x^  =  1,  y^  =  1,  das  heisst,  einer 
der  beiden  gesuchten  Punkte  ist  c  +  6,  der  andere  c  -f-  a;  der  Punkt 
c+  6  liegt  aber  erstens  in  der  Geraden  eb  und  zweitens,  dac-\-b  =  d  —  a 
ist,  in  der  Geraden  ad,  also  im  Durchschnitt  beider,  und  aus  gleichem 
Grunde  der  andere  in  dem  Durchschnitte  der  Geraden  ca  und  db,  was 
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die  Schröter*sche  (schon  von  Hesse  angedeutete)  Konstruktion  ist. 
Fallen  a  und  c  in  der  Tangente  t  (an  /3,)  zusammen  und  d  und  h  in 
der  Tangente  t^,  so  ist  der  eine  jener  abgeleiteten  Punkte  der  Durch- 
schnittspunkt dieser  Tangenten,  also  liegt  auch  dieser  Durchschnitts- 
punkt stets  auf  der  Kurre  /},. 

Aus  dieser  Darstellung  ergiebt  sich  die  Eigenschaft  zusammen- 
gehöriger Pole  für  Kurven  höherer  Qrade  von  selbst.  Ist  zum  Beispiel 
«^  Symbol  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  so  stellt 

(3)  a^abc  =  0 

die  Eigenschaft  von  drei  zusammengehörigen  Polen  a,  b^  c  einer  Kurve 
vierter  Ordnung  «^  dar.  Einer  dieser  Pole,  zum  Beispiel  a,  ist  ganz 
willkürlich;  dann  ist  aber,  wenn  die  Polare  a^a  von  a  gleich  a^  ge- 
setzt wird,  «jfcc  =  0,  das  heisst,  b  liegt  willkürlich  in  der  Hessiana  ß^ 
von  «j.  Dann  ist  aber  (falls  nicht  die  Polare  cfj  in  drei  durch  einen 
Punkt  gehende  Gerade  zerfallt,  was  nur  bei  besonderen  Arten  von 
Kurven  vierter  Ordnung  und  auch  hier  nur  für  bestimmte  Punkte  a 
gilt)  der  dritte  Punkt  c  eindeutig  bestimmt.  Ich  will  diese  Kurve  /S,, 
574  da  sie  durch  die  Wendepunkte  f  von  or,  geht,  der  Kürze  wegen  die 
(zu  «4  gehörige)  Wenddinie  des  Poles  a  nennen;  das  heisst,  Wendelinie 
des  Punktes  a  nenne  ich  die  Hessiana  der  Polare  von  a.  Da  man 
also  die  Faktoren  a,  b,  c  vertauschen  kann,  so  haben  jede  drei  in 
Bezug  auf  eine  Kurve  vierter  Ordnung  zusammengehörige  Punkte  die 
Eigenschaft,  dass  die  Wendelinie  jedes  der  drei  Punkte  durch  die  beiden 
andern  geht,  oder,  anders  ausgedrückt:  Bestimmt  man  zu  einem  be- 
liebigen Pole  a  die  Wendelinie,  und  nimmt  auf  dieser  einen  beliebigen 
Punkt  6  an,  so  geht  dessen  Wendelinie  durch  a,  und  beide  Wende- 
linien gehen  durch  den  Punkt  c,  welcher  mit  a  und  b  einen  Verein 
dreier  zusammengehöriger  Punkte  bildet. 

Um  die  entsprechenden  Beziehungen  für  Kurven  höherer  Ordnungen 
darzustellen,  wird  es  genügen,  sie  noch  für  Kurven  fünfter  Ordnung 
zur  Anschauung  zu  bringen.     Hier  stellt  die  Gleichung 

(4)  a^ab/id  =  0 

die  Eigenschaft  von  vier  zusammengehörigen  Punkten  dar.  Die  Hessiana 
ß^  zu  der  Polare  a^  =  a^ab  des  Punktenpaares  ab  heisse  auch  hier  die 
Wendelinie  des  Punktenpaares  ab  (in  Bezug  auf  die  Kurve  cfg).  Es 
haben  also  jede  vier  in  Bezug  auf  eine  Kurve  5.  Ordnung  zusammen- 
gehörige Punkte  die  Eigenschaft,  dass  die  Wendelinie  je  zweier  unter 
ihnen  durch  die  beiden  andern  geht,  oder,  anders  ausgedrückt: 

Bestimmt  man  die  Wendelinie  zu  zwei  beliebigen  Punkten  a  und  b 
der  Ebene,  und  nimmt  auf  dieser  Wendelinie  einen  beliebigen  Punkt  c 
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an  und  sucht  dann  zu  a,  h,  c  den  dadurch  bestimmten  Punkt  d,  welcher 
mit  ihnen  einen  Verein  yon  vier  zusammengehörigen  Punkten  bildet^ 
so  geht  jede  Wendelinie  f  von  zweien  dieser  Punkte  durch  die  beiden  675 
andern.  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  zu  zweien  dieser  Punkte 
gehörige  Polare  nicht  in  drei  durch  einen  Punkt  gehende  Linien  zer- 
fallt^ was  nur  für  eine  begränzte  Anzahl  von  Punktenpaaren  der  Fall 
sein  kann. 

Es  sind  hier  überall  nur  diejenigen  Gleichungen  in  Betracht  ge- 
zogen, wo  das  Symbol  der  Kurven  w-ter  Ordnung  mit  w  —  1  Punkten 
multiplicirt  war,  so  dass  überall  nur  eine  der  Faktorstellen  unausgefüUt 
bleibt.  Sollen  mehr,  zum  Beispiel  m  der  Faktorstellen  unausgefüllt 
bleiben,  so  muss  man,  um  zu  einfachen  Resultaten  zu  gelangen,  zu- 
nächst einen  andern  Weg  einschlagen,  den  ich  hier  nur  andeuten  will. 
Man  hat  nämlich  dann  eine  Grösse  P^  einzuführen,  welche  nicht  un- 
mittelbar aus  m  Punktfaktoren  besteht,  sondern  vielmehr  aus  solchen 
Produkten  numerisch  abgeleitet  ist;  {man  hat}  also  zum  Beispiel 
P,  =  a^^e,^  +  OjjC,«  +  035^3«  +  a^^e^e^  +  a^^e^e,  -f-  a^^e^e^ 

zu  setzen,  wo  a^^,  a,,,  ...  Zahlen  sind.  Hat  man  zum  Beispiel 
cc^aP^  =  0,  wo  «5  wieder  ein  Symbol  einer  Kurve  5.  Ordnung  ist,  so 
hat  man  als  Ort  für  a  eine  Kurve  6.  Ordnung,  welche  die  gleich  Null 
gesetzte  Determinante  der  sechs  Gleichungen 

cc^aP^e^^  =«=  0,     a^aP^e^^  =  0,  . . .,  a^aP^e^^e^  =  0,  . . . 

in  Bezug  auf  die  sechs  Unbekannten  a^^,  a^,;  .  • .;  a^s  ^^^*  ^^^  sieht 
sogleich,  dass  diese  Determinantengleichung  für  «„a^'^P,  =  0  vom 
6(n  —  4)-ten  Grade  ist.  Die  durch  sie  dargestellte  Kurve  entspricht 
genau  der  Hessiana.  Man  kann  sie  die  zweite  Determinantencurve 
nennen,  wenn  die  Hessiana  als  die  erste  bezeichnet  wird.  Ganz  auf 
dieselbe  Weise  ergiebt  sich  zu  a^a"~*'"P^  =  0  f  eine  m-te  Determi-676 
ui^ntencurve,  deren  Ordnung  |^  (m  -f-  1)  (m  +  2)  (»  —  2m)  ist,  und 
welche  für  m  =  1  in  die  Hessiana  übergeht. 

Stettin,  den  15.  November  1872. 
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Von 

Hermann  Grassmann  in  Stettin. 


Mathematische  Annalen  Bd.  7,  Heft  4,  S.  638—548,  ausgegeben  am  30. 6. 1874,  Leipzig. 


Die  neuere  Algebra  hat  durch  die  vereinten  Bemühungen  der 
hervorragendsten  Mathematiker  gegenwärtig  eine  Ausbildung  erlangt, 
welche  sie  fast  mit  allen  Zweigen  der  Mathematik  in  die  engste  Be- 
ziehung setzt  und  auch  diese  mit  ihren  Ideen  befruchtet.  Und  in  dem 
Mittelpunkte  aller  dieser  Bestrebungen  stand  seit  einer  Reihe  von  Jahren 
der  seinen  zahlreichen  Freunden  und  der  gesamten  Wissenschaft  so 
früh  entrissene  Clebsch^  der  fast  nach  allen  Seiten  hin  diese  Be- 
strebungen anregte  und  förderte,  und  die  vereinzelten  hier  und  dort 
gewonnenen  Resultate  zu  verweben  und  durch  neue  und  umfassende 
Gedanken  zu  beleben  und  auf  neue  vielverheissende  Bahnen  zu  lenken 
verstand.  Durch  ihn  bin  auch  ich  wieder  auf  das  Gebiet  der  neueren 
Algebra  zurückgeführt  und  zu  dem  Versuche  angeregt  worden,  das- 
selbe mit  dem  nahe  angrenzenden  Gebiete  der  Ausdehnungslehre  in 
näheren  Zusammenhang  zu  setzen.  Indem  ich  die  Principien  dieser 
Wissenschaft,  wie  ich  sie  in  meinen  Werken  von  den  Jahren  1844 
und  1862  bearbeitet  habe,  auf  die  Probleme  der  Invariantentheorie 
anwandte,  gelangte  ich  zu  einem  Satze,  der,  wie  ich  glaube,  als  ein 
Fundamentalsatz  dieser  Theorie  angesehen  werden  muss,  und  den  ich 
seinem  wesentlichen  Inhalte  nach  hier  sogleich  aufstelle. 

§  1. 

Fundamentalsats. 

In  diesem  Satze  bedeutet  m  die  Anzahl  der  Einheiten  (in  der  ge- 
raden Linie  zwei,  in  der  Ebene  drei  u.  s.  w.),  aus  denen  die  der  Be- 
trachtung unterworfenen  extensiven  Grössen  numerisch  abgeleitet  werden, 


§  1.   Fondamentalsatz.  257 

k  die  Anzahl  sämtlicher  Zahlkoefficienten,  welche  in  dem  zu  Grunde 
hegenden  Vereine  algebraischer  Formen  vorkommen  und  welche  sämt- 
lich als  von  einander  unabhängig  betrachtet  werden. 

Alle  Formen  (Invarianten,  Eo Varianten,  Zwischenformen  u.  s.  w.), 
welche  einer  gegebenen  algebraiseJicn  Form  oder  einem  Vereine  solcher 
Formen  entspriessen,  lassen  sich  atis  k  —  m -\- 1  von  einander  wnoi- 639 
hängigen  Stammformen  als  rationale  Funktionen  ableiten,  und  zwa/r  als 
ganze  Funktionen ,  wenn  man  eine  gewisse  ga/nze  Funktion  u  dieser 
Stammformen  gleich  Eins  setzt.  Man  erhält  diese  Stammformen,  indßm 
man  in  den  gegebenen  Formen  statt  der  extensiven  Variabein  x  m  exten- 
sive Variabein  x^,  , . .,  x^  (statt  jedes  einzelnen  Faktors  eine  beliebige 
derselben)  einführt,  von  denen  eine,  etwa  x^,  mit  x  gleich,  und  eine 
andere,  etwa  x^,  durch  die  übrigen  und  durch  eine  der  gegebenen  Formen 
in  der  Art  bestimmt  ist,  dass  sie  in  Bezug  a^f  diese  Form  Cen- 
trum erster  Ordnung  zu  den  Polen  x^y  . , ,  x^^^  mrd  und  ausserdem 
u  =  [x^x^  . .  .  x^]  =  1  ist.  Wenn  dann  eine  beliebige  dem  gegebenen 
Vereine  entsprossene  Form  TT  als  ganze  Funktion  der  Stammformen  dar- 
gestellt werden  soU,  so  gelingt  dies  unmittelbar,  indem  man  in  TT  statt  der 
Einheiten  e^,  . .  .,  e^y  von  denen  die  k  Koefficienten  abhängen,  x^j  . , ,,  x^ 
einführt,  eine  der  veränderlichen  Zahlen,  von  denen  x  {=  x^  abhängt 
(etwa  x^^  gleich  Eins  und  die  übrigen  [gleich]  Null  setzt 

Auch  wenn  diese  invarianten  Bildungen  TT  nur  symbolisch  ge- 
geben sind,  lässt  sich  die  Reduktion  auf  die  Stammformen  aufs  leich- 
teste ausfahren. 

Dadurch,  dass  man  u=  1  setzt,  kann  die  Homogenität  aufhören, 
aber  man  kann  sie  stets  sofort  wieder  herbeiführen,  wenn  man  u  so 
oft  (statt  1)  als  Faktor  hinzufügt,  bis  die  Homogenität  erreicht  ist. 

Femer  gilt  dieser  Satz  nicht  nur,  wenn  die  gegebenen  Formen 
einfach-algebraische,  sondern  auch,  wenn  sie  alle  oder  einige  imter 
ihnen  Konnexe  oder  Komplexe,  oder  aus  beiden  beliebig  zusammen- 
gesetzte Formen  sind,  zum  Beispiel  Formen,  welche  in  der  Ebene  von 
Punkten  und  Linien  (Annalen  VI,  203),  im  Räume  von  Punkten,  Linien 
(oder  Summen  derselben)  und  Ebenen,  überhaupt  in  einem  Gebiete 
w-ter  Stufe  von  Grössen  erster,  zweiter  bis  (w  —  l)-ter  Stufe  abhängen 
(Annalen  VII,  43). 

In  allen  diesen  Fällen  kann  man  statt  der  k  —  m  +  1  Stamm- 
formen auch  beliebige  andere  aber  von  einander  unabhängige  invariante 
Bildungen  (Invarianten,  Ko Varianten  u.  s.  w.)  einführen,  welche  dem 
gegebenen  Vereine  entsprossen  sind;  aber  es  hört  dann,  wenn  man 
statt  aller  Stammformen  die  üblichen  invarianten  Bildungen  einführen 
will,  schon  bei  temären  Formen  die  Rationalität  auf  und  man  muss 
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dann   zu  einer  grösseren  Zahl  jener  Bildungen  seine  Zuflucht  nehmen, 
wenn  man  die  Rationalität  bewahren  will. 

Diese  Bemerkungen  werden  genügen;  um  die  Bedeutung  und  die 
Anwendbarkeit  des  neuen  Fundamentalsatzes  vorläufig  festzustellen. 
Für  das  nähere  Yerständniss  ist  es  erforderlich,  einige  GrundbegrifiFe 
aus  der  Ausdehnungslehre  aufzunehmen  und  sie  mit  der  üblichen  Sym- 
bolik (die  ich  unyemndert  beibehalte)  in  Beziehung  zu  setzen;  doch 
640  beschränke  ich  mich  auf  das  für  den  vorliegenden  Zweck  Unentbehr- 
lichste, indem  ich  im  Uebrigen  auf  die  Paragraphen  meiner  Ausdeh- 
nungslehre von  1844  (Aj)  und  auf  die  Nummern  der  Bearbeitung  der- 
selben von  1862  (A,)  verweise. 

§2. 

Grundbegriffe  der  AuBdehnungslehre 
und  ihre  Anwendung  auf  die  neuere  Algebra. 

Den  extensiven  Grössen,  welche  die  Ausdehnungslehre  behandelt, 
liegt  eine  Reihe  von  Grössen  zu  Grunde^  welche  in  keiner  Zahlbeziehung 
zu  einander  stehen  ^  das  heisst,  von  denen  sich  keine  aus  den  übrigen 
numerisch  ableiten  oder,  anders  ausgedrückt,  keine  sich  als  lineare 
Funktion  der  übrigen  mit  Zahlkoefficienten  darstellen  lässt,  und  die 
ich,  sofern  sie  als  ursprünglich  zu  Grunde  liegend  betrachtet  werden, 
Einheiten  erster  Stufe  genannt  habe.  Als  solche  können  zum  Beispiel 
im  Räume  vier  beliebige  Punkte  betrachtet  werden,  die  nicht  in  einer 
Ebene  liegen.  Es  seien  e^,  . . .,  e^  diese  Einheiten,  so  nenne  ich  Grösse 
erster  Stufe  jede  Grösse  a^je^  -f-  •  •  •  +  ^m^my  wo  a?i,  .  .  .,  x^  Zahlgrössen 
sind,  und  die  Gesamtheit  dieser  Grössen  nenne  ich  ein  Gebiet  w-ter 
Stufe  (Aj  §  13;  A,  Nr.  Iff.,  {d.  Ausg.  I,  1,  S.  46fiF.,  I,  2,  S.  llff.}). 

Das  Produkt  zweier  Grössen  erster  Stufe  nenne  ich  ein  kombina- 
torisches,  wenn  für  dasselbe  die  Gesetze  [aa]  =  0,  [a6]  =  —  [ba] 
gelten,  und  nenne  diese  Produkte  imd  die  aus  ihnen  numerisch  ableit- 
baren Grössen  Grössen  zweiter  Stufe.  Entsprechend  bei  drei  und  mehr 
Faktoren  erster  Stufe,  bei  denen  gleichfalls  das  Produkt  Null  wird, 
wenn  zwei  Faktoren  gleich  werden,  und  entgegengesetzten  Werth  an- 
nimmt, wenn  man  zwei  derselben  vertauscht.  (A^  §  33;  Aj  Nr.  52fi\ 
{d.  Ausg.  I,  1,  S.  83fiF.,  I,  2,  S.  38ff.}.) 

Man  erhält  so  Grössen  erster  bis  m-ter  Stufe,  während  die  Zahlen 
als  Grössen  nullter  Stufe  erscheinen.  Grössen  von  höherer  als  m-ter 
Stufe  kann  es  in  einem  Gebiete  m-ter  Stufe  nicht  geben,  da  das  kom- 
binatorische Produkt  von  m  +  1  Grössen  erster  Stufe  schon  ersicht- 
lich  Null   wird.     Aber    auch   die   Grössen   w-ter   Stufe   liefern   keine 
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eigenthümlichen  neuen  Grössen.  Denn  sie  verhalten  sich  wie  blosse 
Zahlen,  indem  [a^a^  . . .  a^]  =  [ei^j  ...  ^„,1 A  ist,  wenn  A  die  Determi- 
nante der  Zahlenreihen  bezeichnet,  durch  welche  o^, . . .,  a^  aus  ^i, . . .,  c^ 
abgeleitet  sind  (A^  §  45,  A^  Nr.  62  fiF.  { d.  Ausg.  1, 1,  S.  100, 1,  2,  S.  43flF. } ). 
Schon  hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Bezeichnung  eines  kombinatori- 
schen Produktes  von  m  Faktoren  mit  der  der  symbolischen  Produkte  in 
der  Invariantentheorie  im  Wesen  übereinstimmt.  Um  diese  Produkte 
(von  m  Faktoren)  als  wirkliche  Zahlen  darzustellen,  genügt  es,  das 
kombinatorische  Produkt  der  m  Einheiten  erster  Stufe  [e^e^  . . .  6^]  gleich 
Eins  zu  setzen. 

Jede  Grösse  p-ter  Stufe  ist  offenbar  aus  Einheiten  p-ter  Stufe, 
welche  f  die  Kombinationen  ohne  Wiederholung  aus  den  m  Einheiten  641 
erster  Stufe  zur  p-ten  Klasse  darstellen,  numerisch  ableitbar.  So  wie 
aber  die  Grössen  m-ter  Stufe  vermöge  obiger  Gleichung  [ßi^  -"  €fn]  =  ^ 
als  Grössen  nuUter  Stufe  sich  darstellen,  so  entsprechen  sich  überhaupt 
die  Grössen  ^ter  und  (rn — |))-ter  Stufe  (immer  im  Ganzen  m  Einheiten 
erster  Stufe  vorausgesetzt).  Um  dies  Entsprechen  klar  hervortreten 
zu  lassen,  setze  ich  einem  kombinatorischen  Produkte  von  Einheiten 
erster  Stufe  das  kombinatorische  Produkt  der  übrigen  Einheiten  erster 
Stufe  reciprok  und  zwar  mit  der  Zeichenbestimmung,  dass,  wenn  an 
jenes  Produkt  dies  redproke  (ergänzende  A^  §  138,  Aj  Nr.  89  ff,  {d. 
Ausg.  I,  1,  S.  227,  I,  2,  S.  62ff.})  angeschlossen  wird,  und  dadurch 
beide  zu  einem  Produkte  von  m  Einheiten  verbunden  werden,  dies  ge- 
samte Produkt  gleich  -}"  1  wird.  Dadurch  ist  dann  zu  jeder  Grösse 
ihre  reciproke,  die  aus  den  reciproken  Einheiten  durch  dieselben  Zahlen 
abgeleitet  ist,  wie  jene  aus  den  ihrigen,  genau  bestimmt.  Alle  Gesetze 
der  Ausdehnungslehre  lassen  sich  dann  unmittelbar  auf  die  reciproken 
Grössen  übertragen.  Als  Beispiel  wähle  ich  die  Grössen  in  einem 
Gtebiete  vierter  Stufe,  im  Räume.  Hier  treten  hervor  die  Grössen  erster 
Stufe  als  Punkte,  die  Grössen  zweiter  Stufe  als  Linien  und  Summen 
von  Linien  (Aj  §  113,  122;  A,  Nr.  285  {d.  Ausg.  I,  1,  S.  188,  201, 
I,  2,  S.  185}),  die  Grössen  dritter  Stufe  als  Ebenen*,  während  die 
Grössen  vierter  Stufe,  da  sie  Raumtheile  darstellen,  sich  in  Zahlen 
verwandeln,  wenn  man  einen  Raumtheil  [^ißg^s^J  =  1  setzt.  Die 
Grössen  erster  Stufe  sind  aus  den  vier  Einheiten  e^,  e^,  ßj,  e^,  die 
Grössen  dritter  Stufe  aus  den  vier  zu  jenen  reciproken  Einheiten  r^,  rj, 
fj,  r^,  die  Grössen  zweiter  Stufe  aus  sechs  Einheiten,  nämlich  [e^ßj], 
[ßgcj,  [e^e^]  und  den  reciproken  [«lej,  [e^ej,  [«a^J  ableitbar;  und  ist 
X  aus  diesen  sechs  Einheiten  durch  die  Zahlen  x^y  .  .  ,y  x^  abgeleitet,  so 
stellt  eine  Funktion  dieser  Zahlen  einen  von  X  beschriebenen  Komplex 
dar,  welcher  ein  specieller  Komplex  wird,  wenn  [XX]  =  0  ist  (A^  §  124; 
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A,  Nr.  286,  vgl.  Nr.  393  {d.  Ausg.  I,  1,  S.  205,  I,  2,  S.  185,  264}) 
und  vor  allem  Kleines  gedankenreiche  Arbeiten  im  zweiten  und  fünften 
Bande  der  Annalen). 

Für  die  Invariantentheorie  sind  von  besonderem  Interesse  die  kom- 
binatorischen Produkte  von  einer  Grösse  (w  —  l)-ter  und  einer  Grösse 
erster  Stufe,  welche  wieder,  da  die  Gesamtzahl  der  Faktoren  erster 
Stufe,  die  in  ihnen  enthalten  sind,  m  betragt,  als  Zahlen  erscheinen. 
Ist  X  eine  Grösse  erster  Stufe  x^e^  +  •  •  *  +  ^m^m  {^^  ^u  -  -  '>^m  Zahlen 
sind)  und  a  eine  Grösse  (m  —  l)-ter  Stufe  =  o^rj  -| —  •  -}"  ^m*"«»?  ^^ 
^i)  '  ' '}  ^m  ^^®  2^  ^?  •  •  •  ^m  reciproken  Einheiten  und  ö^,  .  . .  a^  Zahlen 
sind,  so  ist  nach  obigem  [e.rj  =  1,  hingegen  [€,.rj  =  0,  wenn  i  von  k 
verschieden  ist,  also 

[xä]  =  a^x,  +  a^x^-{ h  a^x^  =  a„ 

letzteres,  wie  unten  gezeigt  wird,  nach  der  üblichen  symbolischen  Be- 
zeichnung. 
642  Femer  ist  für  den  Begriff  der  invarianten  Bildungen  noch  der 
Begriff  der  Unealen  Aenderung  (A,  Nr.  71—76  { d.  Ausg.  1, 2,  S.  49—56 } ) 
von  Wichtigkeit.  Ich  sage  nämlich,  eine  Grösse  einer  Reihe  von  Grössen 
ändere  sich  lineal,  wenn  sie  in  eine  andere  Grösse  übergeht,  welche 
sich  von  jener  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  zu  ihr  eine  mit  einem 
beliebigen  Zahlfaktor  (fi)  versehene  andere  Grösse  der  Reihe  hinzutritt, 
also  zum  Beispiel  A  sich  in  -4  +  (iB  verwandelt,  wenn  A  und  B  be- 
liebige Grössen  jener  Reihe  sind,  und  ich  sage,  die  Grössenreihe  sei 
lineal  geändert,  wenn  sie  beliebigen  und  beliebig  wiederholten  linealen 
Aendenmgen  der  darin  enthaltenen  Grössen  unterworfen  ist.  Es  leuchtet 
sogleich  ein,  dass  ein  kombinatorisches  Produkt  von  Grössen  erster 
Stufe  sich  nicht  ändert,  wenn  seine  Faktorenreihe  lineal  geändert  wird; 
aber  ich  habe  auch  (A,  Nr.  76)  gezeigt,  dass  von  zwei  gleichen  kom- 
binatorischen Produkten  jedes  in  das  andere  durch  lineale  Aenderung 
seiner  Faktorenreihe  übergeführt  werden  kann  (die  Faktoren  als  Grössen 
erster  oder  auch  (m  —  l)-ter  Stufe  vorausgesetzt). 

Hiemach  kann  man  alle  invarianten  Bildungen  (Invarianten,  Ko- 
Varianten  u.  s.  w.)  als  solche  definiren,  die  hei  linealer  Aenderung  der 
Einheiten  ungeändert  bleiben,  eine  Definition,  die  ihrer  Einfachheit 
wegen  wohl  vor  der  gewöhnlichen  den  Vorzug  verdient,  zumal  da 
sie  ohne  weiteres  auch  alle  symbolischen  Bildungen  als  invariant 
nachweist. 

Wenn  sich  nun  die  Einheiten  e^^,  -  -  -,  e^  in  beliebige  aus  ihnen 
numerisch  ableitbare  Grössen  «i,  . . .,  «„,  verwandeln,  aber  so,  dass 
[h^i  •  •  •  «ml  —  [^1^2  •••««]  =  !  ist;  und 
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ist,  so  wird,  wie  man  sogleich  durch  Einf&hnmg  der  Werthe  der  s  in 
die  letzte  Gleichung  sieht, 

^1    =  «llSl    H h  »«lim. 

das  heisst,  die  Substitutionen,  durch  welche  die  neuen  Einheiten  aus 
den  alten,  und  die,  durch  welche  die  alten  Variabein  aus  den  neuen 
hervorgehen,  sind  zu  einander  transponirt,  und  es  lassen  sich  daher 
die  invarianten  Eigenschaften  ebenso  gut  auf  die  Einheiten  als  auf  die 
veränderlichen  Zahlgrössen  gründen;  die  Substitutionsdeterminante  ist 
in  beiden  Fällen  gleich  und  zwar  unter  obiger  Voraussetzung  gleich 
Eins.  Die  extensive  Variable  x  bleibt  dabei  dieselbe  und  kann  also 
als  Kovariante  erster  Stufe  aufgefasst  werden. 

Schon  diese  nahe  liegende  Betrachtungsweise  führt  vermöge  der  643 
durch   Hermite    eingeführten    typischen   Darstellung    unmittelbar   zu 
einem    dem    obigen   Fundamentalsatze    entsprechenden   Satze,    während 
für    die   Ableitung    des   Fundamentalsatzes   selbst   noch   die   Idee   der 
Polaren  (Centralen)  zu  Hülfe  genommen  werden  muss. 

Ausser  der  kombinatorischen  Multiplikation  ist  nun  für  die  neuere 
Algebra  von  gleicher  Wichtigkeit  diejenige  Multiplikation,  welche  in 
ihren  Gesetzen  vollkommen  mit  der  algebraischen  Multiplikation  der 
Zahlgrössen  übereinstimmt,  und  welche  ich  daher,  auch  wenn  die 
Faktoren  Grössen  höherer  Stufen  sind,  die  algebraische  genannt  und 
auch  wie  diese  bezeichnet  habe.  Ihr  BegriflF  und  die  Anwendung  des- 
selben auf  Funktionen  findet  sich  ausführlich  entwickelt  in  Nr.  348 — 427 
der  Ausdehnungslehre  von  1862,  und  dem  wesentlichen  Grundgedanken 
nach  dargelegt  auf  S.  ^66 ff.  der  Ausdehnungslehre  von  1844  {d.  Ausg. 
I,  2,  S.  224—288,  I,  1,  S.  284flf.}.  Ist  nämUch  f  =  f{x^,,..,xj 
eine  beliebige  Funktion  der  m  veränderlichen  Zahlgrössen  x^,  . . .,  x^, 
und  ist 

x  =  x,e^  -\ h^m^,«, 

wo    e^,  .  , .,  e^   Einheiten   von   erster   oder   auch    höherer    Stufe    sind, 
fj,  .  . .,  r^  die  reciproken  Einheiten,  so  ist  nach  dem  Obigen  [e,.rj  =  1, 
hingegen  [e-rj  =  0,  wenn  i  von  k  verschieden  ist;  also  ist  [xr^]  =■  x^,  • 
[xfj]  =  x^j  u.  s.  w.,  also: 
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f(x^,  x^,  ...  xj  =  f([xr^],  [xr^l  . . .  [xrj), 

also  eine  Funktion  einer  einzigen,  aber  extensiven  Variablen  (Aj  Nr.  350). 
Ist  insbesondere  f  eine  homogene  Funktion  n-ten  Grades,  so  kommt  in 
fil^^i]}  •  •  •?  [^^m])  ^^®  extensive  Variable  x  in  jedem  Gliede  ti-mal  als 
Faktor  vor. 

Entfernt  man  daher  x  aus  diesen  Verbindungen  [/z^r-],  und  setzt 
an  die  Stelle,  wo  x  gestanden  hat,  irgend  ein  Zeichen,  welches  die 
dadurch  entstandene  Lücke  darstellt,  und  setzt  nun  den  so  aus 

f([xr,],...,[xrj) 

hervorgehenden  Ausdruck  =  a,  so  wird 

f=s  axf* 

(A,  Nr.  358  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  230}).  Ich  habe  diese  Lacke  Anfangs 
l\  Seite  J266ff.  [d.  Ausg.  I,  1,  S.  284ff.})  durch  leer  gelassene  Klam- 
mem, später  (A,  Nr.  358 flf.  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  228 ff.})  durch  l  bezeichnet-, 
das  Bequemste  ist,  sie  durch  irgend  eine  bestimmt  gewählte  extensive 
Variable  zu  bezeichnen,  und  ich  werde  dazu  allemal  x  selbst  wählen, 
so  dass  also  a  =  asf*  ist  und  ay"  aus  axf*  (oder  a)  dadurch  hervor- 
geht, dass  man  überall  y  statt  x  setzt.  Sollen  nun  zu  diesem  Aus- 
drucke a  =  axf*  =  fi[^^i],  . .  •;  [^^m])  verschiedene  extensive  Faktoren, 
die  jedoch  mit  x  von  gleicher  Stufe  sein  müssen,  imd  deren  Anzahl  p 
nicht  grösser  als  n  sein  darf,  hinzutreten,  so  hat  man  (nach  A,  Nr.  353 
544 {d.  Ausg.  I,  2,  S.  228})  diese  auf  alle  möglichen  Arten  f  in  ^  der 
Lücken  (also  hier  statt  x)  einzuführen,  und  die  Summe  der  so  erhal- 
tenen Ausdrücke  durch  ihre  Anzahl,  die  hier  n(n —  l)...(n — 1>+1) 
beträgt,  zu  dividiren.  Nachdem  dies  festgesetzt  ist,  ergiebt  sich  leicht, 
(A,  Nr.  360 ff.  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  231  ff.)),  dass  fElr  diese  hinzutretenden 
Faktoren  die  Gesetze  der  gewöhnlichen  algebraischen  Multiplikation 
gelten,  namentlich  auch,  dass 

{dass}  insbesondere,  wenn  {zum  Beispiel}  x  ==  x^e^ -^  x^e^ -i- x^e^  ist, 
ax^=x]^ae^^'{'X^^ae^*-\-x^^ae^^-{-2xiXiae^e2'{'2xiX^ae^e^-{-2x^x^ae^e^ 

ist  (wenn  ae^^  mit  a^,  ae^^e^  mit  a^g  u.  s.  w.  bezeichnet  wird);  kurz 
axf*  ist  dasselbe,  was  symbolisch  durch  a^  bezeichnet  wird,  während 

^fa^^li       =  n(w  -  1)  .  .  .  (n  -p+  l)aeiV/  •  •  • 
ist. 
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Ist  X  ein  Punkt  in  der  Ebene,  so  wird  aaf*  =  0  die  Gleichung 
einer  Kurve  w-ter  Ordnung;  dann  drückt  die  Gleichung  aic"-^y  =  0 
aus,  dass  (nach  der  Poncelet^schen  Benennung)  y  harmonisches  Cen- 
trum (erster  Ordnung)  zu  der  Kurve  aaf*  =  0  (nach  der  ursprünglichen 
Benennung  zu  den  n  Durchschnitten  der  Geraden  xy  mit  dieser  Kurve) 
in  Bezug  auf  den  Pol  x  ist;  daher  habe  ich  (Theorie  der  Centralen,  in 
Cr  eile's  Journal  Band  24  und  25  ^hier  S.  3—48})  den  Ort  von  x 
bei  festem  y  die  erste  Polare  von  y  und  den  Ort  von  y  bei  festem  x 
die  erste  Centrale  von  x  genannt*),  und  diese  erste  Centrale,  die  ich 
schlechthin  Centrale  nenne,  spielt  in  der  Invariantentheorie  eine  schon 
in  dem  Fundamentalsatze  erkennbare  Hauptrolle. 

Im  Allgemeinen  werde  ich  aaf*"''yP,  als  Funktion  von  y  betrachtet, 
die  p-te  Centrale  von  x  und,  als  Funktion  von  y  betrachtet,  die  ^te 
Polare  von  y  in  Bezug  auf  die  Funktion  aaf^  nennen,  so  dass  also 
die  p-i^  Polare  { mit }  der  (w  —  |))-ten  Centrale  identisch  ist.  Endlich 
bemerke  ich  noch,  dass  auch  die  Komplexe  durch  eine  Funktion  der 
Form  ax^x'**'x'^"  .  .  .  dargestellt  werden  können,  wo  x  eine  Grösse 
erster  Stufe,  x'  zweiter,  x"  dritter  Stufe  ist  u.  s.  w. 

§3. 
Symbolik. 

Die  angestellten  Betrachtungen  führen  uns  hinüber  zu  der  symbo- 
lischen Bezeichnung,  wie  sie  zuerst  von  Aronhold  (Borch.  J.  Bd.  55) 
in  die  neuere  Algebra  eingeführt,  und  von  Clebsch  und  in  Anschluss546 
an  ihn  von  Gordan  zu  der  hohen  Stufe  von  Vollkommenheit  gebracht 
ist,  welche  sie  gegenwärtig  zu  einer  unentbehrlichen  oder  doch  äusserst 
bequemen  Waffe  gemacht  hat,  um  neue  Gebiete  mathematischen  Wissens 
zu  erobern.  Die  Bezeichnungen,  die  ich  im  vorhergehenden  §  ange- 
wandt habe,  und  die  sich  aus  dem  Wesen  der  Ausdehnungsgrössen 
mit  unab weislicher  Nothwendigkeit  ergaben,  \md  die  ich  daher  kurz 
die  organischen  Bezeichnungen  nennen  will,  sollen  daher  keineswegs 
jene  vortreffliche  Symbolik  verdrängen  oder  ersetzen,  sondern  nur  sie 
er^nzen,  indem  sie  einerseits  jener  Symbolik  stets  eine  reale,  anschau- 
liche Bedeutung  unterlegen,  andrerseits  da  eintreten,  wo  jene  nicht 
ausreicht. 

Es    sei    zuerst    die   reale   Bedeutung   der   symbolischen    Produkte 


*)  Vgl.  Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göt- 
tingen von  1872,  S.  667  ff.  { hier  S.  260  ff. } .  Gelegentlich  bemerke  ich,  dass,  was 
ich  dort  Wendelinie  genannt  habe,  mit  der  von  Clebsch  so  genannten  Polar- 
determinante (Borch.  Joum.  69,  S.  126)  zusammenfällt,  was  mir  entgangen  war. 
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(abc . .  .)  betrachtet,  wo  a,  6,  . . .  sich  auf  die  Funktionen  aaf,  fea?^, 
u.  s.  w.  beziehen,  von  denen  aber  auch  mehrere  einander  gleich  sein 
können.  Dann  bedeutet  (abc  . . .)  zunächst  die  gleichfalls  symbolische 
Determinante  2^+  ^i^»^«  •  •  •>  ^°^  ^^^  ganze  Ausdruck,  sofern  er  nur 
solche  symbolische  Produkte  enthält,  gewinnt  erst  dadurch  eine  reale 
Bedeutung,  dass  man  ihn  nach  Potenzen  der  a^;  a^;  . . .,  2^1,  &s,  . .  .  ent- 
wickelt und  die  Potenzen  der  a  zusammenordnet,  ebenso  die  der  b 
u.  s.  w.;  alsdann  hat  man  statt  a^^a^  .  . .  zuletzt  den  EoefGcienten 
aa^a^ .  .  .  von  aaf  zu  setzen.  Dieser  ist  nach  dem  obigen  ae^^e^* .  .  .; 
also  kann  man  (abc  ...)»»  2^  +  ae^ .  &6^ .  ce,  .. .  setzen,  das  heisst 
{abc ,  ,  ,)  bedeutet,  dass  man  in  die  zu  a,b,c,..,  gehörigen  Funktionen 
die  Schaar  der  Einheiten  e^,  -  -  -,  e^  in  allen  möglichen  Folgen  (jede 
Einheit  statt  eines  Faktors  x  der  Funktion)  eintreten  lässt,  dem  so 
erhaltenen  Produkt  das  +  oder  —  Zeichen  vorsetzt,  je  nachdem  das 
kombinatorische  Produkt  der  Einheiten  in  dieser  Folge  +  1  oder  —  1 
ist,  und  diese  Produkte  addirt;  ich  will  dies  so  ausdrücken,  dass  ich 
sage,  man  habe  dann  in  abc  . . ,  die  Schaar  der  Einheiten  ha/rmonisdh 
eingeführt.  Diese  Einführung  wird  dann  bei  den  folgenden  symboli- 
schen Produkten,  die  in  dem  ganzen  Ausdrucke  als  Faktoren  vor- 
kommen, als  schon  vollzogen  vorausgesetzt,  so  dass  also  in  jeder 
Funktion  nur  noch-^die  Faktoren  x  übrig  bleiben,  welche  nicht  schon 
früher  durch  Einheiten  verdrängt  waren. 

Kommen  ausser  jenen  symbolischen  Produkten  (aftc  .  . .)  noch  die 
symbolischen  Faktoren  a^  u.  s.  w.  vor,  so  bedeuten  diese  weiter  nichts, 
als  dass  die  noch  übrig  gebliebenen  x  in  den  betreffenden  Funktionen 
ungeändert  stehen  bleiben  sollen;  sie  können  also  alle  weggelassen 
werden;  nur  wenn  noch  eine  zweite  Reihe  von  Veränderlichen  (oder 
mehrere  solche),  die  durch  die  extensive  Grösse  y  bezeichnet  sei,  hinzu- 
kommt, so  sind  die  Faktoren  a^  u.  s.  w.  nicht  mehr  zu  unterdrücken; 
aber  ihre  Bedeutung  ist  aus  dem  Vorigen  ohne  weiteres  ersichtlich. 

Man  kann  aber  die  Bedeutung  der  symbolischen  Produkte  (abc.) 
646  noch  konkreter  fassen.  Nämlich  setzen  wir  r^,  r,,  .  . .,  r^  als  f  die  zu 
e^,  e^,  . . .,  6^  reciproken  Einheiten  und  bezeichnen  mit  ä  die  Grösse 
a^r^  +  a^r^  +  •  •  •  +  ^m**«.?  ^o  a^^  •  •  •,  «^  ^®  Zahlgrössen  sind,  welche 
aus  a  durch  Einführung  von  e^y  e^,  .  . .,  e^  statt  eines  x  entstehen,  so 
ergiebt  sich  (abc  . . .)  =  (^^^c  •  •  )j  wo  das  Produkt  rechts  als  kombi- 
natorisches zu  fassen  und  zugleich  a^  =  \xa\  ist;  die  Grössen  ä  sind 
dann  als  (erste)  Centralen  von  x  in  Bezug  auf  die  Funktion  asf*  zu 
fassen,  oder  in  Bezug  auf  die  Funktion,  welche  daraus  durch  Ein- 
führung der  Einheiten,  die  durch  die  früheren  symbolischen  Produkte 
bedingt  war,  hervorging. 
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Diese  Andeutungen  mögen  genügen^  um  die  reale  Bedeutung  der 
Symbole  festzustellen;  es  wird  die  Auffassung  dieser  Bedeutung  überall 
da  von  wesentlichem  Nutzen  sein,  wo  man  gezwungen  ist^  die  symbo- 
lische Darstellung  zu  verlassen. 

§4. 
.    Theorie  binärer  Formen. 

Es  wird  hinreichend  sein^  wenn  ich  den  Fundamentalsatz  für 
binäre  Formen  erweise  und  seine  Bedeutung  für  dieselben  darlege, 
indem  dadurch  schon  auf  gewisse  Weise  der  Weg  vorgezeichnet  ist, 
den  man  bei  Formen,  die  aus  mehr  als  zwei  Einheiten  entspringen, 
einzuschlagen  hat.  Ich  werde  dabei  der  Bequemlichkeit  wegen  x  und  y 
statt  der  im  Fundamentalsatze  mit  a;^  und  x^  bezeichneten  extensiven 
Grössen  einführen  und  zunächst  die  Aufgabe  stellen,  die  aus  einer 
binären  Form  aaf^  entspringenden  invarianten  Bildungen,  wenn  sie  als 
Funktionen  der  Eoefficienten 

und  der  veränderlichen  Zahlgrössen  x^  und  x^  gegeben  sind,  als  Funk- 
tionen der  k  —  1  Stammformen  darzustellen.  Es  sei  x  =  x^e^  '^-  x^e^. 
Da  nun  alle  jene  Bildungen  unverändert  bleiben,  wenn  man  statt  e^ 
und  «2  zwei  aus  ihnen  numerisch  abgeleitete  Grössen  setzt,  deren 
kombinatorisches  Produkt  =  1  ist,  so  kann  man  x  und  y  dafür  ein- 
fahren mit  der  vorläufigen  Bedingung,  dass  [xy^,  was  wir  mit  u  be- 
zeichnen wollen,  =  1  sei.  Jede  aus  den  Einheiten  numerisch  ableit- 
bare Grösse  p  lässt  sich  dann  auch  aus  x  und  y  ableiten.  Es  sei 
P  =  JPi^  +  ft^2  =  ^1^  +  ^»y>  so  wird  nun  die  invariante  Bildung 

TTK,  . . .,  a»;  PuP^)  =  n(g?o,  .  • .,  9>n',  ^u  »»), 
wo  die  q>  aus  den  a  hervorgehen,  indem  man  x  und  y  statt  e^  und  ^ 
setzt,  nämlich  tp^  =  aaf*^  q>^  ^  aaf*~^y,  .  .  .,  ^^  =  ay".    Setzt  man  nun 
oTj  =  1,  Ä^  =  0,  so  wird  p  =  x  =  x^e^  +  x^e^,  und  es  wird 

n  =  n(ai,  . . .,  a^;  x^,  x^)  =  n(<jPo,  . . .,  <3P„;  1,  0), 
oder  wenn 

n(ai,  . . .,  a,5  x^,  x^)  =  F{a^,  . . .,  aj  .  aj^«  H 

ist,  wo  q  den  Grad  der  invarianten  Bildung  bezeichnet,  so  ist  547 

TT  =  F((po,  . . .,  9J, 
also  als  ganze  Funktion  der  h  Formen  <Po)  •  -  -7  9>n  dargestellt.    Aber 
eine  dieser  Formen,  nämlich  (p^  =  aaf^^y  ist  Null,  wenn  y  harmoni- 
sches Centrum  erster  Ordnung  zu  dem  Pole  x  in  Bezug  auf  die  durch 
die  Gleichung  aaf*  =  0   dargestellten  n  Punkte   ist;   und   es   ist   also 
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dann  TT  als  ganze  Funktion  der  h  —  1  =  h  Stammformen  9>o>  9«?  •  •  •>  9^n 
dargestellt.    Hierbei  war  u  =  \xy\  vorläufig  gleich  Eins  gesetzt;  es  ist 
y  durch  die  Gleichung  aaf*~^y  =  0  bedingt^  das  heisst  y  ist,  abgesehen 
von  einem  Zahlfaktor  gleich  ajf*~^,  das  heisst  y^ax""^,  also 
H  EE  aaf~^x^  aaf*  e^  a, 

{ gleich }  der  ursprünglichen  Funktion.  Ist  also  die  erhaltene  Gleichung 
nicht  homogen,  so  macht  man  sie  nun  homogen  durch  Hinzufügung 
von  Faktoren  a. 

Diese  Entwickelung  stimmt  im  Resultate^  wie  auch  dem  Wesen 
nach  in  der  Art  der  typischen  Darstellung  mit  Clebsch  Theorie  der 
binaren  algebraischen  Formen,  S.  321 — 328  {Leipzig,  bei  Teubner  1871 ) 
überein  (vgl.  auch  Gundelfinger  in  Borch.  J.  Bd.  74  {S.  87flf.));  sie 
gilt  auch  unmittelbar  für  (simultane)  Bildungen,  die  einem  Vereine 
binärer  Formen  entsprossen  sind,  indem  man  nur  für  a^,  o^,  .  .  .,  a^  die 
sämtlichen  Zahlkoefficienten  der  Formen  dieses  Vereines  zu  setzen  hat. 

Viel  wichtiger  als  diese  Zurückführung  der  explicite  gegebenen 
Bildungen  auf  die  Stammformen  ist  die  der  symbolisch  gegebenen,  die 
aber  ganz  nach  denselben  Principien  erfolgt.  Das  symbolische  Produkt 
(ab)  ist  =  a^^ht^  —  a^J)«^]  ersetzt  man  also  wie  oben  e^  und  e^  durch 
y  und  X  (ich  habe  beide  der  einfacheren  Zeichenbestimmung  wegen 
vertauscht),  wo  [yx]  vorläufig  =  1  gesetzt  wird,  so  wird  nun 

(ab)  =  a^b^  —  a^\ 

oder,  da,  wie  oben  gezeigt,  die  Faktoren  a^,  b^  entbehrlich  sind, 
=  a^  —  &y,  also 

iah)"  ==  (a,  -  6,)-  =  a;-\  a^-^h^^^-^^^^-  a;-^b^ , 

oder,  wenn  a  und  b  dieselbe  Funktion  darstellen 

=  ay" .  aaf*  —  y  (^^^~^  •  aaf~^y  +    \\    ax^tf^'^ .  aaf  ~  *y* , 

/   i.\«  I    «(«  —  !)  n(n  — l)(n  — 2)  , 

wenn  man,  wie  oben,  y  so  bestimmt,  dass  q>^=^  axf*'~^y  =  0  wird. 

Dies  ist  der  Satz,  den  Clebsch  in  seiner  Theorie  der  binären 
Formen  S.  334  als  einer  schriftlichen  Mittheilung  Brioschi*s  ent- 
nonmien  darstellt. 

Derselbe  lässt  sich  aber  vermöge  der  von  mir  angegebenen  Methode 
648  immittelbar  zu  folgendem  Satze  erweitem,  welcher  fast  alle  Beziehungen, 
die  zwischen  binären  Formen  herrschen,  zur  Evidenz  bringt. 

Wenn  (aby(acy . . .  eine  belid)ige  symbolische  Invariantenbüdung 
(Invariante  oder  Kovariante)  einer  (ügebraisclien  lonn  a^  =  6;  =  c;= . .  • 
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isty  SO  setze  man  a  —  b  für  (ab),  a  —  c  für  (ac)  u.  s.  w,,  entwickele 
nach  Potenzen  von  a,  b,  c,  . .  .,  schreibe  dann  (p^  statt  a*",  fe^,  . . .  und 
setze  9>i  =  0,  so  ist  der  so  hervorgehende  Amdruck  gleich  {ab^iacf  . .  . 
Man  erhält  so,  abgesehen  von  dem  Faktor  9?^,  der  die  ursprüng- 
liche Funktion  darstellt,  und  erst  zuletzt  zur  Herstellung  der  Homoge- 
nitat hinzugefügt  zu  werden  braucht, 

^  =  ¥  («&)*  =  92,     ^8  =  {aby{ac)  =  9>8,      c^  =  \  {abf  =  9>8  +  ^^>%^\ 

h  =  {ab)\ac)  =  9>5  +  ^^>%^z\    (^%  =  ^>%  +  159>294  —  lO^s',  •  •  • 
Also 


^6  =  ^  —  äCgC, 

9>6  =  Ce  —  löcgc^  +  45cg»  +  lOc,* 
(vgl.  Clebsch,  Binäre  Formen  S.  337). 
Als  Beispiel  mögen  die  von  Clebsch  mit  R  und  j  bezeichneten 
Bildungen  dienen: 

B  =  {ab)\cd)\ac)  (bd)  =  (a  —  &)«(c  —  d)\a  —  c){b-  d) 
=  (a«-  2ab  +  b'^){c^—2cd+  cP) (a6  -  &c  —  ad  +  cd), 
oder  mit  Weglassung  der  Glieder,    die  zuletzt  nur  eine  erste  Potenz 
erhalten,  und  die  nach  dem  Obigen  null  sind, 

_  ft8c»  —  a»d»  -  2a«6«c2  -  2a«c»d«  -  2a«&«(P  —  26»c«d« 
-  293«  -  8<  =  —  2C3«  -  8c,». 
Um  sie  durch  Hinzufügung  der  Faktoren  y^  ==  /"(bei  Clebsch)  homogen 
zu  machen,  ist  zu  bedenken,  dass  die  Funktionen  ^  in  jedem  Gliede  so 
oft  vorkommen  müssen,  als  die  Anzahl  der  symbolischen  Elemente  be- 
trägt, also  in  c^,  C4,  Cg,  . .  .  je  zweimal,  in  Cj,  Cg,  Cg,  .  .  .  je  dreimal, 
in  12  viermal,  also 

in  üebereinstimmimg  mit  Clebsch  S.  337. 

Ferner  j  =  (a6)*(ac)*(6c)*  ^=  {a  —  6)*(a  —  c)*(&  —  c)^  was  sich 
mit  Weglassung  der  Glieder,  welche  eine  erste  Potenz  enthalten,  ver- 
wandelt in 

6(9a94  —  98*—  9«")  =  6(CaC^  —  W  —  O; 
also  homogen  gemacht,  da  j  nur  drei  symbolische  Elemente  enthält, 

in  TJebereinstimmimg  mit  Clebsch  S.  338. 

Wie  sich  alles  dies  für  temäre  und  höhere  Formen  gestaltet,  denke 
ich  späterhin  zu  zeigen. 

Stettin,  den  21.  Februar  1874. 


XXI. 

876Üer  Ort  der  Hamiltonschen  önaternionen  in  der 

Ansdehnungslehre. 


Von 

H.  Grassmann  in  Stettin. 


MathematiBche  Axmalen  Bd.  12,  Heft  3, 8. 876—386,  ausgegeben  am  1  &  10. 1 877,  Leipzig. 


Da  die  Aosdehnangslehre  nur  die  eine  willkürliche  Annahme 
macht,  dass  es  nämlich  Grössen  gebe,  die  sich  aus  mehr  als  einer 
Einheit  numerisch  ableiten  lassen,  und  sie  von  da  aus  in  ganz  objektiver 
Weise  fortschreitet,  so  müssen  alle  Ausdrücke,  die  aus  einer  Anzahl 
unabhängiger  Einheiten  numerisch  ableitbar  sind,  uod  also  auch  die 
Hamilton'schen  Quaternionen,  in  der  Ausdehnungslehre  ihren  bestimm- 
ten Ort  haben  und  erst  in  ihr  ihre  wissenschaftliche  Grundlage  finden. 
Dies  ist  bisher  nicht  erkannt  und  Göran  Dillner  in  seiner  lehrreichen 
Abhandlung  über  die  Quaternionen  (Math.  Annalen  XI,  168  ff.)  thut  der 
Ausdehnungslehre  nicht  einmal  Erwähnung,  obgleich  er  eine  ganze 
Reihe  von  Sätzen  aus  der  Theorie  der  Quaternionen  ableitet,  welche 
schon  in  meiner  Ausdehnungslehre  von  1844  (A^),  und  ebenso  in  der 
späteren  Bearbeitung  von  1862  (Ag)  ihre  viel  einfachere  und  aus  der 
Natur  der  Sache  entspringende  Begründung  gefanden  haben.  Auch 
ist  es  verwerflich  und  der  Lehre  von  den  Quaternionen  wenig  förderlich 
gewesen,  dass  man  nach  Hamilton's  Vorgang  einfache  und  längst 
bekannte  Begriffe  mit  neuen,  oft  recht  unpassenden  Namen  bezeichnet 
hat,  wie  „Vektor^'  statt  „Strecke",  „Tensor''  statt  „Länge"  oder  „nume- 
rischer Werth"  (Aj  Nr.  414  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  281}),  u.  s.  w. 

Die  Hamilton'schen  Quaternionen  entspringen  aus  einer  der  Multi- 
plikationen, welche  ich  (in  meiner  Abhandlung  „Sur  les  diff^rents  genres 
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de  multiplication«  in  Crelle's  Journal  Bd.  49  S.  136 flf.  {hier  S.  212ff.}) 
dargestellt  und  an  die  drei  Gleicbungsgruppen 

(1)  e,e,  =  e,e, 

(2)  e,e.  +  c.e,  =  0,    V  =  ^«  =  ...  =  c„« 

(3)  ei»  +  e,»  +  ...  +  e„«  =  0 

geknüpft  habe,  wo  Ci,  e^,  . . .,  e„  die  von  einander  unabhängigen  Ein- 
heiten und  e^  und  e^  zwei  beliebige  von  einander  verschiedene  dieser 
Einheiten  bezeichnen,  und  zwar  knüpfen  sich  die  Quatemionen  für  den 
Fall,  dass  n  =  3  ist,  an  die  Multiplikation,  deren  Bedingungsgleichungen 
die  mittlere  jener  drei  Gruppen  bilden.  Ich  will  diese  Art  der  Multi-  S76 
plikation  die  mittlere  nennen,  und  zwar  hauptsächlich  deshalb,  weil  sie, 
wie  sich  sogleich  zeigen  wird,  zwischen  den  beiden  Hauptarten  der 
Multiplikation,  die  ich  die  „äussere"  und  die  „innere"  genannt  habe, 
die  Mittelstufe  bildet.  Die  äussere  Multiplikation  hat  nämlich  zu  Be- 
dingungsgleichimgen  die  zwei  Gruppen  (2)  und  (3)  und  die  innere 
die  zwei  Gruppen  (1)  und  (2).  Ich  habe  das  äussere  Produkt  zweier 
Strecken  a  und  h  mit  [a6],  das  innere  Produkt  derselben  mit  [aj6] 
bezeichnet  und  werde  in  dieser  Abhandlung  imter  ah  (ohne  scharfe 
Klammem)  stets  das  mittlere  Produkt  der  Strecken  a  und  b  verstehen. 
Dann  ergiebt  sich  sogleich,  dass  das  mittlere  Produkt  ah  zweier 
Strecken  sich  darstellen  lässt  in  der  Form 

(4)  a6  =  A[al6J  +  /t'[a6], 

wo  k  und  ffr'  konstant  und  zunächst  willkürlich,  jedoch  nicht  null  sind. 
Aus  den  Bedingungsgleichungen  (2)  ergiebt  sich,  dass  es  für  das 
mittlere  Produkt  zweier  Strecken  \n{n —  1)  +  1  '^^n  einander  unab- 
hängige Einheitsprodukte  giebt,  von  denen  eins  (etwa  e^^)  dem  inneren 
Produkte  \a.h\y  die  andern  (e^e^,  e^e^,  CjCg,  u.  s.  w.)  dem  äusseren 
Produkte  [ah]  zu  Grunde  liegen.  Im  Räume,  wo  die  Anzahl  der  von 
einander  unabhängigen  Strecken  drei  beträgt,  also  n  =  3  ist,  ist  also 
die  Zahl  der  Einheitsprodukte,  auf  die  die  mittlere  Multiplikation 
zurückführt,  gleich  vier.  Die  Bedingungsgleichungen  der  mittleren 
Multiplikation  werden  dann 

(a)  «8^  =  — ßjes,    e^e^  =  —  e^e^,    ^^««1  =  — «i«« 

(b)  e,'  =  e,'  =  e,K 

Aber  das  wesentlich  Eigenthümliche  der  mittleren  Multiplikation 
im  Räume  als  einem  Gebiete  dritter  Stufe  ist,  dass  die  Anzahl  der  von 
einander  unabhängigen  Einheitsprodukte  in  (a)  gleich  der  Anzahl  der 
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Einheiten  ist,  und  man  daher  jene  auf  diese  zurückführen  kann.  So 
bleiben  also  dann  die  Einheiten  des  Produktes,  wenn  man  noch  die 
in  (6)  zu  Grunde  liegende  Zahleinheit  hinzunimmt,  dieselben  wie  die 
ursprünglichen.  Diese  einfache  Beziehung  verschwindet  bei  den  Ge- 
bieten höherer  Stufe,  so  dass  die  mittlere  Multiplikation  in  der  Aus- 
dehnungslehre, welche  Gebiete  beliebiger  Stufe  behandelt,  keine  ein- 
fache Bedeutung  behält.  Ich  beschränke  mich  daher  auf  den  Baum 
und  nehme  an,  dass  die  drei  zu  Grunde  gelegten  Einheiten  e^,  6^,  e^ 
drei  gleich  lange  zu  einander  senkrechte  Strecken  sind,  deren  Länge 
Eins  beträgt. 

Nun  habe  ich  in  der  Ausdehnungslehre  (A^  Nr.  50,  51  {d.  Ausg. 
I,  2,  S.  34 } )  nachgewiesen,  dass  die  Bedingungsgleichungen  der  äusseren 
Multiplikation  noch  bestehen  bleiben,  wenn  man  statt  der  ursprüng- 
lichen Einheiten  beliebige  andere  einführt,  und  (A,  Nr.  330  ff.  {d. 
877  Ausg.  I,  2,  S.  207ff. )),  dass,  wenn  «i,  Cj,  c^  einen  f  Normalverein 
bilden,  das  heisst,  sie  auf  einander  senkrecht  stehen  und  die  Länge  Eins 
haben,  das  heisst  [e^  |  ej  =  1  ist,  die  Bedingungsgleichungen  der  inneren 
Multiplikation  auch  dann  noch  bestehen  bleiben,  wenn  man  statt  der 
ursprünglichen  Einheiten  die  Einheiten  eines  beliebigen  Normalvereins 
setzt.  Da  also  bei  dieser  Aenderung  der  Einheiten  auch  die  Be- 
dingungsgleichungen der  äusseren  Multiplikation  bestehen  bleiben,  so 
bleibt  auch  das  mittlere  Produkt,  als  aus  dem  äusseren  und  inneren 
zusammengesetzt,  bei  dieser  Aenderung  des  Normalvereins  in  einen 
andern  ungeändert. 

In  der  angeführten  Abhandlung  (Grelle  Bd.  49,  S.  131  ff.  {hier 
S.  207  ff. ) )  habe  ich  diese  Unveränderlichkeit  für  alle  aus  den  drei 
Gleichungsgruppen  (1),  (2),  (3)  ableitbaren  Multiplikationen,  also  auch 
unmittelbar  für  die  mittlere  nachgewiesen. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  die  drei  Produkte  e^e^,  e^e^,  e^e^  auf 
die  ursprünglichen  Einheiten  zurückzuführen. 

Auch  dies  ist  schon  in  der  Ausdehnungslehre  (A,)  vollendet,  wo 
Cj,  «2,  eg  als  Ergänzungen  von  e^e^,  e^e^y  e^e^  aufgefasst  und 


[6,63]  =  kl,    [€^€,]  =  \e^,    [e,e^]  =  \A 


s 


gesetzt  sind,  und  wo  der  Strich  |  das  Zeichen  der  Ergänzung  ist  und 
vorausgesetzt  wird,  dass  e^,  e^,  e^  einen  Normal  verein  bilden.  Dort 
wird  femer  für  eine  beliebige  Strecke  a,  die  aus  den  ursprünglichen 
Einheiten  durch  die  Zahlen  a^,  ctg,  a^  abgeleitet  ist,  festgesetzt,  dass 
ihre  Er^nzung  aus  den  Er^nzungen  jener  Einheiten  durch  dieselben 
Zahlen  abgeleitet  sei,  also 
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/gx  f     I  («1^1  +  «2«2  +  «S^s)  =  «l[«8^s]  +  «2^3«l]  +  «sk^l 

1     K^lC^aßs]  +  «2[^8^]  +  «3[«1^2])  =  «1^1  +  «2^  +  «3^3 

sei,  und  es  ist  nachgewiesen  (Ag  Nr.  37  ff.  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  28ff. }), 
dass  dieselben  Beziehungen  bestehen  bleiben,  wenn  man  statt  der  ur- 
sprünglichen Einheiten  die  Einheiten  eines  beliebigen  andern  Normal- 
Vereins  setzt.  Mit  Hilfe  dieser  Begriffe  können  wir  nun  die  Funda- 
mentalgleichung (4)  in  der  Form  schreiben 

(4b)  a&  =  A[a|&]  +  /i|[a6], 

wo  A  und  fi  konstante  Zahlen  sind.  Aendem  sich  A  und  fi  in  gleichem 
Verhältnisse,  zum  Beispiel  um  den  Faktor  v,  so  ändert  sich  das  Pro- 
dukt nur  um  denselben  Zahlfaktor,  bleibt  also  seinem  Wesen  nach 
unverändert.  Wir  können  daher  ohne  wesentliche  Aenderung  eine  dieser 
Zahlen  gleich  Eins  setzen.  Wir  setzen  /i  =  1.  Dann  bestimmen  wir  A 
dadurch,  dass  jedes  mittlere  Produkt  aus  drei  Faktoren  dem  Gesetz 
der  Vereinbarkeit  (dem  associativen  Princip)  unterliegen,  das  heisst 
ahc  =  a(bc)  sein  soll.  Dies  wird  erfüllt  sein,  wenn  es  für  die  Ein- 
heitsprodukte der  mittleren  f  Multiplikation  gilt.  Diese  Einheitspro- 878 
dukte  lassen  sich  nach  der  Formel  a6  =  A[a|&] -|- |[o6]  auf  die  der 
inneren  imd  äusseren  Multiplikation  zurückführen.  Für  diese  beiden 
sind  nach  dem  Obigen  die  Einheitsprodukte  an  die  Formeln 

geknüpft,  wo  r  und  s  zwei  verschiedene  der  Indices  1,  2,  3  sind.  Dazu 
kommen  noch  vermöge  des  obigen  Begriffes  der  Er^nzung  die  Formeln 

ik«J  =  ««; 
wenn  r,  s,  t  dem  Cyklus  1,  2,  3  angehören,  das  heisst  r,  5,  t  entweder 
=  1,  2,  3  oder  =  2,  3,  1   oder  =  3,  1,  2  sind.    Hieraus  folgen  für  die 
mittlere  Multiplikation  der  Einheiten  e^,  e,,  e^  die  bedingenden  Gesetze 

(7j  e^e^  =  ^,    ^r^.  =  ^v    «A  =  — «r«.; 

wenn  r,  s,  t  dem  Cyklus  1,  2,  3  angehören. 

Dann  ergiebt  sich  für  die  mittlere  Multiplikation  dreier  Einheiten, 
wenn  man  die  cyklische  Bedeutung  von  r,  s,  t  festhält, 

{e^ey,  =  e,e,  =  A  =  e^e^  =  6^6,6,), 
ebenso 

(6,e,)e^  =  —  «r^r  =  —  ^  =  —  ^t^t  =  ^<(«,0; 
das   heisst,  für   drei    verschiedene  Einheitsfaktoren  gilt  Vereinbarkeit. 
Ebenso  für  drei  gleiche.     So  auch  für  zwei  gleiche,  die  durch  einen 
ungleichen  getrennt  sind.    Denn 
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Dagegen  ist  {e^e^e,  =  Ac„  und  e^(e^e^)  =  e^e,  =  —  6,.  Soll  also  auch 
für  diesen  Fall  Vereinbarkeit  gelten,  so  muss  nothwendig  k  =  —  1 
sein.  Umgekehrt,  wenn  A  =  —  1  ist,  so  ergiebt  sich  auch  für  die 
noch  übrigen  Produkte  aus  drei  Einheiten  Vereinbarkeit  der  Faktoren. 
Denn  dann  ist 

(«.0«r  =  Ae^  =  —  e^  =  —  e,e,  =  e,(6,c^); 


femer 
und 


(«.0«r  =  —  ^i^  =  -  6,  =  A«,  =  C,(«rO- 


Es  folgt  also  dann  Vereinbarbeit  für  je  drei  Einheitsfaktoren,  also 
auch  für  je  drei  Faktoren,  also  auch  für  beliebig  viele  (Aj  §  3  {d. 
Ausg.  I,  1,  S.  35}).  Wir  setzen  daher  für  die  mittlere  Multiplikation 
A  =  —  1,  während  (i  =  1  gesetzt  war,  also 

(I)  a6  =  --[a|6]  +  |[a&]. 

Aus  dieser  FundamentcUgleichung  folgen  alle  Gesetze  der  Quatemionen^ 
und  zwar  fast  alle  mit  der  grössten  Leichtigkeit.  Auch  die  naturgemässe 
Benennung  ergiebt  sich  hiemach  von  selbst  Wir  werden  —  [«|&] 
den  inneren,  [ab]  den  äusseren  Theil  der  Quatemion  nennen  können. 
Sind  a  und  h  parallel,  so  wird  der  äussere  Theil  null,  und  die  Faktoren 
{ werden }  wie  bei  jedem  inneren  Produkt  vertauschbar.  Werden  a  und  b 
zu  einander  senkrecht,  so  wird  der  innere  Theil  null  und  die  Faktoren 
wie  bei  jedem  äusseren  Produkt  mit  Zeichenwechsel  vertauschbar. 
Vertauscht  man  die  Faktoren  eines  mittleren  Produkts,  so  bleibt  der 
innere  Theil  unverandert,  der  äussere  ändert  sein  Zeichen  (+). 

Ich  werde  auch   im  Folgenden  die  Zahlen  stets  mit  griechischen, 
die  Strecken    stets   mit   lateinischen  Buchstaben    bezeichnen,    nur  den 
S79  Buchstaben  q   werde  ich  für  die  Bezeichnung  der  Quaternionen  auf- 
bewahren. 

Ist  a  '\-  a  eine  Quatemion,  so  bezeichnet  man  bekanntlich  die 
Quatemion  a  —  a  als  die  zu  jener  kanjugirte.  Von  fundamentaler  Be- 
deutung ist  das  Gesetz: 

Wenn  (a  +  a)  (ß  +  b)  =  y  +  c  ist, 
so  ist  auch  (ß  —  b)  (a  —  a)  =  y  —  c. 
In  der  That  ist  der  innere  Theil  des  ersten  Produktes  aß  —  [«|&], 
also  dies  =  y,  aber  aß  —  [a|6]  ist  auch  der  innere  Theil  des  zweiten 
Produktes.  Hingegen  der  äussere  Theil  des  ersten  Produktes  ist 
ab  -{-  ßa  -{-  \[ab]  =  c,  der  äussere  Theil  des  zweiten  ist  —  ab  —  ßa 
+  |[&öt],  das  heisst,  da  [ba]  =  —  [at]  ist,  gleich  —  c,  also  das  zweite 
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Produkt  =  y  —  c.  Es  ist  unmittelbar  klar,  dass  sich  dies  auf  beliebig 
viele  Faktoren  ausdehnen  lässt.     Also 

,,,.  Das  Produkt  beliebig  vieler  Quatemionen  ist  konjugirt  dem  um- 

^   ^         gekehrt  geordneten  Produkte  der  konjugirten  Quatemionen, 

Es  stellt  dieser  Satz  die  Formel  (14)  bei  Dillner  dar,  aus  welcher 
seine  Formel  (13)  hervorgeht,  wenn  man  die  inneren  Theile  (a,  ft  . . .) 
null  setzt. 

Wenn  die  Strecke  a  =  a^e^  '-\-  a^e^  -\'  a^e^  ist,  so  wird  \a\a\  was 
ich  der  Kürze  wegen  mit  a^  bezeichnet  habe,  gleich  «i^  +  «j*  +  «s* 
und  stellt  das  Quadrat  der  Länge  jener  Strecke  dar.  Nach  dieser 
Analogie   nenne  ich,    wenn  q  =  a  '\-  a^e^ -\-  a^e^  +  ^3^  =  a  -^  a  ist. 


ya*  +  «1«  +  «8*  +  «a*,  das  heisst  )/a«  +  a^  =  Va«"^^^ 

die  Länge  der  Quatemion  q  (nach  Hamilton  der  Tensor).  —  Multiplicirt 
man  nun  die  erste  Formel  in  II  mit  der  zweiten,  so  erhält  man 

(«  +  a)  (^  +  6)  (^  -  h)  («  -  o)  =  (y  +  c)  (y-c), 

das  heisst 

(a  +  a)  (/?«  -b^{a  —  d)  =  y^  —  cl 

Da  ß^  —  6»  =  j3»  -j-  b^  eine  Zahl  ist,  so  ist  ihre  Stellung  gleich- 
gültig, wir  können  also  die  Faktoren  a  -^  a  und  a  —  a  zusammen- 
rücken, und  erhalten  (a*  —  a*)  (/3*  —  fe*)  =  y*  —  c*  oder 


(ni)  y^t  _  ^s  Yßi  _  6«  =  -j/y«  _  c^. 

das  heisst,  da  sich  dies  auf  beliebig  viele  Faktoren  ausdehnen  lässt, 

,,,^.        Die  Länge  eines  Produkts  von  Quaiemionen  ist  das  Produkt 
^     ^        aus  den  Längen  der  Faktoren. 

Es  kommt  also  nur  auf  die  Multiplikation  der  quatemen  Einheiten, 
das  heisst  der  Quatemionen,  deren  Länge  Eins  ist,  an. 

Es  sei  nun  q  die  Länge  einer  Quatemion  q  =  a  -\-  ßa,  wo  a  eine 
Strecke  von  der  Länge  Eins  ist,  so  ist  (>*  =  a*  -j-  ß^.  Nun  sei  a  =  (>  cos  y, 
80  ist  /3  =  (»  sin  y,  also 

q^=  Q  (cos  y  +  a  sin  y). 

Es  heisse   a  das  Mass  und  y  der  Winkel   der  Quatemion,   während  880 
cos  y  -^  a  sin  y  nach  dem  Obigen  die  quaterne  Einheit  ist.     Das  Pro^ 
dukt  gleichmassiger  quatemer  Einheiten  führt  zu  sehr  einfachen  Re- 
sultaten.    In  der  That,  es  sei  a  das  Mass  zweier  quaterner  Einheiten 
und  a  und  ß  ihre  Winkel,  so  findet  man 

Orassmann,  Werke.    IL  18 
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(cos a  -\-  asin a)  (cos ß  -\-  a  sin ß)  = 
(lY)      =  cos  a  cos  ß  —  sin  a  sin  ß  -\-  a  (cos  a  sin  /5  +  sin  a  cos  ß)  = 

=  cos  (a  +  /*)  +  ^  sin  (a  +  ß)) 
da  flf*  =  —  a-=  —  1  ist;  das  heisst 

Gleichmamge   quateme  Einheiten   mtdtiplicirt  man,   indem  man  ihre 
Winkel  addirt. 

Hierin  liegt  eingeschlossen^  dass  man  eine  quateme  Einheit  mit 
einer  ganzen  positiven  Zahl  potenzirt,  indem  man  ihren  Winke]  mit 
dieser  Zahl  multiplicirt.  Auch  für  das  Potenziren  mit  einer  gebrochenen 
und  negativen  Zahl  können  wir  dieselbe  Bestimmung  festhalten,  aber 
mit  der  Beschrankung,  dass  der  Winkel  der  zu  potenzirenden  Qua- 
temion  innerhalb  der  Grenzen  einer  ganzen  UmroUung  bleibe,  zum 
Beispiel  zwischen  n  und  —  n  liege  (vergl.  meine  Arithmetik  Stettin 
1860,  Nr.  426—433). 

Eine  Definition  für  diese  Verknüpfungen  ist  nothwendig,  und 
ebenso  die  oben  angegebene  Beschränkung,  weil  man  sonst  gegen  die 
logische  Regel  verstösst,  dass  man  dieselbe  Sache  nicht  auf  zwei  ver- 
schiedene Arten  definiren  darf,  namentlich  wenn  die  beiden  Definitionen 
sich  widersprechen.  Letzteres  würde  aber  bei  der  Potenzirung  mit 
gebrochenem  Exponenten  der  Fall  sein,  wenn  man  jene  Beschränkung 
nicht  eintreten  liesse.  So  zum  Beispiel  ist  cos  0  -}-  ö  sin  0  =  cos  ißn) 
-{-  a  sin  (2ä).  Beide  würden  mit  j  potenzirt,  wenn  man  festsetzte,  die 
quateme  Einheit  mit  |  potenziren,  hiesse  ihren  Winkel  mit  J  multi- 
pliciren,  verschiedenes  liefern;  denn  ersteres  würde  danach  1  liefern, 
letzteres  aber  cos  tc  -\-  a  sinTC,  das  heisst  —  1.  Obige  Definition 
festgesetzt,  erhält  man,  wenn  a  zwischen  n  und  —  tc  liegt  und  fi 
reell  ist, 

(V)  (cos  a  -}-  asin  a}"  =  cos  (aii)  -{-  «  sin  (a^), 

das  heisst:  Eine  quateme  Einlteit,  deren  Winkd  sstvischen  n  und  —  jt 
liegt,  potenzirt  man  mit  einer  re^llai  Zahl,  indem  man  ihren  Witikel  mit 
dieser  Zahl  multiplicirt. 

Hier  ist  die  Darstellung  Dillner's  (Nr.  30)  ungenügend.  Ebenso 
vermisse  ich  bei  der  Division  (Nr.  12)  den  Beweis  der  Eindeutigkeit 
des  Quotienten.  Dieser  sei  hier  er^nzt.  Wenn  q  eine  von  Null  ver- 
schiedene Quatemion  ist,  so  gilt  als  Definition  von  1 :  q  die  Gleichung 
{\  \q)q=l.  Wenn  nun  e^  eine  beliebige  Strecke  von  der  Länge  1 
ist,  so  lässt  sich  q  in  der  Form  darstellen  ^  =  «o  +  ^i^i5  ^^^  sei 
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WO   e^,  e^,  e^   einen  Normalverein   bilden;   dann    erhält   man   zur   Be- 
stimmung von  ßof '  • ',  ßs  die  Gleichung 

(ßo  +  A^  +  A«2  +  A^a)  («0  +  «i^i)  =  1 ,  38 

welche  die  vier  Gleichungen  einschliesst 

^«o  — A«i  =  1 

/^o^i  +  A^o  —  O 

—  A«i  +  A«o  =  0 

ft«o  +  /^s«!  =  0. 
Aus  den  zwei  ersten  folgt 

WO  «0*  +  ^^  =  (>*>  Q  ^^^  Länge  von  q  ist;  aus  den  zwei  letzten  folgt 
A  =  0,  A  =  0,  also 


«0  +  «1  «1  Q 

Namentlich  wenn  q  =  ccq  -}-  cc^e^  eine  quateme  Einheit,  also  a^^  +  «i* 
=  ()*  =  1  ist,  so  wird 

1:  (ao  +  ai^)  =  «o  -  «i^i- 

Hieraus  ergiebt  sich  dann  leicht  l:q^*^  ^"^',  in  Uebereinstimmung 
mit  der  Algebra. 

Die  von  Dillner  behandelten  Abschnitte  über  die  Rechnung  in 
doppeltem  Axensysteme,  so  wie  über  das  distributive  Gesetz  (Nr.  14 
bis  23)  werben  durch  die  von  mir  zu  Grunde  gelegte  Definition  1 
überflüssig. 

Unter  den  üblichen  Anwendungen  der  Quatemionen  sind  zu  ver- 
werfen die  auf  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  (Dilln.  Nr.  4),  auf  das 
Drehungsmoment  und  die  mechanische  Arbeit  (Dilln.  Nr.  24),  da  die 
Verknüpfung  der  Strecken  diese  Begriffe  aufs  einfachste  liefert,  während 
die  Quatemionen  Ungehöriges  hineinmischen.  In  der  That  ist  a  +  6 
die  aus  a  und  b  zusammengesetzte  KJraft,  [ab]  das  Moment  der  Kraft 
6  am  Hebelarm  a,  [ahc']  das  Moment  der  Kraft  c  am  Hebelarm  6, 
der  an  der  festen  Axe  a  angebracht  ist,  [a,6J  die  Arbeit  der  Kraft  b 
in  Bezug  auf  den  Weg  a.  Aus  gleichem  Grunde  ist  die  Rechnung 
mit  Quatemionen  zu  verbannen  bei  der  Drehung  eines  räumlichen  Ge- 
bildes um  eine  Axe  (Dilln.  Nr.  39 — 42)  und  bei  der  Transformation 
rechtwinkliger  Koordinaten  (Dilln.  Nr.  44 — 48,  Hankel*)  §  58).    Die 

*)  { Gemeint  sind  Hermann  Hankels  Vorlesungen  über  die  komplexen  Zahlen, 
Leipzig,  bei  Voss  1867. ) 

18* 
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letztere  Aufgabe  wird  für  senkrechte  Koordinatensysteme  aufs  leichteste 
und  unmittelbarste  durch  innere  Multiplikation  gelöst;  ich  verweise  in 
dieser  Beziehung  auf  meine  Abhandlung  über  ^^die  Mechanik  nach  den 
Principien  der  Ausdehnungslehre"  in  diesen  Annalen  Bd.  XII,  S.  222 
{hier  S.  46— 72}. 

Die  erstere  Aufgabe  wird  am  leichtesten  gelöst  durch  die  voll- 
ständigen Quotienten  der  Strecken  (A^  Nr.  377 — 390  {d.  Ausg.  I,  2, 
S.  240 — 257}).  Unter  einem  solchen  Quotienten  verstehe  ich  einen 
Ausdruck,  welcher  jede  Strecke  durch  Multiplikation  (mit  diesem  Aus- 
882  druck)  in  eine  bestimmte  Strecke  f  verwandelt.  Es  genügt  zu  dem 
Ende,  festzusetzen,  in  welche  drei  Strecken  sich  drei  nicht  einer  Ebene 
parallele  Strecken  im  Räume  durch  jene  Multiplikation  verwandeln  sollen. 
Sollen  zum  Beispiel  durch  einen  solchen  Quotienten  Q  die  Strecken 
^u  ^%)  ^8  (^®  ^^  keiner  Zahlbeziehung  stehen,  das  heisst  nicht  der- 
selben Ebene  parallel  sind)  in  die  Strecken  a^,  a^j  a^  durch  Multipli- 
kation mit  Q  verwandelt  werden,  das  heisst,  ist  e^Q  =  a^,  e^Q  =  a^^ 
e^Q^=  a^^  so  ist  nach  dem  allgemeinen  Multiplikationsgesetze 

(8)  («lei  +  cc^e^  +  «s^)  Q  =  «i«i  +  ^(h  +  «««s; 

und  das  Produkt  jeder  Strecke  im  Räume  mit  Q  ist  dann  genau  be- 
stimmt.    Ich  schreibe  dann 

(9)  ^  =  Jj^'3. 

und  nenne  e^,  e,,  e^  die  Nenner,  a^,  Oj,  «j  die  entsprechenden  Zähler. 
Von  fundamentaler  Bedeutung  ist  die  Aufgabe,  die  Strecken  x 
(ihrer  Richtung  nach)  zu  suchen,  welche  sich  dabei  in  ihr  Vielfaches 
verwandeln,  so  dass  also  xQ  =  qx  wird.  Diese  Aufgabe  wird  (A^ 
Nr.  388  flf.  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  249  ff.})  durch  die  äussere  MultipUkation 
vermittelst  einer  Gleichung  dritten  Grades  aufs  einfachste  gelöst.  Hat 
nämlich  Q  den  obigen  Werth  und  ist  x  ^  x^e^'\-  x^e^  -|-  x^e^^  so  ver- 
wandelt sich  die  Gleichung 

xQ  —  Qx^=0 
in  die  Gleichimg 

(10)  x^{a^  —  ge^)  +  x^(a^  ~  qc^)  +  x^(aj^  —  ge^)  =  0. 

Hier  können  nicht  x^,  x^,  x^  zugleich  null  sein,  weil  sonst  x  null  wäre, 
was  natürlich  ausgeschlossen  ist.  Ist  nun  zum  Beispiel  x^  von  Null 
verschieden,  so  multiplicire  man  die  Gleichung  äusserlich  mit  a^ — qc^ 
und  Oj  —  Qe^]  so  erhält  man  nach  Division  mit  x^  die  Gleichung 

(11)  [(a,  —  Qe,)  (a,  —  Qe^)  (a^  —  qc,)]  =  0, 
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indem  nämlich  das  äussere  Produkt  dreier  Strecken  stets  null  wird, 
wenn  zwei  Strecken  einander  gleich  werden  (siehe  unten). 

Dies  ist  eine  kubische  Gleichung  in  Bezug  auf  q.  Ich  nehme  an^ 
dass  die  drei  Wurzeln  q^,  q^,  p,  dieser  Gleichung  von  einander  ver- 
schieden seien,  da  der  Fall  gleicher  Wurzeln  sich  als  üebergangsfall 
leicht  aus  jenem  allgemeineren  Falle  der  ungleichen  Wurzeln  ableiten 
lässt.  Zu  jedem  dieser  Werthe  q^^  q^^  q^  sind  dann  vermöge  der 
ersteren  Gleichung  (10)  die  Verhältnisse  x^:  x^:  x^  genau  bestimmt 
und  können  durch  äussere  Multiplikation  mit  je  einer  der  Grössen 
dl  —  Qe^,  0%  —  Q€^y  ^  —  Q^  unmittelbar  gefunden  werden.  Man  er- 
hält also  drei  ihrer  Richtung  nach  bestimmte  Axen  c^,  c,,  Cj,  die  zu 
den  drei  Wurzeln  q^,  q^,  q^  gehören,  und,  wie  man  unmittelbar  sieht, 
in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen. 

So  wird  nun  Q  in  der  normalen  Form 

(12)  Q  =  9iCii  Qt<^j  Qs^s 

dargestellt.  Ich  nenne  q,  Cg,  Cj  die  Axen  des  Quotienten  und  q^,  q^^  (»3888 
die  zugehörigen  Hauptzahlen,  Diese  Darstellung  ist  für  die  Theorie 
der  linearen  Verwandtschaften,  und  für  eine  Menge  algebraischer 
Probleme,  zum  Beispiel  für  die,  welche  Dr.  Gottlob  Frege  in  seiner 
Dissertation  zur  Erlangung  der  venia  docendi  Jena  1874,  S.  20—23 
behandelt  hat,  von  fundamentaler  Bedeutung. 

Soll  der  Quotient  ^,  worauf  es  bei  der  angeregten  Aufgabe  an- 
kommt, nur  eine  Drehung  bewirken,  so  werden  zwei  der  drei  Axen 
imaginär,  eine  wird  reell  und  ihre  zugehörige  Hauptzahl  =1.  Es  sei 
a  diese  reelle  Axe,  alsdann  sind  die  imaginären  von  der  Form  b  '-\-  ci 
und  b  —  cij  wo  a,  bj  c  zu  einander  senkrecht  sind.  Die  beiden  zu 
diesen  imaginären  Axen  gehörigen  Hauptzahlen  haben  den  numerischen 
Werth  Eins,  sind  also  von  den  Formen  cos  a  —  i sin  a  und  cos  a  +  ^^in  a; 
also  wird  dann 

(13)  aQ  =  a, 
[(6+6'i)^  =  (64-ci)(cosa— isina)=&cosa+csina+i(ccosa  — tsina), 


(14)  , 
1(6— ci)^=(6— ci)(cosa+fsina)=fccosa+C8ina— i(ccosa— tsina). 

Diese  beide  Gleichungen  (14)  addirt  und  mit  2  dividirt  geben 

(15)  bQ  =  b  cos  a  +  c  sin  a 

und  die  zweite  von  der  ersten  subtrahirt  und  mit  2i  dividirt  giebt 

(15)  cQ  =  c  cos  a  —  6  sin  a, 

das  heisst,  b  dreht  sich  durch  Multiplikation  mit  Q  in  der  Ebene  bc 
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um  den  Winkel  a  nach  c  zu,  und  c  dreht  sich  um  denselben  Winkel. 
Dann  dreht  sich  offenbar  jede  Vielfachensumme  von  6  und  c,  das 
heisst  jede  Strecke  der  Ebene  hc  um  denselben  Winkel. 

Es  ist  sehr  zweckmässig,  für  diesen  Quotienten  folgende  zwei 
symbolische  Ausdrücke  festzustellen,  zwischen  denen  man  je  nach  Be- 
dürfniss  wählen  kann, 

(16)  ^  =  a«  =  6^*^', 

wo  a  die  Drehungsaxe  von  der  Länge  Eins,  a  der  Drehungswinkel,  V 
aber  die  Strecke  ist,  in  die  sich  6,  was  gegen  die  Axe  senkrecht  ist, 
durch  die  Drehung  verwandelt.  Es  unterscheiden  sich  hier  a  und 
ihH  nur  dadurch,  dass^  jenes  den  Winkel  als  Zahl,  dieses  aber  den- 
selben Winkel  als  Theil  der  Drehungsebene  betrachtet  darstellt.  Dann 
bedeutet  xa^  die  Strecke  x  j  welche  mit  a  denselben  Winkel  bildet 
wie  Xj  aber  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin,  so  dass  also  L  ^x 
=  2iax'  ist;  ebenso  stellt  x'Jy^  die  Strecke  x"  dar,  welche  wieder  so 
liegt,  dass  ix'x"  =  2Lx'b  ist;  dann  ist  also 

(17)  xa^b^  =  xe^^'-^^''^  =  xe^^^'K 
So  erhält  man 

(18)  a^'b''  =  e«^«^ 

Dieser  Satz  ist  für  die  Fortsetzung  der  Drehungen  von  Bedeutung. 
In  der  That  ergiebt  sich 

384  (19)  c*^«* .  ^^^^  =  a''b''b''(f'  =  a^if  =  e^^% 

also 

(20)  e^Lab^Lbc^^%Lac^ 

eine  Formel,  die  statt  der  verwickelten  und  mit  fremdartigen  Bestand- 
theilen  vermischten  Formel  (81)  von  Dillner  eintreten  muss. 

Die  schönste  Anwendung  der  Quatemionen  ist  die  auf  die  sphäri^ 
sehe  Trigonometrie.  Doch  glaube  ich,  dass  auch  hier  die  Verknüpfung 
der  Strecken  der  Rechnung  mit  Quatemionen  überlegen  ist.  Hierzu 
ist  noch  der  in  dem  Obigen  schon  implicite  enthaltene  Begriff  des 
Produktes  [abc]  dreier  Strecken  a,  6,  c  erforderlich.  Li  der  That, 
wenn  [Je]  die  Er^nzung  der  Strecke  a^  ist,  also  [bc]  =  a^,  so  wird 
[a&c]  =  [a;aj,  also  gleich  dem  inneren  Produkte  der  Strecken  a 
und  a^.  Ich  nenne  [abc]  das  äussere  Produkt  der  drei  Strecken  a,  6,  c* 
(Ai  §  31  u.  ff,  A^  Nr.  262  {d.  Ausg.  I,  1,  S.  80 ff,  I,  2,  S.  173}). 
Es  ergeben  sich  leicht  aus  dem  Obigen  die  Formeln 

[abc]  =  [bcd]  =  [cab]  =  —  [ac6]  =  —  [bac]  =  —  [cbajy 
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ferner  das  Gesetz,  dass  [abc]  =  0  ist,  wenn  zwei  der  Faktoren  gleich 
sind,  und  begrifflich,  dass  [abc]  gleich  dem  Parallelepipedon  (Spat) 
ist,  in  welchem  drei  sich  aneinander  schliessende  Kanten  gleich  a,  b 
und  c  sind. 

Nun  setze  ich  statt  eines  sphärischen  Polygons  AB  CD  ...  die 
Reihe  der  Strecken  a,  b,  c^  d,  . . .  welche  vom  Mittelpunkt  der  Kugel 
nach  den  Ecken  Ä,  B^  C,  D,  ,  .  ,  gezogen  sind,  und  setze  die  Länge 
des  Kugelradius  gleich  Eins.  Setzt  man  dann  statt  ab,  bc,  cd, . , .  die 
Radien,  welche  auf  ab,  bc,  cd, . . .  nach  derselben  Seite  hin  (zum  Bei- 
spiel nach  links  hin)  senkrecht  stehen,  so  erhält  man  das  zugehörige 
Polareck.  Es  deien  namentlich  a,  b,  c  die  nach  den  Ecken  eines 
sphärischen  Dreiecks  gezogenen  Radien  und  sei  c'  der  auf  a,  b  senk- 
rechte Radius,  doch  so,  dass  [a6c']  positiv  ist,  und  ebenso  sei  V  auf 
c,  a  senkrecht,  a'  auf  b,  c,  und  [caV]  [bca']  positiv.  Dann  ist  a'Vc' 
die  Polarecke,  aber  auch  a  auf  V,  c';  b  auf  c',  a';  c  auf  a\  V  senk- 
recht, nach  gleicher  Seite  hin,  also  auch  abc  die  Polarecke  von  aVc\ 
Nun  seien  die  Winkel  bc,  ca,  ab,  Vc',  ca\  a'V  mit  a,  ß,  y,  a,  ß',  y' 
bezeichnet,  und  zwar  so,  dass  diese  sechs  Winkel  als  positive  Zahlen 
betrachtet  werden.  Um  die  Beziehungen  zwischen  diesen  Grössen  auf 
die  einfachste  Weise  ableiten  zu  können,  mache  ich  noch  von  dem  Pro- 
dukt zweier  Flächenräume  im  Räume  Gebrauch,  indem  ich  (nach  Aj 
§  132,  A,  Nr.  103  {d.  Ausg.  I,  1,  S.  217,  I,  2,  S.  72} 

[ab  .  bc]  =  [abc]  .  b 

setze.  Dann  ergiebt  sich  (A^  Nr.  97),  dass  das  Produkt  der  Er^zungen 
zweier  Strecken  a,  b  im  Räume  die  Er^nzung  des  Produktes  dieser 
Strecken  ist,  das  heisst: 

[|o|6]  =  |[a6]. 

Hieraus  folgt  für  die  obigen  sechs  Radien  a,  b,  c,  a',  V,  c\  zunächst 
a'sin  a  =  ][6c].     Denn  ist  Lbc^  in  der  Ebene  bc  gleich  90°  und  c^sgö 
gleichfalls  Radius,  so  bilden  a,b,c^  einen  Normal  verein  und  es  ist  also 

a'  =  \\bc^  =  \\bc]  :  sin«. 
Auf  gleiche  Weise  ist 

6' sin /S  =  I [ca],    c' sin  y  =  I [ab]] 
a  sin  a  =  [[Vc"],    b  sin  ß'  =  {[c'a"],    c  sin  y'  =  |[a'6']. 

Also  ist 

(<2n        a=l[^^g^J  ^  [l^1^1=        [ca. ab]        ^         [ahc]a 

^      ^  sina'  sina'  sin  a' sin  j?  ein  y         sin  a' sin  ß  sin  y ' 

also 

[abc]  =  sm  a  sm  ßsiny  =  sin  a  sm  p  sm  y  •  ^.^^  • 
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Da  nun  [abc]  «=  \bca\  »s  [cab]  ist^  so  kann  man  auch  sin /3': sin/} 
und  sin  y':  sin  y  statt  sin  a':  sin  a  setzen.  Es  sei  sin  a'i  sin  a  =»  x  ge- 
setzt, so  wird 

[a  b  c]  =  sin  asinßsiny  .Xy  und  ebenso 

[a'6'c']  =  sin  a  'sin  /S'sin  y'  — , 


(22) 


«in«'        sin  ^'  riny' 

sin  a  sin  ^  sin  y 


Ferner,  da  |a'sina  =  [6c]  ist,  so  hat  man  [a'6c]  =  [a'ia']sina  =  8ina, 
und  so 

f  [a'fcc]  =  sin  a,     [Vca]  =«  sin ß,     [cab]  =  sin  y, 


^^^^  [ [afc'cT  =  sin  a\  [bca"]  =  sin  /S',  [ca'V]  =  sin  y\ 

Femer  [b'bc]  =  [6'|^']  sina  =  sina  cosy',  und  so  überhaupt 
f  [6'6c]  =s  8in  a  cosy',     [c'bc]  «=  sin  a  cos/3'  u,  s.  w., 


(24)  , 
([66'c']  «=  sin  a'  cos  y,    [cft'c']  =  sin  a  cos/S  u.  s.  w. 

Nun  seien  a^  b,  c  drei  beliebige  Strecken,  die  nicht  einer  Ebene 
angehören,  so  lässt  sich  jede  andere  Strecke  d  aus  ihnen  numerisch 
ableiten.    Es  sei 

d  =  a;a  +  y6  +  ^<^, 

so  erhalt  man  durch  äussere  Multiplikation  mit  [6c],  da  \bbc\  und 
\cbc\  null  sind,  [dbc\  =  x\abc],  also  x  =  [dftc]  :  \abc\  und  entsprechend 
für  die  dbrigen,  also 

(25)  d\abc\  =  a\dbc\  +  6[arfc]  +  c{abd\ 
oder  symmetrischer 

(25)  a[6cd]  —  b\cda]  +  c[da6]  —  d\abc]  =  0 

fftr  beliebige  vier  Strecken  a,  ft,  c,  d. 

Diese  Gleichung  können  wir  benutzen,  um  unmittelbar  die  Haupt- 
aufgabe zu  lösen:  yyDie  Gleichung  aufeusteHen  ewischen  je  vier  der  Radien 
a,  6,  c,  a\  6',  c'J' 

Man  findet  zuerst  für  a,  &,  (;,  a'  die  Oleichung 

a[6ca']  —  b\caa\  -j-  c[a'ab]  —  a'[abc]  =  0, 
das  heisst 

(VI)  a  sin  a  +  ^  ^^^  ß  cosy'  -^  c  smy  cos  jJ'  =  a'[a6c], 

886  oder,  indem  man  mit  beliebigem  Radius  r  innerlich  multiplicirt  und 
statt  [abc\  seinen  Werth  setzt 

[cos  ra  .  sin  a  4"  ^^  rb  .  sin  ß  cos  y'  +  ^^  rc  .  sin  y  cos  jJ'  = 
=  cos  ra' .  sin  a  sin  ß  sin  y'. 


(26)     {' 
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Solcher  Formeln  erhalt  man  sechs.     Es  sind  dies  die  Formeln  ^  welche 
Dillner  unter  Formel  (17)  andeutet. 

Femer  findet  man  für  a,  6,  a',  V  die  Gleichung 

alba'V]  —  b[a'Va]  +  a[Vab]  —  V[aba]  =  0, 
das  heisst 

(VU)     sin  y'(a  cos  a  —  6  cos  ß)  -\-  sin  y  (a'  cos  a  —  6'  cos  ß')  =  0 
oder 

(27)  sin/(cosracosa  —  cosr6co8/S)+siny(co8ra  cos«'—  cosr6'cos/J')=0. 
Setzt  man  insbesondere  r  =  a,  so  erhält  man,  da 

cos  aa  =[a\a\=^  —. — -  =  sm  iJ  sin  y 
^    '     -*         sin  a  ^         ' 

ist,  nach  Division  mit  sin  y'  die  bekannte  Formel 

(28)  cos  a  —  cos  ß  cos  y  '■\-  An  ß  sin  y  cos  a  =  0. 

Solcher  Formeln  wie  (VII)  erhält  man  drei. 
Endlich  findet  man  för  a,  6,  c',  a 

aibc'a"^  —  b[c'aa:\  +  c'[a'ab'\  —  a'\abc^  =  0, 
das  heisst 

(Vm)  sin  ß'{a  —  b  cos  y)  =  sin  y  (a'  —  c  cos  /S') 

oder 

(29)  sin  /S'(cos  ra  —  cos  rb  cos  y)  =  sin  y(cos  ra  —  cos  rc  cos  ß'). 

Solcher  Formeln  giebt  es  sechs. 

Man  erkennt  hieraus  den  grossen  Reichthum  der  Beziehungen,  die 
durch  diese  Methode  hervortreten.  Jede  geometrische  Gleichung  lässt 
sich  auf  diese  Weise  in  Sätze  der  Sphärik  umwandeln. 

Ich  führe  als  Beispiel  an  den  von  Hankel  S.  193  citirten  Gauss- 
schen  Satz  fQr  das  sphärische  Viereck,  nämlich 

sin  AB  sin  CD  qob{AB,  CD)  =  cos ^C  cos  BD  —  cos  AD  cos  BG, 

welcher   eine   Umwandlung   der   Formel  (A^  Nr.   176  {d.  Ausg.  I,  1, 
S.  136 } )  ist,  nämlich  der  Formel 

[ab\cd\  =  [a|c]  [6|d]  -  [a|d]  \b\c\. 
Als  zweites  Beispiel  führe  ich  an  die  Umwandlung  der  Gleichung 
^1  +  *i  +  ^1  +  •  •  •  =  ^i>  ^0  ^i;  ^1?  ^i;  •  •  •  ^1  Strecken  sind.  Es  sei 
Oj  =  da,  &!  =  bi,  Ci  =  cc,  «1  =  fs,  wo  a,  b,  c,  . . .  f  die  Längen  sind, 
a,  bj  c,  . . .  s  also  Radien  einer  Kugel  von  der  Länge  Eins,  so  hat  man 
durch  innere  Multiplikation  mit  einem  beliebigen  Radius  r 

a  cos  ra  -f-  b  cos  r6  +  •  •  •  =  j  cos  rs. 
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Setzt  man  hier  r  =  ^•,  so  hat  man 

a  cos  sa  +  b  cos  .si  -j-  •  •  •  =  f ; 
also : 

('3CA  ^  ""^^  r«  +  b  008  r6  +    •    _  ^^^  ^^ 

^        ^  QC08«a  +  b  C08«!;4-  •      •  ' 

eine  Formel  von  der  d'Arrest  in  den  Berichten  der  sächsischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  von  1852  (S.  37  ff.)  einen  speciellen  Fall 
entwickelt  hat. 

Stettin,  den  25.  April  1877. 
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Verwendung  der  Ausdehnungslehre  für  dieallgemeine273 
Theorie  der  Polaren  und  den  Zusammenhang 
algebraischer  Gebilde. 

Von 
Hermann  Ottnther  Orassmann  in  Stettin. 


Grelles  Journal  Bd.  84,  Heft  4,  S.  273—283  (1877). 


Herr  Reye  hat  in  einer  Reihe  von  Aufsätzen,  die  in  diesem  Journal 
veröffentlicht  sind,  und  unter  denen  ich  besonders  Bd.  78,  S.  97  ff. 
„Erweiterung  der  Polarentheorie  algebraischer  Flächen",  Bd.  79,  S.  159  ff. 
„Ueber  algebraische  Flächen,  die  zu  einander  apolar  sind",  Bd.  82,  S.  1  ff. 
„Ueber  Systeme  und  Gewebe  von  algebraischen  Flächen"  nebst  den 
Anwendungen  auf  Flächen  zweiten  Grades  Bd.  82,  S.  54fiF.,  S.  173  fiF. 
hervorhebe,  die  Theorie  der  algebraischen  Gebilde  in  sehr  fruchtreicher 
Weise  erweitert.  Die  Methoden,  die  er  angewandt  hat,  werden  durch 
die  Principien  der  Ausdehnungslehre  ausserordentlich  vereinfacht,  und 
neue  Bahnen  eröffnen  sich  von  da  aus  in  dies  noch  immer  schwer 
zugängliche  und  doch  so  reichhaltige  Gebiet. 

Die  Principien  der  Ausdehnungslehre,  auf  die  ich  zurückgehe, 
finden  sich  zuerst  andeutungsweise  in  meiner  Ausdehnungslehre  von 
1844  und  in  der  von  1862.  In  der  letzteren,  Nr.  350,  { d.  Ausg.  I,  2, 
S.  225}  ist  gezeigt,  wie  man  jede  Funktion  von  m  veränderlichen 
Zahlgrössen  x^j  .  . .,  a:^  in  eine  Funktion  einer  einzigen  extensiven 
Grösse  x  verwandeln  kann,  welche  aus  m  Einheiten  e^,  . , ,,  e^  durch 
die  Zahlgrössen  x^^  ,  .  ,,  x^  abgeleitet  ist,  so  nämlich,  dass 

^  =  ^ßl+^»«2  +  --;  +  ^m«m 

ist.     Diese  Verwandlung  wird  durch  den  Begriff  der  kombinatorischen 
Multiplikation  vermittelt. 
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Das  Produkt  der  Einheiten  e^,  . .  .,  e^  wird  als  kombinatorisches 
dadurch  charakterisirt,  dass  dasselbe  Null  gesetzt  wird,  sobald  eine 
Einheit  mehr  als  einmal  darin  als  Faktor  erscheint,  und  dass  durch 
gegenseitige  Vertauschung  zweier  Faktoren  das  kombinatorische  Pro- 
dukt der  Einheiten  entgegengesetzten  Werth  annimmt.  Ich  bezeichne, 
der  Ausdehnungslehre  von  1R62  gemäss,  das  kombinatorische  Produkt 
durch  eine  eckige  Klammer,  mit  der  ich  es  umschliesse*,  femer  setze 
ich  das  kombinatorische  Produkt  der  samtlichen  ursprünglichen  Einheiten 
in  der  gegebenen  Reihenfolge  e^, . .  .,  e«»  gleich  1,  also  [e^e^ . . .  e^]  =  1, 
274  80  dass  als  die  kombinatorischen  Produkte  aus  den  m  Einheiten  stets, 
je  nach  ihrer  Ordnung,  gleich  +  1  oder  —  1  sind. 

Ergänzung  einer  Einheit  nenne  ich  das  kombinatorische  Produkt 
aller  übrigen  Einheiten  und  zwar  in  der  Anordnung  der  Faktoren, 
dass,  wenn  auf  jene  Einheit  die  Einheiten,  die  in  ihrer  Ergänzung  als 
Faktoren  enthalten  sind,  der  Reihe  nach  folgen,  das  gesamte  kombina- 
torische Produkt  -f"  1  ist.  Ist  also  e^  die  Er^nzung  der  Einheit  e^ 
und  bedeutet  [e^e^]  das  kombinatorische  Produkt,  in  welchem  auf  e^ 
nach  der  Reihe  die  Einheiten  von  e^  als  Faktoren  folgen,  so  hat  man 
[e^6^'\  =  1^  dagegen  [^^«J  =  0,  wenn  r  nicht  gleich  s  ist,  weil  dann 
£,  nothwendig  e^  als  Faktor  enthält,  das  gesamte  kombinatorische  Pro- 
dukt also  nach  dem  oben  festgestellten  Begriffe  desselben  Null  ist.  Ich 
nenne  ein  solches  Produkt  [e^fj,  sofern  e^  und  s^  als  dessen  Faktoren 
betrachtet  werden,  ein  äusseres  Produkt  (Ausdehnungslehre  von  1844 
§  34,  die  von  1862  Nr.  78  {d.  Ausg.  I,  1,  S.  85 f.,  I,  2,  S.  56}). 
Hieraus  folgt  aber  sogleich,  da  x  =  x^e^  -\-  x^e^  -\-  -  -  -  -\-  x^^e^  gesetzt 
war,  \xB^  =  ^1,  [a;£j  =  x^  u.  s.  w.,  also 

/•(X,  x^,  . . .,  a:J  =  fiixB;\,  [arfj,],  .  . .,  L-^'f  J); 

das  heisst,  die  Funktion  von  m  veriinderlichen  Zahlgrössen  x^^  .  . .,  a:^ 
ist  in  eine  Funktion  einer  einzigen  extensiven  Grösse  x  verwandelt. 

Hieraus  habe  ich  weiter  in  Nr.  358  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  230}  die 
Folgerung  abgeleitet,  dass  sich  jede  homogene  Funktion  ri-ten  Grades 
der  Veränderlichen  rTj,  . .  .  a;^  in  der  Form  a^xS^  darstellen  lasse,  wo  a„ 
einen  Ausdruck  mit  n  Lücken  in  jedem  Gliede  darstellt.  In  der  That, 
wenn  f  eine  homogene  Funktion  w-ten  Grades  von  iCi,  .  .  .,  a:^  ist,  so 
kommt  in  /'=/'([^fi],  [^^2];  •  •  •>  [^O)  ^®  extensive  Variable  x  in 
jedem  Gliede  n-mal  als  Faktor  vor.  Entfernt  man  daher  x  aus  diesen 
Verbindungen  \xt^  und  setzt  an  die  Stelle,  wo  x  gestanden  hat,  irgend 
ein  Zeichen,  welches  die  dadurch  entstandene  Lücke  darstellt,  und  setzt 
nun  den  so  aus  /"([iPfJ,  .  . .,  [iz:f„J)  hervorgehenden  Ausdruck  =  «„,  so 
wird  f=a^(j(f.    Das  Zeichen,  welches  man  für  die  entstandene  Lücke 


Kombinatorische  Produkte.    Lückenausdrücke.  285 

wählt;  ist  an  sich  gleichgültig,  kann  aber  hier  füglich  ganz  entbehrt 
werden,  da  der  Ausdruck  a^rc"  sonst  keine  Bedeutung  hat,  wenn  nicht 
«^  ein  Ausdruck  ist,  der  in  jedem  Gliede  n  Lücken  enthält,  in  die  x 
eintreten  soll.  Doch  ist  hierdurch  der  Begriff  des  Lückenausdruckes 
a„  noch  nicht  erschöpft.  Es  muss  nämlich  festgestellt  werden,  welche 
Bedeutimg  a„  erlangt,  wenn  beliebige  n  extensive  Grössen,  zum  Bei- 
spiel yuVtj  '  ' '  Vpj^'^  iß  diö  Lücken  jedes  in  a^  enthaltenen  Gliedes 
eintreten  sollen.  Es  ist  in  der  Ausdehnungslehre  von  1862,  Nr.  353 
{d.  Ausg.  I,  2,  S.  228}  festgesetzt,  dass  a^y^y^  •••  yp"^"^  den  Aus- 
druck f  bezeichnet,  welcher  hervorgeht,  wenn  man  die  Faktoren  275 
y\y%  •••  yplT^^  ^^^  ^^d  nach  in  allen  möglichen  verschiedenen 
Folgen  in  die  Lücken  von  a^  eintreten  lässt  und  die  Summe  der  so 
erhaltenen  Ausdrücke  durch  ihre  Anzahl  dividirt,  und  in  Nr.  360 — 363 
{d.  Ausg.  I,  2,  S.  231 — 233}  ist  nachgewiesen,  dass  für  diese  hinzu- 
tretenden Faktoren  die  Gesetze  der  gewöhnlichen  algebraischen  Multi- 
plikation gelten.  Auch  kann  y  hier  möglicher  Weise  die  Lücke  selbst 
bezeichnen. 

Ich  beschränke  mich,  im  Anschlüsse  an  die  Arbeiten  von  Herrn 
Reye,  auf  die  quatemären  Formen  im  Räume.  Die  Grössen  erster 
Stufe  im  Räume  sind  Punktgrössen,  das  heisst  einfache  oder  vielfache 
(mit  Koefficienten  versehene)  Punkte,  oder  Strecken  von  bestimmter 
Länge  und  Richtung,  die  als  unendlich  entfernte  Punktgrössen  aufzu- 
fassen sind.  Ich  bezeichne  diese  Grössen  erster  Stufe  mit  lateinischen 
Buchstaben,  und  verstehe  also  auch  unter  den  Einheiten  ßj,  e^,  6j,  e^, 
sowie  unter  ihren  Vielfachensummen,  Grössen  erster  Stufe,  also,  abge- 
sehen von  dem  Koefficienten,  Punkte.  Die  Er^nzung  von  Cj,  das 
heisst  das  kombinatorische  Produkt  [eje^ej  bezeichne  ich  wie  oben  mit 
£^  und  nenne  diese  Ergänzungen  Einheiten  dritter  Stufe.  In  der  Aus- 
dehnungslehre ist  nachgewiesen,  dass  das  kombinatorische  Produkt 
[ejCg^J  ein  Theil  der  Ebene  ist,  die  durch  die  drei  Punkte  e^,  «g,  e^ 
geht,  und  zwar,  wenn  e^y  e^,  e^  einfache  Punkte  sind,  das  Doppelte  des 
Dreiecks  e^e^e^.  Ebenso  nenne  ich  jede  Vielfachensumme  dieser  er- 
^nzenden  Einheiten  eine  Grösse  dritter  Stufe.  Sie  stellt  nach  der 
Ausdehnungslehre  (von  1862)  Nr.  257,  258  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  172} 
wiederum  einen  Theil  einer  Ebene  dar,  imd  es  gelten  für  sie  im  Räume 
genau  dieselben  Gesetze  wie  für  die  Grössen  erster  Stufe,  wenn  man 
nämlich  überall  den  Begriff  der  ersten  Stufe  mit  dem  der  dritten  ver- 
tauscht. Namentlich  ist  das  kombinatorische  Produkt  dreier  Ebenen, 
abgesehen  von  dem  metrischen  Werthe,  der  Durchschnittspunkt  der 
drei  Ebenen.  Ich  bezeichne  im  Folgenden  überall  die  Ebenen  oder 
Theile  der  Ebenen   mit  griechischen  Buchstaben.     Hiemach  wird  nun. 
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wenn  x  =  x^e^ -\- x^e^  +  w^^e^  +  x^e^,  und   g  =  gifi +  52^2  +  Is^s  +  ^4^4 
ist,  wo  a,,  . . .,  ir'^,  gl,  .  .  .,  1^  veränderliche  Zahlgrössen  bedeuten, 
u^af*  =  0  die  Gleichung  einer  Fläche  n-ter  Ordnung, 
a„|"  =  0  die  Gleichung  einer  Fläche  n-ter  Klasse. 
Der  Kürze  wegen  will  ich  diese  Flächen  die  Flächen  a„  oder  a„  nennen. 

Aus  den  hier  dargelegten,  schon  in  meiner  Ausdehnungslehre  von 
1862  enthaltenen  Principien  habe  ich  in  den  Göttinger  Nachrichten  von 
1872,  S.  570  {hier  S.  251  f.}  die  Theorie  der  Polaren  auf  die  einfachste 
270  Weise  abgeleitet,  und  es  bedarf  f  nur  einer  geringen  Nachhülfe,  um 
die  dort  niedergelegte  Methode  so  zu  erweitem,  dass  sie  zugleich  die 
von  Herrn  Reye  ausgeführte  erweiterte  Theorie  der  Polaren  und  die 
Theorie  der  Apolaren  in  sich  schliesst. 

Es  knüpft  sich  jene  Methode  an  die  Aufgabe,  die  Durchschnitts- 
punkte einer  geraden  Linie  bc  mit  einem  Gebilde  n-ter  Ordnung  zu 
finden.  Die  Aufgabe  ist  dort  für  den  Fall  behandelt,  dass  dieses  Ge- 
bilde eine  Curve  n-ter  Ordnung  in  der  Ebene  sei.  Es  lässt  sich  dies 
aber  ohne  irgend  eine  Aenderung  auf  den  Fall  übertragen,  wo  das 
Gebilde  eine  Fläche  n-ter  Ordnung  im  Räume  ist.  Jeder  Punkt  der 
geraden  Linie  hc  lässt  sich  in  der  Form  b  -\-  kc  darstellen,  wo  b  imd 
r  Punkte  und  A  eine  veränderliche  Zahl  ist.  Ist  nun  «^:r"  =  0  eine 
Fläche  n-ter  Ordnung,  so  liefert  die  Gleichung  ajh  -j-  Ar)"  =  0  nach 
A  gelöst  die  n  Durchschnittspunkte  der  geraden  Linie  bc  und  der 
Fläche  a„af*  =  0.     Die  Entwickelung  giebt 

(1)         a„b''  +  n«„6«- »c  .  A  +  '^—^  «„b-'-c^- .  A^  -f-  •  . .  =  0. 

Sind  die  k  ersten  Glieder  dieser  Gleichung  Null,  so  sind  auch  k  Werthe 
von  A  Null,  das  heisst,  die  Gerade  bc  berührt  die  genannte  Fläche 
Ä*-punktig  in  b.  Sind  also  die  k  ersten  Glieder  der  Gleichung  (1)  für 
jeden  Werth  von  c  gleich  Null,  so  muss  jede  durch  b  gezogene  gerade 
Linie  die  Fläche  a„  Ä-punktig  treffen,  das  heisst,  der  Punkt  b  ist  ein 
fc-facher  Punkt  der  Fläche  a„.  Setzen  wir  nun  einen  Ausdruck  «^ 
mit  k  Lücken,  die  durch  Punkte  ausgefüllt  werden  sollen,  nur  dann 
selbst  gleich  Null,  wenn  er  mit  beliebigen  k  Punkten  multiplicirt  Null 
giebt,  oder,  anders  ausgedrückt,  wenn  die  sämtlichen  Koefticienten  der 
Form  ai^x^'  Null  sind,  so  können  wir  sagen,  a^fc'*~*  =  0  drücke  aus, 
dass  b  ein  (k  -f-  l)-facher  Punkt  der  Fläche  a„  sei,  namentlich  drücke 
dann  a„ft"~^==0  aus,  dass  b  ein  Doppelpunkt  der  Fläche  a„  sei.  Die 
Glieder  in  der  obigen  Gleichung  (1)  sind,  wenn  man  c  veränderlich 
etwa  gleich  x  setzt,  die  Polaren  von  i,  nämlich  die  Fläche  a^b,  das 
heisst  die  Fläche,  deren  Gleichung  a^baf*"^  =  0  ist,  die  sogenannte 
erste  Polare,  a^6*  die  zweite  u.  s.  w. 
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Ich  habe  in  dem  angefQhrten  Aufsatze  die  Benennung  dahin  ge- 
ändert, dass  ich  aj)  die  Polare  von  6,  aj)^  die  Polare  von  V  u.  s.  w., 
a^&iij  ...  64  die  Polare  von  W  , ,  .h^  genannt  habe.  Da  man  nun 
das  algebraische  Produkt  b^b^  .  . .  b^  als  Fläche  i-ter  Klasse  betrachten 
kann,  die  in  die  Punkte  b^,  6^,  . .  .,  i^  zerfällt,  und  jede  Fläche  Ä^-ter 
Klasse  als  Yielfachensumme  solcher  Flächen  darstellen  kann,  so  lag  es 
nahe,  die  Theorie  der  Polaren  in  dieser  Weise  f  zu  erweitern.  Aber  278 
ich  habe  diesen  wichtigen  Schritt  nicht  selbständig  gethan,  sondern 
erst,  nachdem  ich  Reyes  oben  citirte  Abhandlung  in  diesem  Journal 
Bd.  78  gelesen  hatte.  Aber  die  angedeutete  Idee  ist  für  die  Auffassung 
der  allgemeinen  Polarentheorie  von  fundamentaler  Wichtigkeit,  und  ich 
werde  sie  daher  hier  noch  nach  einer  etwas  veränderten  {Methode) 
darlegen. 

Ich  habe  gesagt,  dass  man  das  algebraische  Produkt  b^b^  ...  b^ 
als  Fläche  jfc-ter  Klasse  betrachten  kann;  die  Gleichung  dieser  Fläche 
ist  [&il][62S]  •  •  •  [h^]  =  ^\  wo  [iil]  das  äussere  Produkt  des  Punktes 
b^  und  der  Ebene  |  ist,  und  gleich  Null  gesetzt,  aussagt,  dass  die 
Ebene  |  durch  den  Punkt  \  geht.  Nun  bezeichne  ich  mit  a^*)  die 
Vielfachensumme  der  algebraischen  Produkte  von  je  k  Punkten  und 
nenne  sie  eine  Form  fc-ter  Klasse.  Es  verwandelt  sich  a^  i^  a^^  wenn 
man  jedem  dieser  Punkte  noch  eine  Lücke  dritter  Stufe  als  zweiten 
Faktor  des  äusseren  Produktes  hinzufügt;  es  sind  also  a^*)  und  a^  nur 
formell  verschieden,  und  beide  stellen  dieselbe  Fläche  Ä:-ter  Klasse  dar. 
Ich  bezeichne  das  obige  Produkt  [fe^g]  [6,1]  . .  .  [i^l]  mit  [b^b^ .  .  .  6;^.^*] 
und  verstehe  allgemeiner  unter  dem  äusseren  Produkte  zweier  Faktoren, 
von  denen  der  erste  ein  algebraisches  Produkt  von  m  Punkten,  der 
andere  ein  algebraisches  Produkt  von  n  Ebenen  ist,  also  unter 
\Pi  ' '  '^m'  ßi  '  ' '  ßnlij  wenn  m  kleiner  oder  ebenso  gross  als  n  ist,  den 
Ausdruck,  welcher  hervorgeht,  wenn  man  zuerst  jeden  der  Punkte 
61  ...  &^  mit  einer  beliebigen  der  Ebenen  ß^  ,  ,  .  ß^  zu  einem  äusseren 
Produkte  verbindet,  und  die  sämtlichen  möglichen  verschiedenen  Glieder, 
die  auf  diese  Weise  aus  b^  ,  ,  .  b^  .  ß^  .  . .  ß^  entspringen,  addirt  und  die 
Summe  durch  die  Anzahl  der  Glieder  dividirt.     So  zum  Beispiel  ist 

Man  sieht,  dass  jener  Ausdruck  [b^  . .  ,b^  .  ß^  .  , ,  /3J  nur  formell  ver- 
schieden ist  von  dem  oben  definirten  Ausdrucke  [xß^]  .••  [^/3„]ii  • -ü»,«; 
wenn  x  das  Zeichen  der  Lücke  ist,  und  dass  a^l**  identisch  ist  mit 
[a(«)|»»]  und  daher  auch  die  oben  nachgewiesenen  Gesetze  für  diese 
neuen  Formen  gelten.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass,  wenn  m 
grösser  ist  als  n,  man  /3^,  . . .,  ß^  auf  alle  möglichen  Arten  mit  n  der 
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Punkte  ?>i,  . .  .,  6„  zu  äusseren  Produkten  [6^/3J  zu  verbinden  und 
im  übrigen  ebenso  zu  verfahren  hat^  und  dass  man  femer  auch 
[ßi  '  ' '  ßm'\  '  •  '  Kli  *^  entsprechende  Weise  zu  definiren  hat.  Ich 
ziehe  diese  Formen  als  für  die  Anwendung  bequemer  den  früheren 
vor.  Ist  nun  «^"^  eine  Form  n-ter  Ordnung  und  a^"*)  eine  Form  i»-ter 
278  Klasse,  so  wird  nach  f  dem  Obigen  [«^"^ .  a^*")]  die  Polare  zu  jenen 
zwei  Formen.  Diese  Polare  ist  eine  Form  von  (n  —  m)-ter  Ordnung 
oder  (m  —  n)-ter  Klasse,  je  nachdem  n>  m  oder  fn>  n  ist.  Um  diesen 
doppelten  Ausdruck  zu  vermeiden,  setze  ich  fest,  dass  zum  Beispiel 
eine  Form  ( —  3)-ter  Ordnung  nichts  anders  bedeuten  soll  als  eine 
Form  dritter  Klasse  und  umgekehrt  Wenn  m  =  n  ist,  so  wird  die 
Polare  eine  blosse  Zahl. 

Der  so  gewonnene  Begriflf  der  Polare  gestattet  die  freieste  und 
mannigfachste  Anwendung,  und  schliesst  den  von  Herrn  Reye  auf- 
gestellten Begriff  in  sich.  Um  dazu  zu  gelangen,  benutzt  man  am 
besten    den    bekannten    Satz:    Jede    Fläche    n-ter   Klasse    lässt    sich, 

wenn  man 

(n  +l)(n+2)(n+8) 
i  .  2  .  3 

beliebige  Punkte  &i,  ...,6^  annimmt,  welche  nicht  in  einer  und  der- 
selben Fläche  n-ter  Ordnung  liegen,  als  Vielfachensumme  von  v  Flächen 
n-ter  Kiasse  darstellen,  welche  sich  auf  die  n-fachen  Punkte  6^,  .  .  .,  6^ 
reduciren,  oder  anders  ausgedrückt,  jede  Form  n-ter  Klasse  a<")  lässt 
sich  in  der  Form 

aW  —  OiVH l-ö^V 

darstellen.  Dieser  Satz,  so  wie  der  reciproke,  soll  weiter  unten  auf 
sehr   einfache  Art   bewiesen   werden.     Sucht  man  nun  zu  der  Fläche 

{n-ter  Klasse )  a^"),  deren  Gleichung  Oi[ftiS]**  H (-  cLvIK^]^"^  ^f  ^^^  ^^ 

der  Fläche  A'-ter  Ordnung «<*>,  deren  Gleichung  ii[ßiXf-\-'-"{-i^lß^xf=0 

ist,  wo 

(A;+l)(fe+2)(A:+3) 
1.2.3 

und  fc  <  n  ist,  die  Polare,  so  wird  diese  nach  dem  Obigen  eine  Fläche 
(n  —  A;)-ter    Klasse,    de»en    Gleichung    [a^'')«^*)^''"*]  =  0,    das    heisst 

.      2^KKßr'^''-'  =  0    oder  ^a^UKßrflW-'  =  0  ist. 

Diese  Bestimmung  stimmt  mit  der  von  Herrn  Reye  dem  Resultate 
nach  überein.  Aber  auch  Reyes  Apolaren  sind  aus  dem  obigen  Princip 
aufs  einfachste  abzuleiten.  Nämlich  zwei  Formen  a^**)  und  a^^^  von  n-ter 
Klasse  und  m-ter  Ordnung  heissen  apolar  zu  einander,  wenn  die  zu 
ihnen  gehörige  Polare  Null  ist,  das  heisst,  wenn  [a^**^ .  af^^  =  0  ist. 
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Wenn  m  kleiner  als  n  ist,  so  heisst  das,  es  muss  [a^**^ .  a("»)g«-»^]  gleich 
Null  sein  für  jede  Ebene  |;  das  giebt  so  yiel  Bedingungsgleichungen 
als  die  Zahl  der  Koefficienten  einer  quatemären  Form  (n  —  m)-ten 
Grades  beträgt,  also 

(n  —  m4-l)(n  —  w  +  2)(n  —  w  +  S) 
1.2.3 

Bedingungsgleichungen.  Diese  Bedingungsgleichungen  erhält  man  un- 
mittelbar, indem  man  statt  1"'"'  nach  und  nach  die  Kombinationen 
mit  Wiederholung  aus  f^,  fj,  «,,  e^  zur  (n  —  m)-ten  Klasse  setzt.  Der 
interessanteste  Fall  ist  der,  wo  n  =  m  ist,  also  [a^"^ .  a^"^]  =  0  ist. 
Wenn  sich  a^"^  auf  die  Potenz  eines  Punktes  reducirt,  so  sagt  die  279 
Gleichung  aus,  dass  dieser  Punkt  auf  der  Fläche  w-ter  Ordnung  a<") 
liege.  Wir  werden  im  allgemeinen  Falle  mit  Herrn  Reye  sagen 
können,  dass  die  Fläche  n-ter  Klasse  a^")  auf  der  Fläche  n-ter  Ordnung 
o^")  ruhe,  oder  nach  der  in  der  Ausdefanungslehre  gewählten  Benennung, 
dass  a^")  und  a^*)  incident  sind.  Sind  e^,  6^,  6,,  e^  die  ursprünglichen 
Einheiten  und  f^,  e^^  £g,  b^  ihre  Ergänzungen,  so  kann  man  a^")  und  a^") 
in  den  Formen  darstellen 

Dann  ergiebt  sich,  da  [OyS^]  =  1,  [e^s,]  ==  0  ist,  wenn  r  und  s  verschieden 

sind,  auch  Lei".«i"]  =  K«i?  =  1,  [ßJ~'e2-^?"'«8]  =  k«iJ''"'h«8]  =  1, 
und  so  werden  überhaupt  die  äusseren  Produkte  der  entsprechenden 
Glieder  gleich  Eins,  während  die  der  nicht  entsprechenden  verschwinden,  also 

[a(")a(-)]  =  a,i,  +  a,b,  +  •  •  •  +  a,b, 
und    dies    gleich  Null  im  Falle  der  Incidenz,   also  ganz  wie  bei  der 
Incidenz  eines  Punktes  und  einer  Ebene. 

Da  sich  die  Folgerungen,  welche  Herr  Reye  aus  seiner  Polaren- 
theorie zieht,  aufs  leichteste  aus  den  oben  aufgestellten  Principien  er- 
geben, so  glaube  ich  auf  ihre  Ableitung  hier  verzichten  zu  dürfen,  und 
gehe  jetzt  auf  die  Systeme  und  Gewebe  algebraischer  Flächen  über. 
Die  wesentliche  Idee  dieser  Gebilde  findet  sich  in  der  Ausdehnungs- 
lehre von  1862,  Nr.  392  und  393  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  263f }.  Es  seien 
f\7  fiy  '  '  "i  fv  beliebige  Funktionen,  und  zwar  setze  ich  sie  dem  vor- 
liegenden Zwecke  gemäss  als  quatemäre  Funktionen  von  Punkten  oder 
Ebenen  im  Räume,  so  lassen  sich  diese  Funktionen  nach  Nr.  392  als 
Einheiten  auffassen  und  die  daraus  numerisch  abgeleiteten  Funktionen  als 
extensive  Grössen,  welche  allen  Verknüpfungen  extensiver  Gh-össen  unter- 
worfen werden  können,  und  den  Gesetzen  derselben  unterliegen.    Es  sei 

Orfttsmftnn,  Werke.    II.  19 
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eine  solche  abgeleitete  Funktion,  x^j  x^,  ,  ,  .,x^  also  ihre  Ableitungs- 
zahlen, die  aber  von  den  Veränderlichen,  die  in  t\j  tii  -  -  -  enthalten 
sind,  ^nzlich  unabhängig  sind.  Wenn  nun  zwischen  diesen  Ableitungs- 
zahlen, die  man  mit  Herrn  Reye  die  Flächenkoordinateu  nennen  kann, 
eine  Gleichung  w-ten  Grades 

herrscht,   so  habe  ich  die  Gesamtheit  der  Flächen  f=^0,  die  dieser 
Gleichung  genügen,   in   Nr.  393   ein  Flächengebilde  m-ten  Grades  ge- 
280naiint,  was  f  mit  Reyes  Darstellung  wesentlich  übereinstimmt.     All- 
gemeiner würde  f=  x^f^  -|-  • 1-  x^f^^   wenn  ip{xy^y  rCj,  . . .,  x^   eine 

Gleichung  w-ten  Grades  ist,  ein  Formgd)üde  w-ten  Grades  genannt  werden 
können.  Ich  habe  diese  Idee  in  Nr.  394—400  {d.  Ausg.  I,  2,  S. 
265—270}  weiter  ausgeführt  für  den  Fall,  wo  /i,  /*,,  /i,  f^  Kreis- 
funktionen in  der  Ebene  sind,  nnd  davon  ist  der  Fall,  wo  /*,,  .  .  ^j  f^ 
Eugelfiinktionen  im  Räume  sind,  nicht  wesentlich  verschieden  (vergl. 
Reye  in  diesem  Journal,  Bd.  82,  S.  7  unten). 

Aber  in  Betreff  der  Stufenzahl  der  Gebilde  befinde  ich  mich  mit 
Herrn  Reye  im  Widerspruch.  Ich  nenne  die  Gesamtheit  aller  aus 
q  Einheiten  numerisch  ableitbaren  Grössen,  der  neueren  Algebra  ent- 
sprechend, ein  Gebiet  (lineares  Gebilde)  g-ter  Stufe,  während  HeiT 
Reye  dafür  die  Stufenzahl  q  —  1  annimmt,  die  aber  überall  zu  ver- 
wickeiteren Formeln  fährt.  Die  allgemein  theoretischen  Sätze,  welche 
Herr  Reye  S.  1 — 13  in  der  citirten  Abhandlung  „Ueber  Systeme  u.  s.  w.'^ 
aufstellt,  werden  einfacher,  allgemeiner  und  leichter  beweisbar,  wenn 
man  wie  oben  f^j  •  •  •?  /^  als  beliebige  Einheiten,  also  die  f  als  einem 
Gebiete  v-ter  Stufe  angehörig  auffasst.  In  diesem  Sinne  findet  sich 
der  Hauptsatz  über  die  Stufenzahlen  der  Gebiete  (Reye  a.  a.  0.  S.  12) 
in  Nr.  25  der  citirten  Ausdehnungslehre,  wobei  auf  die  Erklärung 
Nr.  15  zurückgegangen  ist  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  21,  16}.  Hier  wird  die 
Gesamtheit  der  Grössen,  welche  zweien  (oder  mehreren)  Gebieten  zu- 
gleich angehören,  ihr  gemeinschaftliches  Gebiet  und  die  Gesamtheit 
der  Grössen,  welche  sich  aus  den  Grössen  zweier  (oder  mehrerer) 
Grössen  numerisch  (linear)  ableiten  lassen,  ihr  verbindendes  Gebiet 
genannt  und  der  Satz  aufgestellt,  dass  die  Summe  der  Stufenzahlen 
zweier  Gebiete  gleich  der  Summe  der  Stufenzahlen  des  ihnen  gemein- 
schaftlichen und  des  sie  verbindenden  Gebietes  sei.  Ich  verweise  in 
Bezug  auf  den  Beweis  dieses  Fundamentalsatzes  auf  die  citirte  Nummer 
meiner  Ausdehnungslehre  von  1862,  und  bemerke,  dass  er  auch  schon 
in  der  Ausdehnungslehre  von  1844  S.  ISl)  {d.  Ausg.  I,  1,  S.  209} 
wenn  gleich  in  anderer  Ausdrucksweise  vorkommt. 
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Aach  die  meisten  der  übrigen  Sätze  in  jenem  Abschnitte  sind  der 
Aasdehnungslehre  zu  entnehmen,  dagegen  findet  sich  in  beiden  Bear- 
beitangen  der  Ausdehnungslehre  nicht  der  für  die  Ausdehnungslehre 
wichtige  Satz  in  Nr.  14  jener  Abhandlung.  Derselbe  würde  für  die 
Ausdehnungslehre  so  lauten:  Ein  Gebiet  q-ter  Stufe,  welches  einem 
Gebiete  {q  +  s)-ter  Stufe  untergeordnet  sein  soll,  hängt  von  qs  Para- 
metern ab,  das  heisst  es  giebt  qs-fsßh  unendlich  viele  Gebiete  q-ter 
Stufe,  die  einem  gegebenen  Gebiete  {q  +  s)-ter  Stufe  untergeordnet 
sind.  Der  Beweis,  den  Herr  Reye  giebt,  lässt  sich  f  unmittelbar  auf  281 
die  Ausdehnungslehre  übertragen.     Sind  nämlich  wie  oben  f^,  . . .,  f^^ 

wo  v=^q-\-s  ist,  als  Einheiten  gefasst,  und  ist  f=  xj\  -| 1- 5?^^,/*^^,, 

so  müssen  zwischen  a^,  . . .,  a;^^,,  damit  f  aus  q  Einheiten  numerisch 
ableitbar  sein  soll,  s  Zahlbeziehungen  (lineare  homogene  Gleichungen) 
herrschen.  Diese  lassen  sich,  wenn  sie  von  einander  unabhängig  sind, 
in  der  Form  darstellen,  dass  aus  q  jener  Grössen  die  übrigen  nume- 
risch ableitbar  sind,  vorausgesetzt,  dass  auch  unendlich  grosse  Koeffi- 
cienten  gestattet  sind.  Jede  dieser  s  Zahlbeziehungen  enthält  q  Koeffi- 
cienten,  also  alle  zusammen  qs  Eoefficienten,  die  man  als  die  Parameter, 
von  denen  die  untergeordneten  Gebiete  g-ter  Stufe  abhängen,  ansehen  kann. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  zum  Beispiel  der  für  die  Ausdehnungslehre 
sehr  bedeutungsvolle  Satz:  Die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen 
dafür,  dass  eine  Grösse  g-ter  Stufe,  die  einem  Hauptgebiete  (g  +  s)-ter 
Stufe  angehört,  eine  einfache  sei,  das  heisst  sich  als  kombinatorisches 
Produkt  von  q  Grössen  erster  Stufe  darstellen  lasse  (vgl.  Ausdehnungs- 
von  1862,  Nr.  77,   die  von    1844,  §  51  {d.  Ausg.  I,  2,   S.  50,   I,  1, 

•9 

S.  108 } ),  ist  (^  -f-  s)  —  qs  —  1,  das  heisst 

1   2...g  qs—  l. 

Also  zum  Beispiel  für  Grössen  g-ter  Stufe  in  einem  Gebiete  {q  -f-  l)-ter 
Stufe  giebt  es  keine  Bedingungsgleichung  (gemäss  der  Ausdehnungs- 
lehre von  1862,  Nr.  88  und  der  von  1844,  §  50  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  61, 
I,  1,  S.  106}). 

Aber  auch  jene  Bedingungsgleichungen  lassen  sich  auf  dem  ange- 
deuteten Wege  finden.     In  der  That  wenn 

^,+.  =  y.i^i  H h  y.,^, 

die  oben  angedeuteten  Zahlbeziehungen  sind,  und  man  die  Werthe  von 

ir,+i,  . .  .,  x^^,  in  f=xj^  -\ f-  ^9+*/^+.  einsetzt  und  nach  den  x 

ordnet,  so  erscheint  f  als  Vielfachensumme  von  q  Grössen,  die  keine 

19* 
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der  Grössen  x  mehr  enthalten;  das  so  bestimmte  Gebiet  g-ter  Stufe, 
dem  /'  angehört,  wird  dann  dargestellt  durch  das  kombinatorische  Pro- 
dukt jener  q  Grössen,  nämlich 

=  i(/"i  +  Vuf.^x  H 1-  .v,i/;+.) ..'(/;  +  ?/,/v+i  H f-  wi+'^]' 

Als  allgemeine  Grösse  (/-ter  Stufe  erscheint  sie  aber  in  der  Form 
j8r,E,  -f-  jp,7?,  +  •  •  •,  wo  -Ej,  E^y  ...  die  Einheiten  g-ter  Stufe,  das 
heisst  (nach  A^,  Nr.  77  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  56))  die  multiplikativen 
Kombinationen  aus  den  Einheit.en  /i,  . . .,  /y+,  zur  g-ten  Klasse  sind. 
Wir  denken  uns  dieselben  wohlgeordnet  =  ^j,  -Ej,  . . .,  so  dass  also 
i\  =  l/i/j  . . . /j^J  ist.  Setzt  man  nun  die  entsprechenden  zu  diesen 
Einheiten  q-ier  Stufe  gehörigen  Koefficienten  auf  beiden  Seiten  gleich, 
282  so  erhält  man  zuerst  z^  »=  1.  Man  wird  f  also  die  noch  nicht  homo- 
genen Gleichungen  durch  ZufQgung  des  Faktors  z^  homogen  machen 
können.  Femer  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  qs  unbekannten  Grössen 
y  sich  unmittelbar  durch  je  eine  der  Grössen  z  ausdrücken,  so  dass 
man  die  verlangten  Bediugungsgleichungen  zwischen  den  z  erhält. 
Bezeichnet  man  allgemein  die  Anzahl  der  Kombinationen  ohne  Wieder- 

,p  ^         .8.2 

holung  aus  a  Elementen  zur  p-ij&ji  Klasse  mit  a,  so  ergeben  sich  q  s 

Gleichungen,  deren  Glieder  Produkte  von  je  zwei  der  Grössen  Zy  q  s 
Gleichungen,  deren  Glieder  Produkte  von  je  drei  der  Grössen  z,  u.  s.  w., 

endlich  q  s  =  s  Gleichungen,  deren  Glieder  Produkte  von  je  q  der 
Grössen  z  sind. 

So  zum  Beispiel  erhält  man,  wenn  eine  Grösse  zweiter  Stufe  in 
einem  Gebiete  vierter  Stufe  eine  einfache  Grösse  (im  Räume  ein 
Linientheil)  sein  soll,  nur  Eine  Bedingungsgleichung,  nämlich  bei  der 
oben  festgesetzten  Benennung 

welche  mit  der  aus  der  Liniengeometrie  bekannten  Bedingungsgleichung 
zusammenfällt. 

Ich  kehre  jetzt  zu  den  Flächengebilden  zurück.  Es  ist  gezeigt, 
dass  die  algebraischen  Formen,  besonders  die  im  liaume,  und  die  sie 
vertretenden  algebraischen  Produkte  von  Punkten  oder  Ebenen  als 
extensive  Grössen  aufgefasst  und  den  Verknüpfungen  dieser  Grössen 
unterworfen  werden  können.  Namentlich  hebe  ich  jetzt  die  kombina- 
torischen Produkte  derselben  hervor.  Unmittelbar  aus  dem  Begriffe 
ergiebt  sich,  dass  ein  kombinatorisches  Produkt  von  m  Grössen  reprä- 
sentirt  wird  durch  das  aus  diesen  Grössen  ableitbare  Gebiet  und  einen 
durch  die  Beziehung  zur  Addition  bedingten  metrischen  Werth,  femer 
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dass  jenes  Produkt  dann  und  nur  dann  Null  ist,  wenn  die  m  Faktoren 
desselben  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen.  Aus  dieser  Be- 
trachtung ergiebt  sich  sogleich  die  Gleichung  einer  Fläche  n-ter  Ord- 
nung, die  durch  v  —  1  Punkte  geht,  wo 

_  (n+l)(n  +  2)(n+8) 
1.2.8 

ist,  so  wie  die  Gleichung  einer  Fläche  n-ter  Klasse,  die  von  v  —  1 
Ebenen  berührt  wird.  In  der  That^  sind  6^,  . . .,  ft^^j  im  ersten  Falle 
Punkte,  deren  n-te  Potenzen  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander 
stehen,  so  ist  die  Fläche  n-ter  Ordnung  durch  diese  Punkte  bestimmt 
und  ihre  Gleichung  ist 

[6i*  .  V  •  •  •  iy-i .  af]  =  0. 

Dass   sie   eine  Fläche  n-ter  Ordnung   darstellt,   zeigt   ihre  Form   un- 
mittelbar, dass  sie  die  Punkte  ft^,  . . .,  \_^  enthält,  folgt  sogleich;  denn 
wird  zum  Beispiel  o;  =  Jj,  so  wird  auch  x„  =  61",  also  werden  zwei 
der  Faktoren  des  kombinatorischen  f  Produktes  gleich,  also  das  kom-  283 
binatorische  Produkt  nach  seinem  ursprünglichen  Begriffe  Null. 

Aber  diese  Gleichung  enthält  auch  die  Lösung  der  Aufgabe  in 
gewöhnlichen  Koordinaten.  Denn  wenn  Cj,  . .  .,  e^  vier  nicht  in  einer 
Ebene  liegende  Punkte  und 

für  r  =  1  bis  V  —  1  sind,  so  erhält  man  jede  der  n-ten  Potenzen  als 
Vielfachensumme  der  multiplikativen  Kombinationen  mit  Wiederholung 
aus  «1,  öj,  63,  64.  Es  seien  J?i,  J?,,  . . .,  JS^  diese  Kombinationen  und 
zwar  in  wohlgeordneter  Reihe,  so  reducirt  sich  die  linke  Seite  obiger 
Gleichung  auf  eine  Vielfachensumme  der  kombinatorischen  Produkte 
von  jBi,  . . .,  J?y  zu  1/  Faktoren.  Setzt  man  [ßiE^  . . .  E^  ==  1,  so  erhält 
man  unmittelbar  die  verlangte  Gleichung. 

Auch  erhellt  (nach  Ausdehnungslehre  von  1862  Nr.  24,  von  1844 
§  20  {d.  Ausg.  I,  2,  S.  21;  1, 1,  S.  61 }),  dass  man  statt  der  v  Einheiten 
jE?i,  .  . .,  -By  auch  V  aus  ihnen  ableitbare  Grössen,  die  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehen,  namentlich  auch  v  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehende  n-te  Potenzen  von  Punkten  setzen  und 
aus  ihnen  alle  n-ten  Potenzen  von  Punkten,  also  auch  alle  Flächen 
n-ter  Klasse  ableiten  kann.  Endlich  kann  man  statt  h^^j  . .  .,  hy—i  auch 
beliebige  Flächen  n-ter  Klasse,  a^^'*^,  . .  .,  6i,-i,  die  in  keiner  Zahl- 
beziehung zu  einander  stehen,  einsetzen  und  erhält  dann 
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Es  stellt  also  das  kombinatorische  Produkt  von  v  —  1  unabhängigen 
Flächen  n-ter  Blasse  eine  Fläche  n-ter  Ordnung  dar.    Diese  sei  a^"^,  also 

Vh     öl     •  •  •  «»'-iJ  =  «    } 
SO  wird 

[a'"»af]  =  0 

die  Gleichung  dieser  Fläche.    In  dieser  kann  man  wieder  statt  sf  eine 
Fläche  w-ter  Klasse  a*"*  setzen  und  erhält 

[Oj^^^^"^ . . .  a^-lia*"']  =  [«'"'a"**]     und  dies     =  0, 

wenn  a^***  und  a*"^  incident  sind  (vergl.  Heye,  Ueber  Systeme  u.  s.  w. 
Nr.  21). 

Es  mag  an  diesen  Andeutungen  genügen,  um  die  Fruchtbarkeit 
der  in  der  Ausdehnungslehre  entwickelten  Methoden  auch  für  das  von 
Herrn  Reye  neu  eröffnete  Forschungsgebiet  nachzuweisen. 

Stettin,  den  28.  Juli  1877. 


xxin. 
Stücke  aus  dem  Lehrbuche  der  Arithmetik. 
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Auch  unter  dem  Titel :  Lehrbuch  |  der  |  Mathematik  |  für  |  ^dl^ete  Sel^ranftalten  |  etc. 

Erster  Theil:  |  Arithmetik. 


Vorrede.  \ 

Die  vorliegende  Bearbeitung  der  Arithmetik,  welche  in  ihren  wesent- 
lichen Grandzügen  das  gemeinschaftliche  Werk  von  mir  und  meinem 
Bruder  Robert  ist,  tritt  mit  dem  Ansprüche  auf,  die  erste  streng 
wissenschafkliche  Bearbeitung  jener  Disciplin  zu  sein,  imd  mit  dem 
noch  weiter  gehenden  Ansprüche,  dass  die  darin  befolgte  Methode, 
wie  sehr  sie  auch  von  der  üblichen  abweichen  mag,  dennoch,  in  allen 
ihren  wesentlichen  Momenten,  nicht  eine  unter  vielen  möglichen,  son- 
dern die  einzig  mögliche  Methode  einer  streng  folgerichtigen  und 
naturgemässen  Behandlung  jener  Wissenschaft  sei. 

Ob  diese  Ansprüche,  welche  zugleich  gegen  die  früheren  Bearbei- 
tungen den  Vorwurf  eines  Mangels  an  wissenschaftlicher  Strenge  und 
Folgerichtigkeit  einschliessen,  berechtigt  seien  oder  nicht,  muss  das 
Werk  selbst  thatsächlich  ausweisen,  da  eine  polemische  oder  apologeti- 
sche Begründung  dieser  Ansprüche  dem  speziellen  Zwecke  des  Werkes 
widerspricht.  Wir  hoffen  diesem  Mangel  späterhin  durch  eine  Bearbei- 
tung der  Mathematik  abzuhelfen,  welche,  wissenschaftlich  durchgebildete 
Leser  voraussetzend,  überall  die  leitenden  Gedanken  hervorheben  und 
die  Nothwendigkeit  der  befolgten  Methode  im  Einzelnen  nachweisen 
soll.  Doch  bin  ich  überzeugt,  dass  auch  jetzt  schon  jeder,  welcher 
das  vorliegende  Werk  gründlich  und  vorurteilsfrei  durchmacht,  jene 
Ansprüche  als  gerechtfertigt  anerkennen  wird.  Es  bleibt  also  nur  die 
pädagogische  Seite  des  Buches  und  seine  praktische  Handhabung  zu 
besprechen. 
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Dass  auch  schon  f&r  den  ersten  wissenschaftlichen  Unterricht  in 
der  Mathematik  die  möglichst  strengste  Methode  vor  jeder  andern  den 
Vorzug  verdiene,  werden  wohl  wenige  bestreiten.  Namentlich  wird 
jeder  Pädagog  einen  folgerichtigen  Beweis  einem  in  Trugschlüssen  fort- 
schreitenden oder  sich  im  Girkel  bewegenden  vorziehen,  ja  es  wird 
für  ihn  eine  moralische  Unmöglichkeit  sein,  mit  Bewusstsein  einen 
Beweis  der  letztern  Art  den  Schülern  vorzutragen  und  sie  so  gewisser- 
massen  hinters  Licht  zu  führen.  Und  dennoch  ist  diese  verwerfliche 
Art  sogenannter  Beweise  in  den  bisherigen  Lehrbüchern  der  Arithmetik 
überall,  wo  es  auf  die  Grundlegung  und  den  Ausbau  des  Systemes 
ankommt,  durchaus  vorherrschend.  Aber  vielleicht  findet  man  den 
VI  strengen  Beweis  für  die  Fassungskraft  des  Schülers  zu  schwer.  Sollte 
dies  irgendwo  der  Fall  sein,  —  was  immer  auf  einen  Fehler  in  der 
Anlage  oder  Behandlung  des  Ganzen  hinweisen  würde  — ,  so  wäre  das 
einzige  Auskunftsmittel,  an  einer  solchen  Stelle  den  Schülern  den  Satz 
bloss  historisch  mitzutheilen,  und  mit  dem  offenen  Geständniss,  dass 
man  keinen  für  sie  fassbaren  Beweis  habe  finden  können,  auf  einen 
solchen  zu  verzichten;  ein  Auskunftsmittel,  was  immer  misslich  ist 
und  nur  im  äussersten  Nothfalle  anzuwenden  wäre.  Aber  immer 
bleibt  auch  dies  Auskunftsmittel  noch  einem  Beweise  vorzuziehen,  der 
keine  Beweiskraft  hat,  und  daher  dem  Schüler  entweder  ganz  unver- 
ständlich bleibt,  oder  ihn  mit  einem  Scheine  des  Wissens  betrügt,  der 
aller  Oberflächlichkeit  und  Unwissenschaftlichkeit  Thor  und  Thür  öffnet. 
Die  Mathematik  in  ihrer  strengsten  Form,  in  ihrer  unerbittlichen 
Konsequenz  ist  allein  im  Stande,  den  Schüler  vor  der  modischen  Herr- 
schaft der  geistreichen  Phrase  zu  bewahren  und  ihn  im  logisch  folge- 
richtigen Denken  zu  üben.  Dieser  Zweck  würde  jedoch  nicht  erreicht 
werden,  wenn  man  ohne  begriffliche  Entwickelung  nur  Formel  auf 
Formel  reihen  wollte.  Vielmehr  müssen  beide:  Formelentwickelung 
und  Begriffsentwickelung  stets  Hand  in  Hand  gehen.  Im  Lehrbuche 
ist  die  Art,  wie  dies  geschehen  soll,  an  einigen  Beispielen,  am  aus- 
führlichsten in  Nr.  17,  dargestellt.  Dagegen  ist  in  der  Regel  der  Be- 
weis nur  in  Formeln  mitgetheilt,  und  in  Parenthese  die  Nummer  des 
Satzes  beigefügt,  durch  welchen  die  neue  Formel  hervorgeht.  Aber 
es  wird  ohne  Ausnahme  vorausgesetzt,  dass  der  Schüler  bei  dem  Vor- 
trage des  Beweises  jedesmal  den  Satz  in  Worten  anführt,  auf  welchem 
die  nächste  Formel  beruht;  an  schwierigeren  Stellen  wird  er  den  Satz 
auch  noch  für  den  vorliegenden  Fall  zu  specialisieren  haben.  Danach 
wird  also  der  ganze  Vortrag  in  begrifflicher  Entwickelung  vorschreiten, 
während  die  jedesmal  hingeschriebene  Formel  den  begrifflichen  Fort- 
schritt symbolisch  darstellt.    Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  der  Schüler 
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den  schon  durchgenommeneu  Vorrath  der  Sätze  sich  auch  gedächtniss- 
mässig  fest  eingeprägt  habe,  so  dass  er  bei  der  häuslichen  Vorbereitung 
oder  Wiederholung  nur  in  den  seltneren  Fällen  die  beigefügten  Gitate 
nachzuschlagen  nöthig  hai 

Doch  diese  reproduktive  Thätigkeit  genügt  noch  nicht  für  die 
Erreichung  jenes  Zieles,  der  Uebung  im  folgerichtigen  Denken.  Viel- 
mehr muss  auch  die  Produktivität  des  Schülers  auf  diesem  Gebiete 
angeregt,  und  er  in  den  Stand  gesetzt  werden,  auch  neue  Wahrheiten 
aufzufi.iden.  Zu  dem  Ende  ist  zunächst  die  ganze  Anlage  des  Werkes 
so  ausgd^rt,  dass  auch  der  mittelmässige  Schüler,  nachdem  ihm  nur 
die  Natur  des  Beweises  (ob  er  fortschreitend,  rückschreitend,  indirekt 
oder  induktorisch  sei)  angedeutet  wurde,  ganz  selbständig  den  Beweis 
führen  kann,  vorausgesetzt,  dass  er  schon  einen  Beweis  derselben 
Qattung  kennen  gelernt  hat. 

Ein  anderes  wichtiges  Mittel  für  die  Anregung  der  Produktivität  VII 
bietet  die  heuristische  Methode,  welche  die  Sätze  selbst  finden  lehrt. 
Allein  diese  Methode  in  einem  Lehrbuche,  was  in  den  Händen  der 
Schüler  ist,  zu  Grunde  zu  legen,  wäre  ein  ganz  verfehltes  Unter- 
nehmen. Es  würde  dadurch  nicht  nur  dem  Schüler  die  Repetition. 
erschwert,  sondern  auch  der  Lehrer  gerade  in  demjenigen  eingeengt 
werden,  was  auf  die  individuellste  Weise  aus  seiner  und  der  Schüler 
besonderen  Begabung  und  aus  der  gegenseitigen  Beziehung  beider 
hervorfliessen  muss.  Uebrigens  hoffe  ich,  dass  in  dem  vorliegenden 
Werke  der  Gang  der  Entwicklung  den  Grad  der  Durchsichtigkeit 
und  des  Parallelismus  darbieten  wird,  dass  er  die  richtige  Heuristik 
überall  hindurchschimmern  lässt.  Ein  ausführliches  Beispiel  der  heu- 
ristischen Methode  ist  an  einem  der  schwierigsten  Fälle  in  Nr.  439 
gegeben  worden. 

Li  Bezug  auf  die  Aufgaben,  welche  in  bedeutender  Anzahl  theils 
zur  Einübung  des  Erlernten,  theils  zur  Weckung  und  Ausbildung  der 
Erfindungsgabe  in  Anwendung  zu  bringen  sind,  verweise  ich  auf  die 
in  reichlicher  Auswahl  vorhandenen  Aufgabensammlungen,  namentlich 
auf  die  treffliche  Sammlung  von  Heis.  Es  ist  an  den  betreffenden 
Stellen  auf  die  Gattung  von  Aufgaben,  welche  vor  dem  weiteren  Fort- 
schreiten und  während  desselben  zu  geben  sind,  hingewiesen  worden, 
üeberdies  werden  die  Schüler  durch  die  in  Formelentwicklungen  streng 
fortschreitende  Methode  des  Lehrbuches  so  im  algebraischen  Rechnen 
geübt,  dass  ihnen  das  Lösen  der  Aufgaben  an  den  betreffenden  Punkten 
keine  erheblichen  Schwierigkeiten  bereiten  kann. 

Ausser  der  Uebung  im  scharfen  Erfassen  und  sicheren  Auffinden 
der  Wahrheit   hat   aber   die   Mathematik   noch   eine   andere   bildende 
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Seite,  indem  sie  nämlich  den  Geist  für  das  Ueberschauen  eines  wissen- 
schaftlichen Systemes  befähigen  soll.  Es  ist  jedoch  fehlerhaft  und 
erfolglos,  wenn  man  damit  schon  anfangen  will,  ehe  noch  der  Stoff 
im  Einzelnen  dem  Schüler  bekannt  geworden  ist;  wo  dann  nichts 
anderes  übrig  bleibt,  als  ihn  mit  allgemeinen  philosophischen  Redens- 
arten abzuspeisen,  die  mindestens  dem  Schüler  unverdaulich  sind,  und 
jedenfalls  das  Gegentheil  von  dem  wirken,  was  sie  wirken  sollen. 
Vielmehr  kann  jenes  Ziel  nur  erreicht  werden,  einestheils  durch  eine 
leicht  fassliche  und  strenge  Systematik,  die  nicht  nach  einer  äusseren 
Schablone  zugeschnitten,  sondern  aus  der  Natur  des  Gegenstandes 
organisch  erwachsen  ist,  andrerseits  durch  eine  Uebersicht,  welche  am 
Schlüsse  das  noch  vereinzelt  Dastehende,  was  einer  Vereinigung  ent- 
gegenstrebte, zusammenfasst  und  zu  einem  Gesamtbilde  vereinigt.  Dies 
ist  in  Bezug  auf  die  elementare  Arithmetik  am  Schlüsse  derselben  in 
§  16  versucht. 

Was  endlich  die  Vertheilung  des  Stoffes  betrifft,  so  zeigt  schon 
der  unmittelbare  Anblick  des  Inhaltsverzeichnisses,  dass  dieser  Stoff 
bis  Prima  hinauf  ausreichen,  und  die  ganz  arithmetische  Seite  des 
VIII  Unterrichts  umfassen  soll.  Bei  der  gewöhnlichen  Einrichtung  der  Gym- 
nasien würden  §  1 — 9  für  Quarta  und  Tertia,  §  10—16  für  Secunda, 
§  17 — 26  für  Prima  zu  bestimmen  sein;  wobei  zu  bemerken  ist,  dass 
§  24 — 26  je  nach  der  Fähigkeit  der  Schüler  entweder  durchgenommen 
oder  übergangen  oder  auch  den  begabteren,  sei  es  zu  eigner  Belehrung, 
oder  zu  Vorträgen  für  die  übrige  Klasse  überwiesen,  und  dass  die  mit 
einem  Stern  *  bezeichneten  Sätze  bei  dem  ersten  Vortrage  übergangen 
werden  können. 

Auf  den  vorliegenden  Theil  sollen  nach  dem  Plane  des  Verfassers 
noch  zwei  Theile  folgen,  von  denen  der  eine  die  Planimetrie,  der 
andere  die  Stereometrie  und  die  beiden  Trigonometrien  umfassen  soll. 

§1. 

1  Einleitung. 

1.  Erklärung.  Mathematik  (fiadirj^atixij)  ist  die  Wissenschaft 
von  der  Verknüpfung  der  Grössen.  Grösse  heisst  jedes  Ding,  welches 
einem  andern  gleich  oder  ungleich  gesetzt  werden  soll.  Gleich  heissen 
zwei  Dinge,  wenn  man  in  jeder  Aussage  statt  des  einen  das  andre 
setzen  kann. 

2.  Bezeichnung.  Die  allgemeinen  Zeichen  der  Grössen  sind  die 
Buchstaben.  So  oft  in  demselben  Zusammenhange  (in  diesem  Buche 
unter  derselben  Nummer)  derselbe  Buchstabe  vorkommt,  ist  darunter 
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stets  ein  und  dieselbe  Grösse  verstanden  (es  sei  denn^  dass  ausdrück- 
lich dem  Buchstaben  hernach  eine  andere  Bedeutung  beigelegt  wird). 
Das  Zeichen  der  Gleichheit  ist  =,  das  der  Ungleichheit  ^. 

3.  Erklärung,  Die  Formel  a  =  6  heisst  eine  Gleichung,  a  ihre 
linke,  h  ihre  rechte  Seite. 

4.  Erklärung.  Jede  mathematische  Verknüpfung  findet  nur 
zwischen  zwei  Grössen  statt;  die  Grösse,  welche  durch  diese  Ver- 
knüpfung entsteht,  heisst  Resultat  der  Verknüpfung.  Das  Resultat 
der  Verknüpfung  kann  aufs  Neue  mit  einer  Grösse  verknüpft  werden. 
Eine  Grösse  a  mit  mehreren  Grössen  6,  c,  . . .  fortschreitend  ver- 
knüpfen, heisst  a  mit  b  verknüpfen,  das  Resultat  dieser  Verknüpfung 
mit  c  verknüpfen  und  so  weiter. 

6.  Bezeichnung,  Die  Klammer  (  )  drückt  aus,  dass  der  in  ihr 
stehende  Ausdruck  eine  Grösse  bilden  soll.  Die  einfachsten  Ver- 
knüpfungen sind  Addition  (§  2)  und  Subtraktion  (§  3).  Das  Zeichen 
der  Addition  ist  -|-  (gelesen  plus),  das  der  Subtraktion  —  (gelesen 
minus).  Bei  der  Addition  und  Subtraktion  werden  die  Klammern  stets 
weggelassen,  wenn  die  erste  Grösse  mit  den  darauf  folgenden  fort- 
schreitend verknüpft  werden  soll. 

Beispiel  a  +  6  -f-  c  bezeichnet,  dass  zu  a  die  Grössen  h  und  c 
fortschreitend  addirt  werden  sollen,  das  heisst,  dass  zu  a  zuerst  b,  und 
zu  der  so  erhaltenen  Grösse  a  +  6  die  Grösse  c  addirt  werden  soll; 
oder  es  ist  a  -f-  6  -f-  c  =  (a  -|-  ft)  -f-  c.  Dagegen  bezeichnet  a  -f-  (6  +  ^); 
dass  zuerst  zu  b  die  Grösse  c  addirt  werden  soll,  und  dann  zu  a  die 
Grösse  6  -f-  c  addirt  werden  soll. 

Anmerkung  1.  Ein  Ausdruck,  welcher  nur  das  Zeichen  einer  Grösse  ent- 
hält, oder  welcher  nicht  Theil  eines  umfassenderen  Ausdruckes  ist,  braucht  nicht 
mit  einer  Elanmier  umschlossen  zu  werden,  weil  sich  hier  von  selbst  ergiebt, 
dass  der  Ausdruck  nur  eine  Grösse  bilden  soll. 

Anmerkung  2.  Beim  Lesen  eines  mit  Klammem  versehenen  Ausdrucks, 
muss  man,  wenn  nicht  Zweideutigkeit  entstehen  soll,  stets  angeben,  wo  eine 
Klammer  geöffnet,  und  wo  sie  geschlossen  werden  soll;  nur  wo  sich  das  Schliessen 
der  Klammem  von  selbst  versteht,  wie  am  Ende  des  ganzen  Ausdrucks  oder  vor 
dem  Gleichheitszeichen,  lässt  man  die  Angabe  über  den  Klammemschluss  am 
zweckmässigsten  fort.     Zum  Beispiel: 

1)  a  —  (b  -{-  c)  —  d  gelesen:  a  minus,  Klammer  b  plus  c  Klammer  ge- 
geschlossen, minus  d.  • 

2)  a  -}-  (b  —  (c  +  d))  +  e  gelesen:  a  plus,  Klammer  b  minus  Klammer  c 
plus  J,  beide  Klammem  geschlossen,  plus  e. 

8)  a  —  (5  -f-  c)  ==  6  —  (a  -f-  (6  —  c))  gelesen:  a  minus  Klammer  b  plus  c 
gleich  b  minus  Klanmier  a  -f-  Klammer  b  —  e. 

6.  Erklärung,  Die  Arithmetik  (i^t^ftiyrtxij)  behandelt  diejenigen 
Grössen,  welche  aus  einer  einzigen  Grösse  e  durch  Verknüpfung  hervorgehen. 
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§2. 
Addition. 
7.    Erklärung.     Man   bilde   aus   einer   Grösse   e  eine   Reihe   von 
Grössen   durch   folgendes  Verfahren:   Man   setze  e   als   ein  Glied  der 
lleihe^  setze  e  -{-  e  (gelesen  e  plus  e)  als  das  nächstfolgende  Glied  der 
Reihe,   und  so  fahre  man  fort,   aus  dem  jedesmal  letzten  Gliede  das 
nächstfolgende  dadurch  abzuleiten,   dass  man  zu  jenem  -j-  ^  hinzufügt. 
Ebenso  setze  man  e  -\ e  (gelesen  e  plus  minus  e)  als  das  dem  e  zu- 
nächst vorhergehende  Glied  der  Reihe,  und  so  fahre  man  fort,  aus  dem 
3  jedesmal  ersten  Gliede  der  Reihe  das  nächst  f  yorhei*gehende  dadurch 

abzuleiten,  dass  man  zu  jenem  Gliede  -| e  hinzufügt,  so  erhält  man 

eine  nach  beiden  Seiten  unendliche  Reihe 

•••,  cH e-] e-\ €,€-] e-\ e,  cH e,  c,  e  +  ^'^  +  ^  +  ^r*- 

Wenn  man  in  dieser  Reihe  jedes  Glied  von  allen  übrigen  Gliedern 
der  Reihe  als  verschieden  annimmt,  so  nennt  man  diese  Reihe  die 
Grundreihe,  e  die  positive  Einheit,  — e  die  negative  Einheit. 

8 — 9.  Erklärung.  Wenn  a  irgend  ein  Glied  der  Grundreihe  ist, 
so  versteht  man  unter  a  -{-  e  (auch  wenn  a  eins  der  Glieder  ist,  welche 
dem    Gliede  e   vorhergehen)   das   auf  a  zunächst  folgende   Glied   der 

Reihe,  und  unter  a  -] e  (auch  wenn  a  eins  der  Glieder  ist,  welche 

dem  Gliede  e  folgen)  das  dem  a  zunächst  vorhergehende  Glied,  das 
heisst,  wenn  h  das  auf  a  zunächst  folgende  Glied  der  Reihe  ist,  so  ist 
(8)  b  =  a  +  e, 

(0)  a  =  b  +  —  €. 

Man  nennt  diese  Verknüpfung  Addition  der  Einheiten. 

10.  Bezeichnufig,  Die  Summe  einer  positiven  und  einer  negativen 
Einheit  wird  mit  0  (Null)  bezeichnet,  das  heisst: 

e  -j e  =  0. 

11.  Bezeichnung.    Statt  OH c  schreibt  man  —  c. 

0  +  —  c  =  —  e. 

12.  Die  aus  der  Einhdt  e  erzeugte  GrundreiJie  ist  demfuich  folgende: 
•••,  — cH cH e,  — e-\ e,  — e,  0,  c,  e  +  ^;  e'\-e-\-ey  •••. 

I)i4i  d^m  Gliede  —  e  vorhergeJhenden  Glieder  dieser  Reihe  sind  Summen 
negativer  Eiyilieiten,  die  dem  Gliede  e  folgenden  Glieder  der  Reihe  situl 
Summen  positiver  EiiHmten. 

Betveis.  Die  dem  e  folgenden  Glieder  der  Grundreihe  sind  (nach  7) 
aus  e  durch  fortschreitende  Addition  positiver  Einheiten  entstanden, 
also  Summen  positiver  Einheiten.     Die  dem  e  vorhergehenden  Glieder 
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sind  aus  e  durch  fortschreitende  Addition  negativer  Einheiten  entstanden, 

und  zwar  ist  das  dem  e  zunächst  vorhergehende  Glied  e  -{ e  =  0 

(nach  10),   das  dem  Null  vorhergehende  0 -| e=  —  e  (nach  11). 

Alle  dem  —  e  vorhergehenden  Glieder  sind  aus  —  e  durch  fortschrei- 
tende Additign  negativer  Einheiten  entstanden  und  sind  also  Summen 
negativer  Einheiten. 

13.  a  -}-  e  -] e  =  a,  4 

Eine  positive  und  eine  negative  Einheit  fortschreitend  addiren  än- 
dert nichts. 

Beweis,  Es  sei  h  das  auf  a  zunächst  folgende  Glied  der  Grund- 
reihe, so  ist 

b  =  a  -\-  e  (nach  8). 

a  ^  6  H e  (nach  9). 

Setzt  man  in  die  zweite  Gleichung  den  Werth  von  b  aus  der 
ersten  ein,  so  erhält  man 

a  =  a  -\-  e  -{ e. 

14.  aH e  -\-  e  =  a. 

Eine  negative  und  eine  positive  Einheit  fortschreitend  addiren  än- 
dert nichts. 

Beweis.  Es  sei  b  das  dem  a  zunächst  vorhergehende  Glied  der 
Grundreihe,  so  ist 

a  =  b  -{-  e  (nach  8). 

6  =  a  -| e  (nach  9). 

Setzt  man  den  Werth  von  b  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die 
erste  ein,  so  erhält  man 

a=^  a  -] e  -\-  e. 

15.  Erklärung.  Wenn  a  und  b  beliebige  Glieder  der  Grundreihe 
sind,  so  versteht  man  unter  der  Summe  a  -{-  b  dasjenige  Glied  der 
Grundreihe,  für  welches  die  Formel 

a  +  {b  +  e)  =  a  +  b  +  e 

gilt.  Man  nennt  a  und  b  die  Summanden  oder  Stücke  der  Summe 
a  -|-  ?>,  a  den  ersten  Summand,  b  den  zweiten.  Die  Verknüpfung 
heisst  Addition.     Die  Formel  in  Worte  gefasst,  giebt  den  Satz 

Statt  zu  dem  zweiten  Summanden  eine  positive  Einheit  zu  addiren, 
kann  man  sie  zu  der  Summe  addiren, 
oder: 

Statt  zu  einer  Summe  eine  positive  Einimt  zu  addiren  ^  kann  man 
sie  zum  zweiten  Summanden  a>ddiren. 
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16.  Zusatz.  Die  Grösse  «  +  (6  +  ^)  ist  das  der  Grösse  a  -{-b 
zunächst  folgende  Glied  der  Grundreäie,  und  a  -f-  6  das  der  Grösse 
a  +  (6  +  ^)  z^'iMchst  vorhergehende  Glied  dieser  Reihe. 

Beweis,     ö^  +  (6  +  e)  ist  (nach  15)  gleich  a  +  ^  +  ^;  das  heisst 
6  (nach  8);   das   anf  a  -f-  ^  zunächst  folgende  Glied  der  f  Grundreihe, 
oder,  was  dasselbe  ist,  a  +  6  ist  das  der  Grösse  a  +  (6  +  ^)  zunächst 
vorhergehende  Glied  dieser  Reihe. 

17.  a  +  (6  +  —  e)  =  a  +  6  +  —  c. 

StcUt  zu  dem  zweiten  Summanden  eine  negative  Einheit  zu  addiren, 
kann  man  sie  zu  der  Summe  addiren, 
oder: 

StaM  zu  einer  Summe  eine  negative  Einheit  zu  addiren,  kann  man 
sie  zum  zweiten  Summanden  addiren. 
Beweis  (fortschreitend). 

a-{.(b  +  —  e)  =  a  +  {b  +  —  e)  +  e  +  —  e  (nach  13). 
=  a  +  {b  +  —  e  +  e)  +  —  e  (nach  15.) 
=  a  +  6  H e  (nach  14.) 

Anmerkung  1.  Bei  dem  fortschreitenden  Beweise  geht  man  von  der 
linken  Seite  der  zu  erweisenden  Gleichung  aus  und  sucht  dieselbe  nach  und  nach 
in  die  rechte  Seite  umzuwandeln,  und  zwar  in  der  Regel  so,  dass  man  der  linken 
Seite  zuerst  dasselbe  Schlussglied  zu  verleihen  sucht,  welches  die  rechte  hat. 

Anmerkung  2.  Die  Nummer,  welche  bei  einer  Formel  in  Parenthese  bei- 
gefügt ist,  drückt  aus,  dass  die  Formel  nach  demjenigen  Satze  hervorgeht, 
welcher  jene  Nummer  an  seiner  Spitze  tiUgt.  Bei  der  mündlichen  Darstellung 
sind  diese  Nummern  auszulassen,  und  statt  dessen,  ehe  die  neue  Formel  abge- 
leitet wird,  der  Wortausdruck  des  citirten  Satzes  auszusprechen,  auch  nöthigen- 
fEklls  anzugeben,  wie  dieser  Satz  auf  die  zuletzt  gewonnene  Formel  angewandt 
werden  soll.  Wenn  hinter  der  in  Parenthese  gesetzten  Nummer  der  Buchstabe  b 
folgt,  so  soll  dies  andeuten,  dase  man  von  dem  citirten  Satze  den  zweiten 
Wortausdruck  wählen  soll.  Um  von  der  Art  dieser  mündlichen  Darstellung  ein 
Beispiel  zu  geben,  lassen  wir  hier  den  Beweis  des  obigen  Satzes  in  Worten  aus- 
gedrückt folgen: 

Beweis  in  Worten.  Wir  gehen  aus  von  der  linken  Seite  der  zu  erweisen- 
den Gleichung,  das  heisst  von 

a  +  (6  +  -  e). 

Man  kann  diesen  Ausdruck  auf  die  Form  bringen,  dass  er,  wie  die  rechte 
Seite,  mit  -] e  schliesst,  denn  eine  positive  und  eine  negative  Einheit  fort- 
schreitend addiren  ändert  nichts.     Dann  wird  der  obige  Ausdruck 

Statt  zu  der  Summe  a  -f-  (&  -| e)  eine  positive  Einheit  zu  addiren,  kann 

man  sie  zu  dem  zweiten  Summanden  addiren,  also  wird  der  Ausdruck 
=  a  +  (6  +  -  e  +  0  +  -  e. 
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Eine  negative  und  eine  positive  Einheit  fortschreitend  addiren  ändert  nichts;  C 
dies  angewandt  auf  den  Ausdruck  in  der  Klammer  giebt  den  obigen  Ausdruck 

=  a  +  6  -| e. 

Also   a  +  (6-) e)=»a-}-^H «»  das  heisst: 

Statt  zu  dem  zweiten  Sunmianden  eine  negative  Einheit  zu  addiren,  kann 
man  sie  zu  der  Summe  addiren. 

18.  a  +  0  =  a. 

2fuU  addiren  ändert  nichts. 

Beweis.  a-\-0  =  a'\-{e'\ e)  (nach  10). 

=  a  -{-  e  -{ e  (nach  17). 

=  a  (nach  13). 

*19.  Eine  Summe  positiver  oder  negativer  Einheiten  addirt  man^ 
indem  man  diese  Einheiten  fortschreitend  addirt;  das  heisst,  wenn  R  eine 
Seihe  positiver  oder  negativer  Einheiten  bedeiUet,  welche  fortschreitend 
addirt  werden  soUen,  und  (R)  Uire  Summe,  so  ist 

a  +  {R)  =  a  +  R, 

Beweis  1.  Es  bezeichne  (iJ)  eine  Summe  positiver  Einheiten. 
Alsdann  ist  die  Summe  a  +  (22)  aus  der  Summe  a  +  ^  dadurch  her- 
vorgegangen^ dass  man  zu  dem  zweiten  Summanden  fortschreitend 
positive  Einheiten  addirt  hat;  statt  aber  zu  dem  zweiten  Summanden 
eine  positive  Einheit  zu  addiren,  kann  man  sie  zu  der  Summe  addiren 
(nach  15);  also  statt  zu  dem  zweiten  Summanden  von  a  -\-  e  mehrere 
positive  Einheiten  fortschreitend  zu  addiren,  kann  man  sie  zu  der 
Summe  a  -\-  e  addiren,  also  auch  statt  zu  a  eine  Summe  von  positiven 
Einheiten  zu  addiren,  kann  man  diese  Einheiten  zu  a  fortschreitend 
addiren. 

2.  Ebenso  ist  der  Beweis,  wenn  (iJ)  eine  Summe  negativer  Ein- 
heiten ist,  nur  dass  man  statt  der  positiven  Einheiten  in  Beweis  1 
überall  die  negativen  setzt. 

20.  e  +  a  =  a  +  e. 

Wenn  einer  der  beiden  Summanden  eine  positive  Einlieit  ist,  so 
kann  man  die  Summanden  vertausdien. 

Beweis.  (In  Bezug  auf  a.)  Angenommen  die  Formel  (20)  gelte 
fQr  irgend  eine  Grösse  a,  so  zeige  ich  zuerst,  dass  sie  auch  für  die 
auf  a  zunächst  folgende  Grösse  a  -f-  e  gelte,  das  heisst,  dass 

<?  +  (^  +  ^)  =  «  +  ^  +  ^  7 

sei.     Es  ist 

e  -\-  (a  -\-  e)  =  e  -\-  a  '•\'  e  (nach  15). 

=  a  -{-  e  -\-  €, 
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da  nach  der  Aimalime  für  den  bestimmten  Werth  a  die  Formel  (20) 
gelten  soll. 

Wenn  also  die  Formel  (20)  für  irgend  einen  Werth  a  gilt,  so 
gilt  sie  auch  für  den  zunächst  folgenden,  also  auch  für  den  auf  diesen 
zunächst  folgenden  Werth  u.  s.  w.,  also  für  alle  folgenden  Werthe. 

Zweitens  zeige  ich,  dass  unter  derselben  Annahme  die  Formel 
auch  für  den  Werth  gilt,  welcher  dem  a  zunächst  vorhergeht,  nämlich 
für  a  -j e,  das  heisst  ich  zeige,  dass 

^  +  (^H e)  =  a  -^ c  -\-  r 

sei.     Es  ist 

ß  +  (aH f)  =  c-f-a-| e     (nach  17). 

^  a  '}■'  e  ••] e     (nach  Annahme). 

=  a  -j e  -{-  e     (nach  13  u.  14). 

Wenn  also  die  Formel  für  irgend  einen  Werth  a  gilt,  so  gilt  sie 
auch  für  den  zunächst  vorhergehenden,  also  auch  für  den  Werth, 
welcher  diesem  letztem  zunächst  vorhergeht,  also  für  alle  dem  a  vor- 
hergehenden Werthe. 

Drittens.  Nun  gilt  aber  die  Formel  20  für  den  Fall,  dass  a  =  e 
ist.     Denn  dann  ist 

e  -{-  a  =  e  -\-  e  =  a  -\-  e. 

Die  Formel  20  gilt  also  für  einen  Werth,  mithin  nach  dem  ersten 
Theile  des  Beweises  auch  für  alle  folgenden  Werthe,  und  nach  dem 
zweiten  Theile  auch  für  alle  vorhergehenden  Werthe,  also  für  alle 
Werthe. 

Anmerkung.  Beweise  von  der  Art  wie  der  vorstehende  heissen  indukto- 
rische.    Sie  werden  im  Folgenden  stets  in  etwas  abgekürzter  Fonn  dargestellt. 

21.  —  e  -\-  a  =  a  -{ e. 

Wenn  einer  der  beiden  Summanden  eine  7iegative  Einheit  i.^t,  so 
Jcann  man  die  Summanden  vertauschen. 

Befiveis.  Genau  wie  in  20,  nur  dass  man  —  e  statt  f,  und  e  statt 
—  e  setzt,  und  ebenso  „folgend"  statt  „vorhergeliend"  und  umgekehrt. 

22.  rt  +  (/>  +  r)  =  ^/  +  t  +  e. 

Statt  eine   Summe  zu   nddiren,   kann   man   die   Suminandeti  fort- 
schreitend addiren, 
oder: 

Statt  zwei  Grössen  fortschreitend  zu  addiren,  kann  man  ihre  Summe 
addiren. 

Beweis  (induktorisch  in  Bezug  auf  c).  Angenommen  die  Formel  22 
gelte  für  irgend  einen  Werth  c,  so  ist 
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«  +  l>  +  (^  +  ^)]  =  «  +  [ft  +  c  +  6]     (nach  15). 
=  a  +  (6  +  c)  +  e     (nach  15). 
=  a  -{-b  -\-  c  -{-  e       (nach  Annahme). 
=  a  +  6  +  (c  +  e)     (nach  15b). 
Wenn  also  die  Formel  22  für  irgend  einen  Werth  gilt,  so  gilt  sie 
auch  für  den  zunächst  folgenden,  mithin  für  alle  folgenden  Werthe. 
Und  ebenso  unter  derselben  Annahme  ist: 
ö  +  [6  +  (c  +  -  e)]  =  a  +  [6  +  c  +  —  c]     (nach  17). 
=  a  +  (6  +  c)  +  —  e     (nach  17). 

=  a  -\-b  -\-  c  -] e       (nach  Annahme). 

=  a4-6  +  (c  +  — e)     (nach  17  b), 

das  heisst:  Wenn  Formel  22  für  irgend  einen  Werth  c  gilt,  so 
gilt  sie  auch  für  den  nächst  vorhergehenden,  mithin  für  alle  vorher- 
gehenden Werthe. 

Nun  gilt  sie  aber  für  c  =  e  (nach  15),  also  gilt  sie  auch  allgemein. 

23.  a  +  b  =  b  +  a. 

M(m  kann  die  beiden  Stücke  einer  Summe  vertamchen. 
Beweis  (induktorisch  in  Bezug  auf  6).     Angenommen  Formel  23 
gelte  für  irgend  einen  Werth  6,  so  ist 

a  +  (6  +  e)=:a  +  6  +  e  (nach  15). 

=  6  -|-  a  +  ß  (nach  Annahme). 

=  b  +  {a  +  e)         (nach  15b). 
=  h-^(c  +  a)         (nach  20). 

=  b'{'e  +  a  (nach  22), 

und 

«  +  (*+—  ^)  =  «  +  &  +  —  «      (nach  17). 

=  6  +  a  -| e  (nach  Annahme). 

=  b+(a-\ e)  (nach  17  b). 

=  6  +  (—  e  +  a)  (nach  21). 

=  6  H e  +  a  (nach  22), 

das  heisst:   Wenn  Formel  23  für  irgend  einen  Werth  b  gilt,  so  9 
gilt  sie  auch  für  alle  folgenden  und  für  alle  vorhergehenden  Werthe. 
Nun  gilt  sie  aber  für  den  Werth  e,  denn 

a  -\-  6=^  e  -\-  a  (nach  20). 

also  gilt  sie  allgemein. 

24.  a  +  b  +  c  =  a  +  c  +  b. 

Die  Ordnung,  in  welcher  man  fortschreitend  addirt,  ist  gleichgültig 
für  das  Besultat. 

&r«itmann,  Werke.    11.  20 
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Betveis,  a  +  i  +  c  =  a  +  (6  +  c)  (nach  22  b). 

=  a  +  (c  +  6)  (nach  23). 

=  fl  +  c  +  6  (nach  22). 

25.  0  +  a  =  a  +  0  =  a. 
NuU  als  Summand  ändert  nichts. 

Beweis,  0  +  a  =  a  +  0  (nach  23). 

=  a  +  (c  -j e)  (nach  10). 

=  a  +  c  -I-  —e  (nach  22). 

=  a  (nach  13). 

26.  Zu  je  zwei  Grössen  a  und  b   der  Grtmdreihe  giebt   es   eine 

dritte  Grösse  x  der  GrundreiJhe,  welche  z\i  der  ersten  addirt  die  zweite 

giebty  das  heisst  so,  dass 

6  =  a  +  ^ 
sei. 

Beweis   (induktorisch   in  Bezug  auf  b).     Angenommen,   der  Satz 

gelte  für  irgend  einen  Werth  6,  so  gilt  er  auch  für  den  auf  b  zunächst 

folgenden  Werth.     Denn,  wenn  x  eine  Grösse  der  Grundreihe,  und 

b  =  a  -\-  X 
ist,  so  ist 

t-j-f?  =  a-[-a:-|-ß  (nach  Annahme). 

=  a  +  (rr  -f  ß)  (nach  22  b), 

folglich  giebt  es   aucli  eine  Grösse  der  Qrundreihe,  (nämlich  x  +  ß), 
welche  zu  a  addirt  b  -\-  e  giebt;  das  heisst,  der  Satz  gilt  unter  dieser 
Annahme  auch  für  b  -{-  e. 
Femer 

b  -\ e  =  a  -\-  X  -] e  (nach  Annahme). 

=  a  +  (a:  H e)         (nach  22b), 

das  heisst:  Der  Satz  gilt  imter  dei-selben  Annahme  auch  für  b  -\ e. 

10  Also,  wenn   der  Satz  für  irgend  einen  Werth  b  gilt,  so  gilt  er 

er  auch  für  jeden  vor  b  vorhergehenden  Werth. 

Nun  gilt  aber  die  Formel  für  b  =  a,  denn  dann  ist 

b  =  n  =  a  +  0  (nach  25) 

also  gilt  der  Satz  allgemein. 

27.  Hypothesis  (vjtöd'söig)     a  +  ^  =  «  +  ^• 

Thesis  (d-d^vg)  b  =  c. 

Zwei  Grössen  (b  und  c),  ivMie  zu  derselben  Grösse  (a)  addirt, 
gleiche  Sufnmefi  liefern,  sind  einander  gleich. 

Beweis  (fortschreitend).  Um  b  mit  Anwendung  der  Hypotliesis 
in  c  umwandeln  zu  können,  muss  man  zunächst  h  so  umwandeln,  dass 


\ 
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sein  Werth  derselbe  bleibt, 

aber  a  als  Stück 

eines 

zweiten  Summanden 

hinzutritt^  das  heisst^ 

man 

muss  zu  b  eine  Grösse 

a  +  a?,  welche  Null 

ist,  addiren. 

Nun  giebt  es 

nach  26  stets  eine  Grösse 

X  von  der  Art,  dass 

* 

a  +  x  =  0 

ist.     Dann  ist 

6  =  6  +  0 
=  b  +  {a  +  x) 
^b+a+x 
=a+b+x 
=  a  +  c  +  X 
=  a-^-  X  -{-  c 
=  0  +  c 
=  c 

§3. 
Subtraktion. 

(nach  25). 
(nach  *), 
(nach  22). 
(nach  23). 
(nach  Hypothesis). 
(nach  24). 
(nach  *). 
(nach  25). 

28.  ^  Erklärung,  Unter  dem  Unterschiede  (Differenz,  Rest)  a  —  6, 
versteht  man  diejenige  Grösse  der  Grundreihe,  zu  welcher  6  addirt  a 
giebt^  das  heisst 

a  —  6  +  6  =  a. 

Eine  Grösse  fortschreitend  subtrahiren  tmd  addiren  ändert  nichts. 
Man  nennt  a  den  Minuend,  6  den  Subtrahend  des  Unterschiedes 
a  —  6;  6  von  a  subtrahiren,  heisst  den  Unterschied  a  —  5  bilden. 

29.  a  +  6  —  6  =  a.  ii 

Eine  Grösse  fortschreitend  addiren  und  subtrahiren  ändert  nicJUs. 

Beweis  (durch  Gleichungen).  Um  dies  zu  beweisen,  geht  man 
auf  den  umgekehrten  Satz  (28)  zurück,  indem  man  zu  a  -f-  ^  ^^^ 
schreitend  6  subtrahirt  und  addirt.     Dann  erhält  man   die   Gleichung 

a  +  6  —  64-6  =  a  +  6  (nach  28). 

Man  kann  die  beiden  Stücke  einer  Summe  vertauschen.  Dies  an- 
gewandt auf  beide  Seiten  obiger  Gleichung  giebt: 

6  +  (a  +  6  —  6)  =  6  +  a  (nach  23). 

Zwei  Grössen  a  +  6  —  b  und  a,  welche  zu  derselben  Grosse  6 
addirt,  gleiche  Summen  liefern,  sind  einander  gleich,  also: 

a  +  b  —  b  =  a  (nach  27). 

20* 
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30.  a  +  Q}  —  c)  =  a  +  b  —  c. 

Statt  von  dem  eweiien  Summanden  eine  Grösse  m  subtrahiren,  kann 
man  sie  von  der  Summe  subtrahiren 
oder: 

StcUt  von  einer  Summe  eine  Grösse  zu  subtrahiren,  kann  man  sie 
von  dem  zweiten  Summanden  subtrahiren. 

Beweis.         a  +  (6  —  c)  =  a4-(6  —  c)-f-c  —  c         (nach  29). 

—  a  +  (6  —  c  +  c)  —  c         (nach  22b). 

—  a  4-  6  —  c  (nach  28). 

31.  a  —  (6  +  c)  =  a  —  6  —  c. 

StaU  eine  Summe  zu  subtraJiiren,  kann  man  die  Summanden  fort- 
schreitend  subtrahiren 
oder: 

Statt  zwei  Grössen  fortschreitend  zu  subtraJiiren,  kann  man  ihre 
Summe  subtrahiren. 

Beweis  (rückschreitend): 

a  —  6  —  c  =  a  —  6  —  c  +  (6  +  c)  —  (&  +  c)  (nach  29). 
=  a  —  6  —  c  +  (r;  +  6)  —  (6  +  c)  (nach  23). 
=  a  —  b  —  c+  c  +  b  —  (6  +  c)  (nach  22). 
=  a  —  6  +  6  —  (ft  +  c)  (nach  28). 

=  a  —  (6  +  c)  (nach  28). 

Anmerkung.     Rückschreitend   heisst   der  Beweis,   wenn   man   die   rechte 
Seite  der  zu  erweisenden  Qleichung  nach  und  nach  in  die  linke  umwandelt. 

32.  a  —  (6  —  c)  =  a  —  6  +  c. 

12  Statt  einen  Unterschied  zu  subtrahiren,  kann  man  f  fortschreitend 

seinen  Minuend  subtrahiren  und  seinen  SubtraJiend  addiren 

oder: 

Statt  fortsdireitend  eine  Grösse  zu  subtraJnren  und  eine  zweite  zu 

addiren,  kann  man  den  Unterschied  der  ersten  und  zweiten  subtrahiren. 
Beweis.         a  —  (6  —  c)  =  a  —  (6  —  c)  —  c  +  c  (nach  28). 

=  a  —  (6  —  c  -{'  c)  -{'  c  (nach  31  b). 

=  a  —  6  +  c  (nach  28). 

33.  a  —  6  —  c  =  a  —  c  —  6. 

Die  Ordnung,  in  welcher  man  fortschreitend  subtrahirt,  ist  gleich- 
gültig für  das  Resultat. 

Beweis.  a  —  6  —  c  ^^  a  —  (6  +  c)  (nach  31  b). 

=  a  —  (c  +  6)  (nach  23). 

=  a  —  c  —  6  (nach  31). 
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34,  a  +  b  —  c  =  a  —  c  +  6- 

Die  Ordnung,  in  welcher  man  fortschreitend  eine  Grösse  addirt  und 
eine  andere  subtraMrt,  ist  gleichgültig  für  das  Resultat 

Beweis.  a  +  6  —  c  =  a4-6  —  c  —  6  +  ^  (nach  28). 

=  a  +  h  —  h  —  c  +  h  (nach  33). 

=  a  —  c  +  h  (nach  29). 

36.  a  —  0  =  a. 

NiM  subtrahiren  ändert  nichts. 

Beweis.  a  —  0  =  a  —  0  +  0  (nach  25). 

=  a  (nach  28). 

36.  a  —  a  =  0. 

Der  Unterschied  zweier  gleidher  Grössen  ist  nuü. 

Beweis.  a  —  a  =  0  +  (a  —  a)  (nach  25). 

=  0  +  a  —  a  (nach  30). 

=  0  (nach  29). 

37.  38.  Bezeichnung.  Statt  0  —  a  kann  man  —  a  schreiben 
und  statt  a  kann  man  auch  +  a  schreiben.  Man  nennt  +  a  und  —  a 
bezeichnete  Grössen  und  zwar  +  a  und  +6  und  ebenso  — a  und 
— 6  gleichbezeichnete  Grössen,  -f-öt  und  — 6  ungleichbezeichnete. 

(37)  0  —  a  =  —  a. 

(38)  +a  =  a. 

39.  a  +  (-6)  =  a  — 6. 
Statt  plus  minus  kann  man  minus  setzen. 

Beweis.  aH b^a  +  (0  —  6)  (nach  37).  18 

=  a  +  0  —  6  (nach  30). 

=  a  —  b  (nach  25). 

40.  a 6  =  a  +  6,  und 6  =  6. 

Statt  minus  minus  kann  man  plus  setzen. 

Beweis.  1)   a 6  =  a  —  (0  —  6)  (nach  37). 

—  a  —  0  +  6  (nach  32). 

=  a  +  6  (nach  35), 

2) 6  =  0 6  (nach  37). 

=  0  +  6  (nach  Bew.  1). 

=  6  (nach  25). 

41.  _  a  +  —  6  =  —  a  —  6  =  —  (a  +  6). 

Zwei  mit  minus  bezeichnete  Grössen  addirt  man,   (oder  fügt  man 
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siusamnwft),  indem  man  die  zeidienlosen  Grössen  addirt  und  der  Summe 
dds  minuS'Zeichen  vorsetzt. 

Beweis.  —  «H 6  =  —  a  —  h  (nach  39). 

=  0  —  a  —  6  (nach  37). 

==0  — (a  +  6)  (nach  31b). 

„  _  (a  +  6)  (nach  37). 

43,  Zwei  ungleichbezeichnete  Grössen  culdirt  man,  indem  man  die 
zeichefüosen  Grössen  von  einander  subtrahirt  und  dem  Reste  dasjenige 
Zeidien  vorsetzt,  was  die  zum  Minuend  gemachte  Grösse  hatte,  das  heisst 

a-j 6  =  a  —  6. 

=  —  h  -^^  a  =  —  (6  —  cf). 

Beweis.  «H h  «=  a  —  6  (nach  39). 

aH 6  =  —  6  +  a  (nach  23). 

=  0  —  6  +  a  (nach  37). 

=  0  —  (i  —  a)  (nach  32b). 

=  —  (6  —  a)  (nach  37). 

*43,  Erklärung,  Ein  Ausdruck,  in  welchem  die  Grössen  fort- 
schreitend durch  plus  oder  minus  verknüpft  sind,  heisst  ein  Polynom 
(Binom  u.  s.  w.),  jene  einzelnen  Grössen  mit  ihren  Vorzeichen  die 
Glieder  (vöfioi)  des  Polynoms.  Dem  ersten  Gliede  kann  man,  wenn  es 
kein  Vorzeichen  hat,  das  +  Zeichen  vorsetzen.  So  zum  Beispiel  ist 
a  +  (6  +  c)  —  d  ein  Polynom  aus  drei  Gliedern,  und  zwar  ist  a  (oder 
-(-  a)  sein  erstes,  +  (^  +  ^)  sein  zweites,  —  d  sein  drittes  Glied. 
14  *44 — 46.     In  einem  Polynom  kann  man  beliebige  zwei  auf  ein- 

ander folgende  Glieder  vertauschen,  das  heisst 

(44)  (-a  +  6...^ ^.ft  +  a... 

(45)  \-a  —  b"'  = 6  +  a-.. 

(46)  a  —  &...  = 6_a..., 

wo  die  Punkte  bedeuten  sollen,  dass  beliebig  viele  Glieder  vorhergehen 
und  folgen  können.  (Wenn  kein  Glied  vorhergeht,  so  kann  man  nach 
25  und  37  als  vorhergehendes  Glied  Null  setzen.) 

Beweis.  |-a  +  6---  =  ----j-6  +  a---  (nach  24). 

' ' '  '\-  a  —  b  ' ' '  = b  -{-  a  ' ' '  (nach  34). 

a  —  6...  =  ...  —  b  —  a  • ' '  (nach  33). 

47,     Die    Ordnung    der    Glieder    eines    Polynoms    ändert   seinen 
WerOi  nicht. 
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Beweis.  Da  man  (nach  44 — 46)  jedes  Glied  des  Polynoms  mit 
dem  nächst  vorhergehenden  oder  nächstfolgenden  Gliede  desselben  ver- 
tauschen kann,  so  kann  man  jedes  Glied  des  Polynoms,  indem  man  es 
wiederholt  mit  dem  nächstfolgenden  Gliede  vertauscht,  auf  jede  folgende 
Stelle,  und  indem  man  es  wiederholt  mit  dem  nächst  vorhergehenden 
Gliede  vertauscht,  auf  jede  vorhergehende,  also  auf  jede  Stelle  bringen, 
also  die  Glieder  in  jede  Ordnung  versetzen,  ohne  den  Werth  des  Poly- 
noms zu  ändern. 

*48,    Statt  ein  Pohfnom  zu  addiren,  kann  man  die  Glieder  dessdben 
fortschreitend  hinzufügen, 
oder 

Statt  die  Glieder  eitles  Polynoms  fortschreitend  hinzuzufügen,  kann 
man  das  Polynom  addiren,  das  heisst: 

•  •.  +  (p)=...p, 

wo  (P)   ein  Polynom  und  P  die  fortschreitend  hinzugefügten  Glieder 
desselben  bedeutet,  wobei  man  jedoch  dem  ersten  Gliede,  wenn  es  kein 
Vorzeichen  hat,  (nach  38)  das  plus-Zeichen  vorsetzt. 
Beweis.     1)  Es  sei  (P)  ein  Binom,  so  ist 

a  +  (6-fc)  =  a-f6-fc  (nach  22). 

a  +  (6  —  c)  =  a  +  fc  —  c  (nach  30). 

Ferner  ist 

«  +  (—  ^  +  c)  =  öH 6  +  c  (na<5h  22). 

=  a  —  fc  -f  c  (nach  39). 

a  -f  ( —  b  —  c)  =  a-| b  —  c  (nach  30).  16 

=  a  —  b  —  c  (nach  39), 

Geht  der  plus-KIammer  keine  Grösse  vorher,  so  kann  man  (nach  25) 
Null  als  erstes  Glied  hinzufügen,  das  heisst,  in  den  obigen  Formeln 
a=0  setzen;  und  kann  dann  in  den  Schlussformeln  wieder  (nach  25 
und  37)  die  Null  weglassen. 

Beweis  2.  Ist  (P)  ein  Polynom  aus  mehr  als  zwei  Gliedern,  so 
stelle  man  alle  nach  Nr.  5  ausgelassenen  Klammern  des  Polynoms 
wieder  her;  diese  beginnen  nach  Nr.  5  alle  mit  dem  ersten  Gliede  des 
Polynoms,  also  in  unserm  Falle  unmittelbar  nach  dem  vorstehenden 
-[-Zeichen,  und  jede  umschliesst  nur  zwei  Grössen.  Folglich  kann 
man  nach  Beweis  1  zuerst  die  äussere  Klammer,  da  sie  nur  zwei 
Grössen  umschliesst  und  eine  plus-Klammer  ist,  weglassen;  aus  gleichem 
Grunde  kann  man  alsdann  die  Klammer  weglassen,  welche  jetzt  äussere 
Klammer  geworden^  ist  und  mit  der  ersten  Grösse  des  Polynoms  W 
ginnt,  und  so  fort,  bis  alle  diese  Klammem  verschwunden  sind. 
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Beispiel  des  Beweises  ffir  vier  Glieder: 

\-  (b  +  c  +  d  +  e)  = h  (f (6  +  c)  +  rf]  +  f?)     (nach  5). 

= ^[(l^c)  +  (r\  +  c        (nach  Bew.  1). 

= \'(h  +  c)  +  d  -{-e  (nach  5). 

=  --  +  &  +  ^  +  ^  +  ^  (nach  5). 

*49,  SkUt  ein  Polynom  zu  suMrahiren^  kann  man  die  Zeichen  aller 
Glieder  desselben  umkeliren,  und  die  so  erhaltenen  Glieder  fortschreiiend 
hinzufügen, 

oder: 

Statt  die  Glieder  eines  Polynoms  fartsdireitend  hinzuzufügen,  kann 

man  die  Zeiclien  derselben  umkehren  utuJ  das  so  erluütethe  Polytumi  sub- 

trahiren,  das  heisst 

..._(P) — p-, 

wo  (P)   ein  Polynom   und  P'  die   fortschreitende  Reihe   der  Glieder 
bedeutet^  welche  aus  dem  Polynom  (P)  dadurch  hervorgeht,  dass  man 
die  Zeichen  aller  Glieder  desselben  umkehrt. 
Beweis  1.     Es  sei  (P)  ein  Binom,  so  ist 

a  —  (b  -\-  c)  =  a  —  b  —  c  (nach  31). 

a  —  (b  —  c)  =  a  —  b  +  c  (nach  32). 

Femer 

a  —  ( —  i4-c)  =  a b  —  c  (nach  31). 

=  a  -\-b  —  c  (nach  40). 

16  a  —  ( —  b  —  c)  =  a 6  +  c  (nach  32). 

=  a  +  b  +  c  (nach  40). 

Geht  der  minus-Klammer  keine  Grösse  vorher,  so  kann  man 
(nach  37)  zuerst  0  als  erstes  Glied  hinzufügen,  und  zuletzt  wieder 
(nach  25  und  37)  weglassen. 

Beweis  2.  Es  sei  (P)  ein  Polynom  aus  mehr  als  zwei  Gliedern, 
so  verfahre  man  wie  bei  Beweis  2  des  vorigen  Satzes;  alsdann  kehrt 
sich  bei  der  Auflösung  derjenigen  Klammer,  welche  jedesmal  die  äussere 
ist,  zuerst  das  Vorzeichen  des  letzten  Gliedes  des  Polynoms  um  (nach 
Beweis  1),  dann  das  des  vorletzten  u.  s.  w.  bis  zum  zweiten  Gliede  des 
Polynoms. 

Beispiel  des  Beweises  für  vier  Glieder: 

a  —  (6  —  c  +  d-e)  =  a  —  ([(6  —  c)  +  d]  —  e)  (nach  5). 

=  a  —  [(b  —  c)  +  d]  +  e  (nach  Bew.  1). 

=  a  —  (b  —  c)  —  d  +  ^  (nach  31). 

=  a  —  6  +  c  —  d  +  e  (nach  32). 
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*50.  Alle  VerknüpfungS'Sätjse,  welche  für  die  Einheit  e  gelten, 
geltefi  at^ch  fioch,  wenn  man  statt  der  Einheit  e  eine  beliebige  Grösse  der 
Grundreihe  setzt. 

Beweis.  Die  Verknüpftmgs-Sätze,  in  welchen  e  vorkommt,  sind  in 
Nr.  10,  11,  13,  14,  15,  17,  20  und  21  enthalten.     Nun  ist 

a  -\ a  =  a  —  a  (nach  39). 

=  0  (nach  36), 

das  heisst,  die  Formel  10  gilt  auch,  wenn  man  a  statt  e  setzt;  femer 

0^ a  =  0  —  a  (nach  39). 

=  —  a  (nach  37), 

das  heisst,  auch  Formel  11  gilt  in  dieser  Erweiterung. 

Femer  findet  sich  die  Erweitemng  von  Nr.  13  in  Nr.  29,  die  von 
Nr.  14  in  Nr.  28,  die  von  Nr.  15  und  17  in  Nr.  22  und  die  von  Nr.  20 
und  21  in  Nr.  23. 

*51,  Wenn  man  aus  einer  von  Null  verschiedenen  Grösse  E  der 
Grundreihe  eine  Reihe  van  Grössen  cmf  dieselbe  Weise  ableitet,  tvie  aus 
e  die  Grundreilie  abgeleitet  war,  so  ist  auch  in  der  so  erhaltenen  Reihe 
jedes  Glied  von  allen  übrigen  verschieden. 

Beweis.  Es  sei  Ä  ein  auf  B  folgendes  Glied  der  aus  E  erzeugten 
Reihe,  so  heisst  das  (nach  8),  es  geht  B  aus  A  durch  f  fortschreitende  17 
Addition  von  Grössen  E  hervor.  Da  nun  E  ungleich  0  ist,  so  ist  es 
(nach  12)  entweder  gleich  +  e  oder  gleich  —  e  oder  eine  Summe  von 
positiven  Einheiten  oder  eine  Summe  von  negativen  Einheiten.  Statt 
nun  eine  Summe^  von  zwei  oder  mehr  Grössen  zu  addiren,  kann  man 
(nach  48)  diese  Grössen  fortschreitend  addiren,  also  geht  B  aus  A 
entweder  dadurch  hervor,  dass  man  fortschreitend  positive  oder  fort- 
schreitend negative  Einheiten  hinzuaddirt  hat,  das  heisst  (nach  8,  9) 
B  ist  entweder  eine  auf  A  folgende  Grösse  der  Grundreihe,  oder  eine  vor 
A  vorhergehende  Grösse  derselben,  folglich  (nach  7)  von  A  verschieden. 

Anmerkung.  Entwickelt  man  also  aus  einer  beliebigen  von  Null  ver- 
schiedenen Grösse  E,  welche  der  Grundreihe  angehört,  eine  Grössenreihe  R  nach 
dem  Verfahren  in  Nr.  7,  so  kann  man  die  Grösse  E  als  Einheit  und  die  Grrössen- 
reihe  B  als  Grundreihe  setzen,  und  gelten  dann  für  diese  neue  Einheit  und  diese 
neue  Grundreihe  alle  bisher  aufgestellten  Sätze. 

§4. 
Mtütiplikatioii. 
52,    Erklärung,    Unter  a .  1  (gelesen  a  mal  Eins  oder  a  multi- 
plicirt  mit  Eins)  versteht  man  die  Grösse  a  selbst,  das  heisst 
(52)  a.l  =  a. 

Mit  Eins  multipliciren  ändert  nichts. 
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53.  Erklärung,  Eine  Grundreihe,  deren  Einheit  gleich  Eins  ist, 
heisst  Zahlreihe,  die  Glieder  derselben  Zahlen,  die  Zahl  1  -|~  1  ^^^ 
mit  2  bezeichnet,  die  Zahl  2  -j-  1  ^i^  3  o.  s.  w. 

1  +  1  —  2. 

2  +  1  =  3. 


(53) 


Anmerkung.  Da  die  Zahlreihe  eine  Grundreihe  ist,  und  die  Gesetze  der 
Addition  und  Subtraktion  för  jede  Grundreihe  gelten,  so  gelten  sie  auch  fOr 
die  Zahlen. 

54.  Erklärung.  Die  der  0  folgenden  Zahlen  der  Zahlreihe  heissen 
positive  Zahlen,  die  der  0  vorhergehenden  negative.  Wenn  a  eine 
positive  Zahl  ist,  so  heissen  die  Zahlen  a  und  —  a  einander  eni^egen- 
gesetzt,  und  heisst  a  der  positive  Werth  von  —  a. 

55.  Die  Zahlreihe  ist 

...|_3|_2;— l|0jl|2|3|... 
18  und  jede  negative  Zahl  derselben  ist  einer  positiven   entgegengesetzt. 

Beweis.  Es  sei  a  irgend  eine  Zahl  der  Zahlreihe,  so  ist  die  nächst- 
folgende Zahl  derselben  (nach  8)  gleich  a  +  1 ,  da  die  Einheit  der 
Zahlreihe  gleich  1  ist;  also  ist  die  auf  1  folgende  Zahl  1  +  1,  das 
heisst  2  (nach  53),  die  auf  2  folgende  2  +  1,  das  heisst  3  (nach  53) 
u.  8.  W.5  Die  der  1  nächst  vorhergehende  2ahl  ist  0  (nach  10),  die  der 
0  nächst  vorhergehende  —  1  (nach  11),  also  der  1  entgegengesetzt. 
Ist  nun  irgend  eine  negative  Zahl  einer  positiven  (a)  entgegengesetzt, 
so  gilt  dies  auch  für  die  nächst  vorhergehende  negative  Zahl;  denn  die 

der  Zahl  —  a  vorhergehende  ist  (nach  9)   —  a  H 1  =  —  (a  +  1) 

(nach  41),  das  heisst  gleichfalls  einer  positiven  entgegengesetzt.  Wenn 
also  irgend  eine  negative  Zahl  einer  positiven  entgegengesetzt  ist,  so 
ist  auch  die  nächst  vorhergehende,  also  auch  jede  vorhergehende  einer 
positiven  entgegengesetzt.  Nun  ist  —  1  einer  positiven  Zahl  entgegen- 
gesetzt, also  gilt  dasselbe  auch  für  alle  vorhergehenden,  also  für  alle 
negativen  Zahlen.  Da  ferner  die  der  Zahl  —  a  vorhergehende  Zahl 
=  —  (a  +  1)  ist,  wie  bewiesen,  so  ist  die  der  Zahl  —  1  vorhergehende 
=  —  (1  +  1)  =  —  2  (nach  53),  und  die  der  —  2  vorhergehende 
=  —  (2  +  1)  =  —  3  (nach  53)  u.  s.  w. 

56 — 58.  Erklärung,  Die  Multiplikation  mit  den  übrigen  Zahlen 
(ausser  1),  wird  durch  folgende  Formeln  bestimmt: 

(56)  a  .  ('/J  +  1)  =  a/3  +  a, 
wo  ß  eine  positive  Zahl  ist. 

(57)  a  .  0  =  0. 

(58)  a,{^ß)  =  ~{aß\ 
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wo  ß  eine  positive  Zahl  ist.  Man  nennt  a  .  ß  (gelesen  a  mal  ß,  oder  a 
multiplicirt  mit  ß)  ein  Produkt^  a  seinen  Multiplikand^  ß  seinen 
Multiplikator^  beide  zusammen  Faktoren  des  Produktes.  Auch 
kann  man  statt  a .  ß  schreiben  aß]  dies  ist  jedoch  dann  nicht  ge- 
stattet^ wenn  beide  Faktoren  in  Ziffern  geschrieben  sind  (also  nicht 
23  statt  2.3). 

Die  Formeln  in  Worten: 

(56).  SiaU  zu  einem  positiven  Multiplikator  eine  Eins  zu  addiren, 
kann  man  zu  dem  Produkte  den  Multiplikand  addiren, 

(57).    Jede  Zahl  giebt  mit  Null  multiplicirt  NtUl.  ^^ 

(58).  Statt  mit  einer  negativen  Zahl  zu  mulUpliciren,  kwm  man 
mit  ihrem  positiven  Weräie  multipliciren  und  dem  Produkte  das  MintAS- 
Zeichen  vorsetzen. 

59,  Bezeichnung,  Bei  der  Multiplikation  lasst  man  die  Klammem 
fort,  wenn  die  erste  Grösse  mit  den  folgenden  fortschreitend  multipli- 
cirt werden  soll.  Femer  wenn  ein  Produkt  Glied  eines  Polynoms  ist, 
so  lässt  mau  die  Klammer,  welche  das  Produkt  umschliesst,  aus;  zum 
Beispiel  bedeutet  a&c,  dass  a  mit  h  und  das  Produkt  mit  c  multipli- 
cirt werden  soll,  also  gleich  {ah)c.  Femer  bedeutet  ah  —  cd,  dass  a 
mit  h  und  c  mit  d  multiplicirir  und  das  Produkt  cd  von  dem  Produkt 
ah  subtrahirt  werden  soll,  also  gleich  {ah)  —  {cd), 

Anmerkung.    In  58  konnte  man  also  statt  —  (a/5)  auch  schreiben  —aß. 

60,  Das  Produkt  aß  ist  eifie  Grösse,  welche  derselben  (rrufidreihe 
angehört,  wie  der  Mtdtiplikafid  a. 

Beweis  1  (induktorisch  in  Bezug  auf  ß).  Angenommen,  der  Satz 
gelte  für  irgend  eine  positive  Zahl  /3,  das  heisst,  es  gehöre  aß  der- 
selben Grundreihe  an  wie  a,  so  ist 

a.(ß+l)  =  aß  +  a  (nach  56), 

also  eine  Summe  zweier  Grössen,  die  derselben  Grundreihe  angehören, 
also  gehört  auch  die  Summe  derselben  Grundreihe  an  (nach  15).  Wenn 
also  der  Satz  für  irgend  eine  positive  Zahl  ß  gilt,  so  gilt  er  auch 
für  die  nächstfolgende,  also  für  alle  folgenden.  Nun  gilt  er  für 
ß  =  ly  denn 

a  .  1  =  a  (nach  52). 

Folglich  gilt  er  für  1  und  alle  folgenden  Zahlen  der  Zahlreihe,  das 
heisst  für  alle  positive  Zahlen. 

2.    Der  Satz  gilt  für  /J  =  0,  denn 

a  .  0  =  0  (nach  57). 
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3.  Der  Satz  gilt  für  jede  negative  Zahl,  denn  wenn  y  ihr  positiver 
Werth  also  /3  =  —  y  ist,  so  ist 

a  .  ß  =  a  .  ( —  y)  =  —  (ay)  (nach  58). 

Da  nun  (nach  Beweis  1)  ay  der  Grundreihe  von  a  angehört,  so 
gehört  auch  —  (ay),  das  heisst  0  —  ay  ihr  an  (nach  28),  also  auch  aß. 

Anmerkung.  Dasselbe  gilt,  wenn  eine  Grösse  a  mit  mehreren  Grössen 
fortschreitend  multiplicirt  wird. 

20  61.   ZtAsatz.    Für  Produkte  gelten  daher  alle  Gesetze  der  Addition 

und  Subtraktion. 

62.    Es  ist  allgemein  (auch  wenn  ß  negativ  oder  null  ist) 

a{ß  +  1)  =  a^  +  a. 

Statt   mm   Mtdtiplikator  ehic  Eitis  zu  aMirm,   Jcann   tnan  zum 
Frodukte  den  Mtdtiplikand  addireity 
oder: 

Statt  zu  einem  Produkte  den  Multiplikand  zu  addirm,  kann  man  zum 
Multiplikaior  eine  Eins  addiren. 

Beweis  1.  Wenn  ß  eine  positive  Zahl  ist,  so  gilt  der  Satz 
(nach  56). 

2.  Wenn  /3  =  0  ist,  so  ist 

rt  .  (0  +  1)  =  a  .  1  (nach  25). 

=  a  (nach  52). 

=  0  +  a  (nach  25). 

=  a  .  0  -|-  a  (nach  57). 

3.  Wenn  ß  =  —  1  ist,  so  erhält  man 

a(-  1  +  1)  =  a(0  —  1  +  1)  (nach  37). 

=  a  .  0  (nach  28). 

=  0  (nach  57). 

=  0  —  a  +  tt  (nach  28). 

=  —  a  -\-  a  (nach  37). 

=  —  (a  .  1)  +  a  (nach  52). 

==  a  .  (—  1)  +  a  (nach  58). 

4.  Wenn  ß  eine  Zahl  ist,  die  der  —  1  in  der  Zahlreihe  voran- 
geht, so  ist  auch  die  auf  ß  zunächst  folgende  Zahl  noch  negativ;  der 
positive  Werth  dieser  letzteren  sei  y,  sie  selbst  also  —  y,  so  ist  ß 
die  ihr  vorhergehende  Zahl,  also 

♦  /3  =  _  y  -I 1  (nach  9). 
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Also 

a(^  +  1)  =  a(-  y  +  -  1  +  1)  (nach  ♦). 

=  a( —  y)  (nach  14). 

=  —  ay  (nach  58). 

=  —  ay  —  a  -f-  a  (nach  28). 

=  —  (ay  +  a)  +  ö  (nach  41). 

=  —  [a(y  +  1)]  +  a  (nach  62b). 

=  a[—  (y  +  1)]  +  a  (nach  58). 

=  ö[—  y  +  —  1]  +  a  (nach  41). 

=  a/J  +  öt  (nach  ♦). 

63.  a{ß  —  l)  =  aß  —  a.  21 
iS^o^  vom  Multiplikator  eine  Eins  zu  subtrahiren,  kann  man  vom 

Produkte  den  Multiplikand  subirahiren, 
oder: 

Statt  von  einem  Produkte  den  Multiplikand  zu  subtrahiren,  kann 
man  vofn  Multiplikator  eine  Eins  subtrahiren. 

Beweis.  a(ß  —  1)  =  a(/5  —  1)  +  a  —  a  (nach  29). 

=  a(ß—l  +  l)  —  a  (nach  62b). 

=  aß  —  a  (nach  28). 

64,  Erklärung.  Wenn  a  eine  Grösse  der  aus  e  ^  1  erzeugten 
Qrundreihe  und  a  =  ea  ist,  so  nennt  man  a  eine  benannte  Grösse,  e 
üire  Einheit,  a  ihren  Zahlwerth. 

66.  Jede  Grösse  a  einer  Gnmdreihe  lässt  sick  als  Produkt  der 
Einheit  e  dieser  Grundreihe  und  einer  ZaJd,  also  in  der  Form  ea  dar- 
stellen; und  zwar  ist  a  positiv,  negativ,  oder  0,  je  nachdem  a  in  der 
Grundreihe  dem  Gliede  0  folgt,  vorangeht,  oder  sdbst  null  ist. 

Beweis  (induktorisch).     1.  Wenn  a  =  0  ist,  so  ist 

a  =  0  =  e  .  0  (nach  57). 

also  Produkt  der  Einheit  e  und  der  Zahl  Null. 

2.  Angenommen  der  Satz  gelte  für  a  =  0,  oder  irgend  eine  auf  0 
folgende  Grösse  a,  so  dass  a  =  ea  und  a  null  oder  positiv  ist,  so  ist 

a-}-«  =  ^a+ß  =  ^(a+l)  (nach  62b), 

das  heisst,  der  Satz  gilt  auch  für  das  nächstfolgende  Glied,  also,  da 
er  für  a  =  0  gilt  (Theil  1),  auch  für  jedes  auf  0  folgende  Glied. 

3.  Angenommen  der  Satz  gelte  für  a  =  0  oder  irgend  eine  der 
Null  vorhergehende  Grösse  a,  so  dass  a=^  ea  und  a  null  oder  negativ 
ist,  so  ist 

a  —  e  =  ea  —  e  =  e{a  —  1)  (nach  63b) 
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das  heisst^  der  Satz  gilt  auch  für  das  nächst  Yorhergehende  Olied,  also 
da  er  für  a  =  0  gilt  (Theil  1),  auch  für  jedes  der  Null  vorhergehende 
Glied  der  Grundreihe. 

66.  a(ß  +  y)  =  aß  +  ay. 

Mit  einer  Summe  muUiplicirt  man,  indem  man  mit  den  Summanden 
einedn  muUiplicirt  und  die  Produkte  addirty 
oder: 

Produkte  von  gleichem  Mtdtiplikand  addirt  man,   indem  man  die 
Multiplikatoren  addirt  und  den  Multiplikand  unverändert  lässt. 
22  Beweis  (induktorisch  in  Bezug  auf  y), 

1.  Angenommen  die  Formel  (66)  gelte  für  irgend  eine  Zahl  y,  so  ist 

a[ß  +  (y+  1)]  =  a[ß  +  y+l]  (nach  22). 

=  a(/J  +  y)  +  a  (nach  62). 

=  a/J  +  öy  +  »  (nach  Annahme). 

=  a/J  +  {ay  +  a)  (nach  22b). 

=  a/J  +  a(y  +  1)  (nach  62b), 

das  heisst,  wenn  die  Formel  für  irgend  einen  Zahlwerth  y  gilt,  so  gilt 
sie  auch  für  den  nächstfolgenden,  also  für  alle  folgenden. 

2.  Unter  derselben  Annahme  ist 

a[ß  +  (y  _  1)]  =  a[/5  +  y  —  1]  (nach  30). 

=  a(/3  +  y)  —  a  (nach  63). 

=  aß  -\-  ay  —  a  (nach  Annahme). 

=  aß  +  (ay  —  a)  (nach  30b). 

=  a/J  +  a(y  —  1)  (nach  63b), 

das  heisst,  die  Formel  gilt  dann  auch  für  den  nächst  Yorhergehenden, 
also  für  alle  vorhergehenden  Werthe. 

3.  Nun  gilt  aber  die  Formel  (60)  für  y  =  1,  denn 

a{ß  +  1)  =  a/J  +  a  (nach  62), 

also  gilt  sie  nun  auch  allgemein. 

67,  a(ß  —  y)  =  aß  —  ay. 

Mit  einer  Differenz!  mtdtiplicirt  man,  indem  man  mit  den  Gliedern 
einzeln  mtütiplicirt  und  die  Produkte  entsprechend  suhtrahirt, 
oder 

Produkte  von  gleicJiem  Mtdtiplikand  suhtrahirt  man,  indetn  man 
die  Mtütiplikaioren  entspreclumd  suhtrahirt  und  den  Multiplikafui  unver- 
ändert lässt. 
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Beweis  (fortschreitend). 

^(ß  —  y)  =  öt(/5  —  y)  +  ay  —  ay  (nach  29). 

■=  a(ß  —  y  +  y)  —  ay  (nach  66b). 

=  aß  —  ay  (nach  28). 

68,  (a  +  6)  y  =  ay  +  ^y- 

Statt  eine  Stimme  mit  einer  Zahl  zu  miütipliciren,  kann  man  die 
Summanden  mit  dieser  Zahl  muUiplidren  und  die  Produkte  addiren, 
oder: 

Produkte  von  gleichem  Multiplikator  addirt  mcm,  indem  man  die 
Multiplikanden  addirt  und  den  Multiplikator  unverändert  lässt 

Beweis  (induktorisch    in  Bezug   auf  y).     Angenommen,    der  Satz  23 
gelte  für  irgend  einen  Zahlwerth  y,  so  ist 

(a  +  6)  (y  +  1)  =  (a  +  6)y  +  (a  +  h)       (nach  62). 

^=^  ay  -^^  hy  •\'  {a  '\- h)       (nach  Annahme). 
=  ay  +  6y  +  a  +  6  (nach  22). 

=  ay  -\-  a  -\-hy  -^h  (nach  24). 

=  ay  +  a  +  (6y  +  6)        (nach  22b). 
=  a{y  +  1)  +  6(y  +  1)     (nach  62b). 

Also  gilt  der  Satz  dann  auch  für  alle  auf  y  folgenden  Werthe. 
Unter  derselben  Annahme  ist 

(a  +  6)  (y  —  1)  =  (a  +  h)y  —  {a  +  h)       (nach  63). 

=  ay  +  6y  —  (a  +  6)        (nach  Annahme). 

=  ay  -{-by  —  a  —  b  (nach  31). 

=  ay  —  a  -\-by  —  b  (nach  34). 

=  ay  —  a  +  (fey  —  6)        (nach  30b). 

=  a{y  —  1)  +  6(y  —  1)     (nach  63b), 
das  heisst,  der  Satz  gilt  dann  auch  für  alle  dem  y  vorhergehenden  Werthe. 
Nun  gilt  er  aber  für  y  =  1 ;  denn 

(a  +  6)  1  =  a  +  6  (nach  52). 

=  a  .  1  +  6  .  1  (nach  52). 

Mithin  gilt  der  Satz  für  y  =  1^  also  nach  dem  ersten  Theile  des 
Beweises  auch  für  alle  folgenden  und  nach  dem  zweiten  für  alle  vor- 
hergehenden Werthe,  also  allgemein. 

69,  (a  —  h)y  ^^  ay  —  6y. 

Statt  eine  Differenz  mit  einer  Zahl  zu  mtdtipliciren,  kann  man  die  Glieder 
mit  dieser  Zahl  muUiplidren  und  die  Produkte  entsprechend  subtrahiren, 
oder: 
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ProdtiJcte  von  gleichem  Multiplikator  suhtrahirt  man,  itidem  man 
die  Multiplikanden  enUpredtend  subtraliirt  und  den  Mtdtplikator  unver- 
ändert lässt. 

Beweis  (fortschreitend): 

(a  —  6)  y  =  (a  —  6)  y  +  fty  —  hy  (nach  29). 

=  (a  —  b  +  b)y  —  by  (nach  68b). 

=  ay  —  by  (nach  28). 

70.  a{ßy)  =  aßy. 

Statt  mit  einem  Produkt  zu   multipliciren ,   kann  man  mit  seinen 
Faktoren  fortschreitend  muUipliciren, 
oder: 
24  Statt  mit  zwei  Zahlen  fortschreitend  zu  mtdtiplieiren,  kann  man  mii 

ihrem  Produkte  mtdtiplieiren. 

Beweis  (induktorisch  in  Bezug  auf  y). 

1.  Angenommen,  die  Formel  gelte  für  irgend  einen  Zahlwerth  y,  so  ist 

^[ßir  +  1)]  =  <ßy  +  ß]  (nach  62). 

=  ^(ßr)  +  ^ß  (nach  66). 

:==:  aßy  -{-  aß  (nach  Annahme). 

=  a/3(y+  1)  (nach  62  b). 

2.  Unter  derselben  Annahme  ist 

a\ß{y  —  1)]  =  a[ßy  —  ß]  (nach  63). 

=  a(ßy)  —  aß  (nach  67). 

=  aßy  —  aß  (nach  Annahme). 

=  aß{y  —  1)  (nach  63b). 

3.  a.{ßl)  =  aß  (nach  52). 

=  aß  .  1  (nach  52). 

Also  gilt  Formel  70  für  y  =  1,  also  nach  dem  ersten  Theile  auch 
für  alle  folgenden,  nach  dem  zweiten  für  alle  vorhergehenden  Werthe, 
also  allgemein. 

11.     Wenn  a  eine  Zahl  ist,  so  ist 

1  ,  a  =  a. 
Ein  Produkt^  dessen  Multiplikand  =  1  ist,  ist  gleicft  dem  Multiplikator, 
Beweis  (induktorisch j.  Angenonunen,  die  Formel  71  gelte  für  irgend 
einen  Zahlwerth  a,  so  ist 

1  .  (a  +  1)  =  1  .  a  +  1  (nach  62). 

=       a  +  1  (nach  Annahme). 

1  .  (a  —  1)  =  1  .  a  —  1  (nach  63). 

=       « —  1  (nach  Annahme), 
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das  heisst,  wenn  die  Formel.  71  für  irgend  einen  Werth  gilt,  so  gilt 
sie  auch  ftir  den  nächstfolgenden  und  nächstvorhergehenden,  also  auch 
für  alle  folgenden  und  vorhergehenden.  Nun  gilt  sie  aber  für  a  =  1;  denn 

1.1  =  1  (nach  52), 

also  gilt  sie  allgemein. 

72.  Wenn  a  und  ß  Zahlen  sind,  so  ist 

aß  =  ßa. 

Faktoren  eines  Produkts  Tcann  man  vertauschen^  (wenn  sie  Zahlen  sind). 
Beweis  (induktorisch).    Die  Formel  72  gelte  für  irgend  einen  Zahl-  26 
werth  /3,  so  ist 

a{ß+\)  =  aß  +  a 

=  ßa  +  a 

=  /}«+  1  .« 

=  {ß+l)a 

a(ß—l)  =  aß  —  a 

=  ßa  —  a 

=  /Ja—  1  .a 

=  (/J-l)a 

Nun  gilt  die  Formel  72  für  /J  =  1;  denn 

a  .  1  =  a 

=  1.« 
Folglich  u.  8.  w- 

73.  aßy  =  ayß. 
Die  Ordnung,  in  welcher  man  mit  zwei  Zahlen  fortschreitend  multi- 

plicirt,  ist  gleichgiUtig  fwr  das  Besidtat. 

Beweis.  aßy  =  a(ßy)  (nach  70b). 

=  a(y/J)  (nach  72). 

=  ayß  (nach  70). 

74.  0  .  a  =  a  .  0  =  0. 
Ein  Produkt,   in  welchem  einer  der  beiden  Faktoren  nuU  ist,   ist 

gleichfalls  nuU. 

Beweis.  0  .  a  =  a  ,  0  (nach  72). 

=  0  (nach  57). 

75.  {—a).ß  =  a.(—ß)  =  —  aß. 
Stau  das  Minuszeiclien  vor  einen  Faktor  zu  setzen  y  kann  man  es 

vor  das  Produkt  setzen. 

Oraiimann,  Werke,    n.  21 


(nach  62). 

(nach  Annahme). 

(nach  71). 

(nach  68b). 

(nach  63). 

(nach  Annahme). 

(nach  71). 

(nach  69b). 

(52). 

(71). 
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Beums.  {— a)  .  ß  =  (0  —  a)ß  (nach  37). 

=  0  .  /J  —  a  .  /J  (nach  69). 

=  0  —  a/J  (nach  74). 

=  —  aß  (nach  37). 

Femer 

a  .  (—  /J)  =  —  a/J  (nach  58). 

76.  (-a).(-ß)  =  aß, 

Stau  zwei  mit  minus  bezeichnete  Grössen  zu  mvHtipliciren,  kann  man 
die  zeichenlosen  Grössen  muUipliciren. 

Beweis.  (—  a)  {— ß)  =  —  [a  (—  ß)]  (nach  75). 

26  = [aß]  (nach  75). 

=  ab  (nach  40). 

*77,  Eine  Summe  von  beliebig  vielen  Stücken  muUiplicirt  man  mit 
einer  ZcM,  indem  man  sämtliche  Summanden  mit  dieser  Zahl  mtdtipli- 
cirt  und  die  Produkte  addirt. 

(«1  +  «2  +  •  •  •  +  O/»  =  «i/»  +  «./S  +  •  •  •  +  ««/3. 
Beweis   (induktorisch   in  Bezug   auf  9t).     Angenommen   der  Satz 
gelte  für  irgend  eine  Anzahl  n,  so  beweise  ich,  er  gelte  auch  für  n  +  1 
Stücke.     Es  ist  (nach  68) 

(«1  +  «8  +  •••  +  a«  +  a«+i)^  =  (»1  +  «2  +  •••  +  «n)/»  +  ^n^lß 

(nach  Annahme), 

das  heisst,  wenn  der  Satz  für  irgend  eine  Anzahl  von  Stücken  gilt,  so 
gilt  er  auch  für  die  nächst  grössere  Anzahl,  also  da  er  für  zwei  Stücke 
gilt,  auch  für  jede  grössere  Anzahl  von  Stücken. 

*78,  Eine  Grösse  a  multiplicirt  man  mit  einer  Summe,  indem 
man  a  mit  jedem  Stücke  der  Summe  multiplicirt  und  die  Produkte  addirt. 
Das  heisst 

«(A  +  A  +    •  •  +  /JJ  =  «A  +  «A  +    •  •  +  aß„. 
Beweis  wie  in  77. 

*79,  Eine  Summe  von  beliebig  vielen  Stücken  multiplicirt  man  mit 
einer  andern  solchen  Summe,  indem  man  jedes  Stück  der  einen  Summe 
mit  jedem  Stücke  der  andern  multiplicirt  und  die  Produkte  addirt, 

K  +  «2+-   •+«n)(A4-A+-+^J  =  aiÄ  +  «.Ä  +  --+a.A 

+  «iA  +  «2A+-+«»A 
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Beweis, 

(«1  +  «»  +  • 


Es  ist  (nach  77). 
•  +  a„)(A  +  A  +  - 


■  +  /JJ  =  «i(A  +  A  +  - 
+  «.(ft  +  A  +  - 

+  %{ßi  +  A  +  • 
=  «iA  +  »iA  + 
+  a,ßi  +  «,A  + 


+  ßj 

+  ßj 
'  +  ^ß. 


+  %ßi  +  »nft  +  •  •  •  +  aj^ 
(nach  78). 

*80,    Ein  Polynom  P  mtUHplicirt  man  mit  einer  Zahl  a,  f  oder  27 
eifK^  i?a/i{  a  muUiplicirt  man  mit  einem  Polynom,  indem  man  (ohne  sonst 
etwas  an  dem  Polynom  zu  ändern)  die  Zahl  zu  jedem  Gliede  des  Poly- 
noms als  FaJtior  hinzuschreibt; 
oder: 

Ein  Polynom,  dessen  Glieder  aMe  einen  gleichen  Faktor  a  enthalten, 
ist  gleich  einem  Produkte,  dessen  einer  Faktor  a  und  dessen  anderer 
Faktor  ein  Polynom  P  ist,  tvelches  man  oaas  dem  gegebenen  erhalt,  indem 
man  in  jedem  Gliede  des  letzteren  den  Faktor  a  weglässt. 

Beweis.     Das  Polynom  P  kann  man  als  Summe  darstellen,  wenn 

man  in  jedem  mit  minus  bezeichneten  Gliede  (nach  39)  -| statt  — 

schreibt  (also  zum  Beispiel,   wenn  —  b  ein  solches  Olied   ist,   dafür 

schreibt  -| b).     Die   so  erhaltene   Summe  multiplicirt  man  mit  a, 

indem  man  a  zu  jedem  Summanden  als  Faktor  hinzufügt  (nach  77,  78); 

also  zum  Beispiel  statt  -| b  setzt  +  ( —  ^)^'    Statt  das  Zeichen  — 

vor  den  Faktor  zu  setzen,  kann  man  es  (nach  75)  vor  das  Produkt 

setzen,  und  erhält  so  statt  des  +  ( —  b)a  jetzt  -j 6a,  oder  —  6a; 

das  heisst,  man  hat  auch  den  mit  minus  bezeichneten  Gliedern  des 
Polynoms  P  nur  den  Faktor  a  hinzugefügt. 

*81,  Zwei  Polynome  multiplicirt  man  mit  einander,  indem  man 
jedes  Glied  des  ersten  mit  jedem  Gliede  des  zweiten  multiplicirt  und  jedem 
Produkte,  was  aus  zwei  gleichbezeichneten  Gliedern  entstanden  ist,  das 
-{-zeichen,  und  jedem  Produkte,  was  aus  zwei  ungleich  bezeichneten  Glie- 
dern entstanden  ist,  das  — zeichen  vorsetzt  und  die  so  erhaltenen  Glieder 
zu  einem  Polynom  zusammenfügt. 

Beweis,  Man  kann,  wie  in  80,  jedes  der  beiden  Polynome  als 
Summe   darstellen,   indem   man  in  jedem  mit  —  bezeichneten  Gliede 

statt  —  schreibt  -\ ,   und   dann   nach  79  jedes   Stück   der   ersten 

Summe  mit  jedem  Stücke  der  zweiten  multipliciren;  dann  erhält  man 
eine  Summe  von  Produkten,  deren  Faktoren  zum  Theil  noch  ein 
— zeichen  enthalten;  enthält  nur  ein  Faktor  das  — zeichen,  das  heisst, 

21  • 
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sind  die  ursprünglichen  Glieder,  aus  denen  das  Produkt  hervorgeht, 
ungleich  bezeichnet,  zum  Beispiel,  ist  das  betrachtete  Produkt  ( —  d)  6, 
so  kann  man  das  — zeichen  (nach  75)  vor  das  Produkt  setzen,   und 

kann   dann   endlich   statt  -{ wieder  —  setzen;   also  zum  Beispiel 

statt  +  ( —  a)  b   setzen   -| a6,   das   heisst  —  ah.     Enthalten  beide 

28  Faktoren  das  — zeichen,  zum  Beispiel  wenn  ( — c)  ( — d)  das  betrach- 
tete Produkt  ist,  so  kann  man  (nach  7())  beide  — zeichen  weglassen 
und  erhält  also  zum  Beispiel  statt  +  ( —  c)  ( —  d)  das  Glied  +  C(/, 
also  dasselbe,  als  wenn  die  ursprünglichen  Glieder,  aus  denen  das  Pro- 
dukt entstanden  ist,  das  -f- zeichen  gehabt  hätten. 

*82.  Die  Ordnung  der  Faktoren  eines  Produktes  von  beliebig  vielen 
FaJctoren  ist  gleichgülHg  für  das  BesuUat. 

Beweis  wie  in  der  Addition  Nr.  47. 

*83.  Die  Klammem  y  welche  bdiebige  Seilten  von  Faktoren  eines 
Produktes  umschliessen,  kann  man  fortlassen. 

Beweis  wie  in  Nr.  48. 

*84.     Statt  ein  Polynom  mit  —  1  eu  multijüiciren,  kann  man  das 
Zeichen  jedes  Gliedes  des  Pohfnoms  unikehren; 
oder:  P.(— 1)  =  P', 

wo  P'  das  Pdynom  beedchneiy  welches  aus  P  hervorgeht,  wenn  man  das 
Zeichen  jedes  Gliedes  umkehrt,  v 

Beu^eis,  P  .  (—  1)  =  —  P  .  1  (nach  75). 

=  —  P  (nach  52). 

=  P'  (nach  49). 

§5. 
Zahlvergleiohung. 

86.  Erklärung,  Eine  Grösse  a  heisst  grösser  als  eine  andere  6, 
geschrieben  a>b,  wenn  a  —  b  positiv  ist.  In  demselben  Falle  heisst 
b  kleiner  als  a,  geschrieben  b  <  a.    Man  benennt  solche  Formeln,  wie 

a>b 

a<b 

a  =  b 

mit  dem  gemeinschaftlichen  Namen:  Yergleichungen,  und  zwar  a  >  & 
eine  fallende,  a  <  6  eine  steigende  Vergleichung,  und  nennt  von  diesen 
beiden  die  eine  die  Umkehrung  der  andern. 

86,  Zusatz,  Jede  positive  Zahl  ist  grösser  als  Null,  jede  negative 
Heiner  ais  Null, 
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Beweis  1.     a  sei  positiv^  so  ist 

€c  —  0  =  «  (nach  35); 

aber  a  positiv  (nach  Annahme),  also  auch  a  —  0  positiv,  das  heisst 

a  >  0  (nach  85). 

2.    a  sei  negativ  und  ß  die  entsprechende  positive,  das  heisst  29 

so  ist 

0  —  a  =  0 ß  =  0  +  ß  (nach  40), 

=  ß  (nach  25), 

da  nun  ß  positiv  ist  (nach  Annahme),  so  ist  also  auch  0  —  a  positiv, 
das  heisst 

a  <  0  (nach  85). 

87.  Erklärung.  Zwei  Grössen  (die  von  Null  verschieden  sind), 
heissen  einander  gleichartig,  wenn  entweder  beide  positiv,  oder  beide 
negativ  sind,  hingegen  einander  ungleichartig,  wenn  die  eine  positiv, 
die  andere  negativ  ist. 

88.  Die  Summe  cc  -{-  ß  zweier  positiver  ZaMen  ist  wieder  eine 
positive  ZcM. 

Beweis  (induktorisch  in  Bezug  auf  ß).  Angenommen  a  -^  ß  sei 
eine  positive  Zahl,  so  ist  (nach  54)  auch  die  ihr  zunächst  folgende 
Zahl  der  Zahlreihe  positiv,  das  heisst  a  +  /S  +  1  positiv,  aber 

a  +  /S+l  =  a  +  (/}+l)  (nach  22b), 

abo  auch  «  +  (/J  +  1)  positiv.  Wenn  also  der  Satz  für  irgend  eine 
positive  Zahl  ß  gilt,  so  gilt  er  auch  für  die  nächstfolgende,  also 
auch  für  alle  folgenden.  Nun  gilt  er  für  /S  =  1 ;  denn  da  a  eine  posi- 
tive Zahl  ist  (nach  Hypothesis),  so  ist  auch  die  auf  a  zunächst  folgende 
Zahl  der  Zahlreihe  positiv  (nach  54),  das  heisst  a  +  1  positiv.  Also 
gilt  der  Satz  für  ß=l,  also  auch,  nach  dem  ersten  Theile  des  Be- 
weises für  alle  folgenden,  also  für  alle  positiven  Zahlen. 

89.  Die  Summe  zweier  negativer  ZaMen  ist  wieder  eine  negative 
Zahl,  und  zwar  erhält  man  den  positiven  Werth  der  Summe,  indem  man 
die  positiven  WerÜie  der  Sumtnanden  addirt. 

Beweis.  Es  seien  a  und  ß  die  positiven  Werthe  der  Summan- 
den, so  ist 

-  «+  (-Ä  =  -  («  +  ^)  («ach  41). 

90.  Die  Summe  mehrerer  positiver  Zahlen  ist  wieder  positiv,  und 
die  Summe  mehrerer  negativer  Zahlen  ist  wieder  negativ. 

Beweis  (induktorisch).     Wenn  der  Satz  für  n  Zahlen  gilt,  so  gilt 
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80  er  (nach  88  und  89)  auch  für  n  +  1  Zahlen.     Also  da  er  f  für  zwei 
Zahlen  gilt  (nach  88  und  89)^  so  gilt  er  auch  für  beliebig  viele. 

91.  Wenn  in  einer  Beihe  van  Zahlen  jede  grösser  ist  als  die 
nächst  folgende,  so  ist  auch  die  erste  grosser  als  die  letzte. 

Beweis  (für  vier  Zahlen).     Es  sei 

«>A    ß>Y>    y>*, 
so  sind  (nach  85)  a  —  /J,  ß  —  y,  y  —  8  positiv,  also  auch  ihre  Summe 
(nach  90),  das  heisst,  a  —  /5  +  /J  —  y  +  y  —  *  positiv.    Diese  Summe 
ist  aber  (nach  48  und  28)  gleich  «  —  d.     Also  ist  a  —  8  positiv,  das 
heisst  (nach  85)  a  >  d. 

92.  Die  Summe  zweier  ungleidiarUger  ZaMen  ist  demjenigen  Sum- 
manden  gleichartig,  der  den  grösseren  positiven  Wertli  Jiat,  und  zwar 
findet  man  den  positiven  Werth  dieser  Summe,  indetn  man  den  kleineren 
unter  den  positiven  Werthen  der  Summanden  von  dem  grösseren  subtraiiirt. 

Beweis,    Es  seien  a  und  ß  positiv  und  a  grosser  als  ß,  so  ist  zuerst 
«H ß  =  a  —  ß  (nach  39). 

Da  nun  (nach  Annahme)  a  grosser  ist  als  ß,  so  ist  a  —  ß  positiv,  also 

die  Summe  a  -| ß  auch  positiv,  also  mit  a  gleichartig. 

Zweitens 

_«  +  /}  =  _(«  —  /J)  (nach  42). 

Da  nun  a  —  ß  positiv  ist  (wie  bewiesen),  so  ist  —  {a  —  ß)  negativ, 
also  auch  —  «  +  /5  negativ,  also  mit  —  a  gleichartig. 

Also  ist  die  Summe  in  beiden  Fällen  demjenigen  Summanden 
gleichartig,  der  den  grösseren  positiven  Werth  hat. 

93.  Das  Produkt  aß  zweier  positiver  ZaMen  a  und  ß  ist  wieder 
eine  positive  Zahl. 

Beweis  (induktorisch   in  Bezug   auf  ß).     Angenommen,   der  Satz 
gelte  für  irgend  einen  positiven  Werth  ß,  so  ist 
a.{ß+l)  =  a.ß  +  a. 

Nach  Hypothesis  ist  a  positiv,  nach  der  Annahme  auch  aß. 
Folglich  sind  die  Summanden  aß  und  a  positiv,  also  auch  ihre  Summe 
(nach  88).  Wenn  also  der  Satz  für  irgend  einen  positiven  Werth  ß 
gilt,  so  gilt  er  auch  für  den  nächstfolgenden,  also  auch  für  alle  fol- 

81  genden.  Nun  gilt  er  für  /S  =  1,  denn  f  a .  1  =  a  (nach  52),  also  positiv, 
da  a  nach  Hypothesis  positiv  ist.  Folglich  gilt  der  Satz  für  /J  =  1, 
also  auch  nach  dem  ersten  Theile  des  Beweises  für  alle  folgenden 
Zahlen  der  Zahlreihe,  also  für  alle  positiven  Zahlen. 

94.  Das  Produkt  zweier  gleiclw/rtiger  Zahlen  ist  positiv,  das  Pro- 
dukt zweier  ungleichartiger  Zahlen  ist  negativ,   und  der  positive  Werih 
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des  Produktes  ist  jedesmal  das  Produkt  aus  den  positiven  Werfhen  der 
Faktaren. 

Beweis,     a  und  ß  seien  zwei  positive  Zahlen^  so  ist 

V)  a  ,  ß  positiv  (nach  93). 

2)  (—  a)  .  (—  /S)  =  aß  (nach  76). 

3)  {—ß)a  =  a,{—  ß)  (nach  72)  =  « (0  -  /J)  (nach  37). 

=  a  .  0  —  a  .  /S  (nach  67). 

=  0  —  a/J  (nach  57). 

=  —  aß  (nach  37), 
also  negativ,  da  aß,  wie  bewiesen,  positiv  ist. 

96.  Wenn  in  einem  Produkte  aß,  das  nuU  ist,  der  erste  Faktor 
(a)  nicht  nuM  ist,  so  muss  nothwendig  der  andere  FcMor  null  sein, 

Hypothesis  a/J  =  0,    a  ^  0, 
Thesis  /S  =  0. 

Beweis  1  (indirekt).  Es  sei  a  eine  Zahl  =  a.  Angenommen  ß 
sei  ungleich  Null,  so  muss  ß  entweder  positiv  oder  negativ  sein;  femer 
a  ist  nach  Hypothesis  ungleich  Null,  muss  also  auch  entweder  positiv 
oder  negativ  sein.  Es  werden  also  { die }  Faktoren  a  und  ß  entweder  beide 
positiv,  oder  beide  negativ,  oder  einer  positiv,  der  andere  negativ  sein. 
In  den  beiden  ersten  Fällen  ist  das  Produkt  positiv,  in  dcQi  letzten 
ist  es  negativ  (nach  94),  also  immer  von  Null  verschieden.  Dies  ist 
aber  gegen  die  Hypothesis,  nach  welcher  aß  =  0  sein  soll.  Also  ist 
die  Annahme  unmöglich;  das  heisst  es  ist  unmöglich,  dass  ßXO  sei, 
also  muss  /S  =  0  sein. 

2.    Es  sei  a  eine  benannte  Grösse,   e  ihre  Einheit,  a  ihr  Zahl- 

werth,  das  heisst 

(*)     a  =  ea. 

Nach  65  ist  eine  benannte  Grösse  dann  und  nur  dann  null, 
wenn  ihr  Zahlwerth  null  ist.  Nun  ist  (nach  Hypothesis)  a  ^  0,  also 
auch  ihr  Zahlwerth  aXO.     Femer  ist  (nach  Hypothesis) 

0  =  a/3  =  eaß  (nach  *).       32 

=  e(aß)  (nach  70b). 

Also  (nach  65) 

aß  =  0. 

Da  nun,  wie  bewiesen,  a  ^  0  ist,  und  a/S  =  0,  so  muss  nach  Beweis  1 
sein. 
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96.  Wenn  zwei  gleiche  Produkte  aß  und  ay  einen  gleichen  Faktor 
a  haben,  der  nichi  nuü  ist,  so  muss  auch  der  andere  Faktor  in  beiden 
gleich  sein. 

Hypothesis  aß  =  ay,    a  ^  0. 

Thesis  /S  =  y- 

Beweis.    Nach  Hypothesis  ist 

aß  =  ay. 
Also 

aß  —  ay  ^=^  ay  —  ay  =  0  (nach  36). 

Somit 

0  =  aß  —  ay  =  a(ß  —  y)  (nach  67b). 

Also,  da  (nach  Hypothesis)  a  ^  0  ist, 

ß  —  y  =  0  (nach  95). 

Also 

/J  —  y+y  =  o  +  y. 

Somit 

ß  =  y  (nach  28  und  25). 

97.  Wenn  in  einem  Produkt  ein  Faktor  wächst  und  der  andere 
positiv  ist  und  unverändert  bleibt,  so  wächst  auch  das  Produkt. 

Hypothesis  y>  ß,    a  >  0. 
Thesis        ay  >  aß. 
Beweis.    Da  y^  ß,  so  muss  y  —  ß  positiv  sein  (nach  85).    Dann  ist 
ay  —  aß  =  a(y  —  ß)  (nach  67  b). 

Da  nun  a  und  y  —  ß  positiv  sind,  so  ist  auch  ihr  Produkt 
a(y  —  ß)  positiv  (nach  93),  also  auch  das  ihm  gleiche  ay  —  aß,  das 
heisst  (nach  85) 

ay  >  aß, 

33  98.    Wenn  ein  Produkt  zweier  Faktoren  wächst,  der  eine  Faktor 

positiv  ist  und  unverändert  bleibt,  so  muss  der  andere  Faktor  wachsen. 
Hypothesis  ay  >  aß,    a  >  0. 
Thesis  Y>  ß- 

Beweis.  Da  ay  >  aß  ist,  so  ist  ay  —  aß  positiv,  also  a(y  —  ß) 
positiv;  also  die  Faktoren  gleichartig,  also  da  a  positiv  ist,  auch  y  —  ß 
positiv,  das  heisst  y>ß» 

99.  Wenn  in  einem  Produkte  mehrerer  positiver  Faktoren  die  Fak- 
toren wachsen,  so  wächst  auch  das  Produkt. 

Hypothesis    a  >  a  >  0,    ß>ßi>0,    y>y>0. 
Thesis  aßy  >  aß^y 
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Beweis.  aßy  >  aßy  (nach  97). 

aßy>aßy  (nach  97). 

ccß^y>  aßTy'  (nach  97). 
Also  auch  (nach  91)  ccßy  >  cc'ß^y. 

§6. 
Zahlenlehre. 

Vorbemerkung.   In  diesem  §  sollen  nur  positive  Zahlen  betrachtet  werden. 

100.  Erklärung.  Man  sagt^  eine  Zahl  a  gehe  in  einer  andern  b 
auf^  wenn  es  eine  Zahl  x  giebt,  die  mit  a  multiplicirt  b  giebt^  so  dass  also 

b  =  ax 
wird^  und  zwar  sagt  man  dann,  a  gehe  in  b  X'jnel  auf. 

101.  Eins  geht  in  jeder  Z<M  aufy  und  jede  ZaM  geht  in  sich 
selbst  auf. 

Beweis.    Es  sei  a  eine  beliebige  Zahl,  so  ist 
a  =  1  .  a  =  a  .  1, 
das  heisst,    1  geht  in  a  auf  (nämlich  o-mal),   und  a  geht  in  a  auf 
(nämlich  einmal). 

102.  Eine  Zahl  a,  die  in  einer  anderen  b  aufgeht,  kann  nicht  grösser 
sein  als  b. 

Hypothesis    6  ==  ax. 
Thesis  a  nicht  >  b. 

Beweis  (indirekt),  x  muss  positiv  sein,  da  das  Produkt  von  x 
mit  einer  positiven  Zahl  a  eine  positive  Zahl  b  liefert.  Angenommen 
nun  a>b,  so  wäre 

ax  >  bx  (nach  97).  34 

Ist  nun  zuerst  x  =  l,  so  hätte  man  (nach  52) 

ax  >  6, 

was  gegen  die  Hypothesis  ist^  also  müsste 

x>  1 
sein.     Dann  wäre 

bx>b  (nach  98). 

Also  da  ax  >  bx,  bx  >  b,  so  wäre  (nach  91)  ax>b  gegen  die  Hypo- 
thesis.    Also  ist  die  Annahme,  dass  a>b  sei,  unmöglich. 

103.  Wenn  sowohl  a  in  b,  als  b  in  a  aufgeht,  so  muss  a  =  b  sein. 
Beweis,     Da  a  in  6  aufgeht,  so  kann  a  nicht  grosser  als  b  sein 

(nach  102),  das  heisst,  es  kann  nicht  a  —  b  positiv  sein  (85);  da  femer 
6  in  a  aufgeht,  so  kann  nicht  b  —  a  positiv  sein,  das  heisst^  es  kann 
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a  —  6  nicht  negativ  sein,  also  ist  a  —  6  weder  positiv,  noch  negativ, 
das  heisst  null,  also  a  gleich  h, 

104r.  Wenn  a  in  b  a-nud  airfgekty  und  h  in  c  ß^ndl,  so  geht  auch 
a  in  c  auf,  und  zwar  aß-mal. 

Beweis,     Da  a  in  6  «-mal  aufgeht^  so  ist  (nach  100) 
*  6  *=»  aa 

und  da  6  in  c  /}-mal  aufgeht,  so  ist  (nach  100) 

c  =  6/J. 
Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  Werth  von  6  (aus  *)  ein,  so 
erhält  man 

c  =  aaß  =  a(aß)  (nach  70b), 

das  heisst,  a  geht  in  c  auf  und  zwar  aß-mhl, 

106.  Wenn  a  in  b  a-niai  aufgellt,  so  gdd  ma  in  mb  ebenso  oft 
auf,  und  umgekehrt,  wenn  ma  in  mb  a-mal  aufgeht,  so  geht  a  in  b 
ebefiso  oft  auf 

Beweis  1.    Es  gehe  a  in  b  a-mal  auf,  so  ist 

b  =  aa  (nach  100), 

also 

mb  =  m  (aa)  =  maa  (nach  70), 

das  heisst  (nach  100),  ma  geht  in  mb  a-mal  auf. 
2.    Es  gehe  ma  in  mb  a-mal  auf,  so  ist 

mb  =  maa  (nach  1(X)). 

=  w(aa)  (nach  70  b), 

35  also 

b  =  aa  (nach  96), 

das  heisst,  a  geht  in  b  a-mal  auf. 

106.  Erklärung,  Eine  Zahl,  in  welcher  ausser  1  und  der  Zahl 
selbst  keine  andere  Zahl  aufgeht,  heisst  eine  Primzahl. 

107.  Aufgabe.    Die  Primzahlen  von  1  bis  2(X)  aufzusuchen. 

108.  Wenn  in  einer  Zahl  a  die  Zahlen  von  2  bis  b  nicht  auf- 
gehen und  b  ,b>  a  ist,  so  ist  a  eine  PrlmmJd. 

Beweis  (indirekt).  Angenommen  a  sei  keine  Primzahl,  so  müsste 
in  ihr  eine  von  1  und  a  verschiedene  Zahl  aufgehen.  Es  sei  c  eine 
solche  Zahl,  die  in  a  aufgeht  und  von  1  und  a  verschieden  ist,  und 
zwar  gehe  sie  rf-mal  in  a  auf,  das  heisst,  es  sei  a  =  cd.  Hier  muss  d 
von  Eins  verschieden  sein,  denn  wäre  d  =  1,  so  wäre  c  =  a  gegen  die 
Annahme.  Also  sind  c  und  d  beide  von  Eins  verschieden.  Nach 
der  Hypothesis  sollen  aber  alle  Zahlen  von  2  bis  6  nicht  in  a  auf- 
gehen; also,  da  c  und  ä  in  a  aufgehen,  so  müssen  sie  von  den  Zahlen 
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von  2  bis  b  verschieden  sein,  also,  da  sie  auch  von  1  verschieden  und 
positiv  sind,  so  müssen  beide  grösser  als  b  sein,  also  auch  ihr  Produkt 
cd  (nach  99)  grösser  als  b  ,b  sein.     Also  hat  man 

a  =  cd,    cd  >  66,    66  >  o       (nach  Hy^thesis), 
also  (nach  91) 

a>  a,  das  heisst  a  —  a  positiv, 

was  unmöglich  ist  (nach  36).  Also  ist  die  Annahme  unmöglich,  das 
heisst,  a  ist  eine  Primzahl. 

109.  Aufgabe.     Zu  beweisen,  dass  1861  eine  Primzahl  ist. 

110.  Eine  Zahl  w,  welche  in  gwei  anderen  a  und  6  aufgeht, 
geht  auch 

1)  in  ihrer  Summe  a  +  6, 

2)  in  ihrer  Differenz  a  —  6, 

3)  in  der  Summe  ihrer  Produkte  mit  beliebigen  Zahlen  a  und  ß, 
also  in  aa  +  bß 

auf. 

Beweis.    Es  gehe  m  in  a  a>mal  und  in  6  j^-mal  auf,  also 

a  ^  mx,    6  =  my. 
Dann  ist 

1)  a  +  6  =  mx  -^  my  =  m{x  -^  y)  (nach  66b),  36 
das  heisst,  m  geht  in  a  +  6  auf. 

2)  a  —  6  =  mx  —  my  =  m(x  —  y)  (nach  67  b), 
das  heisst,  m  geht  in  a  —  6  auf. 

3)  aa  +  6/J  =  mxa  +  ^yß  =  m(xa)  +  ^{yß)  =  m{xa  +  yß) 

(nach  70b,  66b), 
das  heisst,  m  geht  in  aa  +  6/J  auf. 

111.  Erklärung.  Eine  Zahl,  welche  in  zwei  andern  Zahlen  auf- 
geht, heisst  ein  gemeinschaftliches  Maass  dieser  beiden.  Zwei 
Zahlen,  deren  grösstes  gemeinschaftliches  Maass  1  ist,  heissen  zu  ein- 
ander primär. 

112.  Eine  PrimzaM,  welche  in  einer  Zahl  6  nickt  aufgeM,  ist  zu 
ihr  primär. 

Hypothesis.     a  ist  Primzahl,  a  geht  in  6  nicht  auf. 

Thesis.     a  ist  zu  6  primär. 

Beweis.  Da  a  Primzahl  ist,  so  geht  in  ihr  ausser  1  und  a  keine 
Zahl  auf  (nach  106).  Da  aber  a  nicht  in  6  aufgeht  (Hypothesis),  so 
ist  1  die  einzige  Zahl,  welche  zugleich  in  a  und  6  aufgeht,  das  heisst, 
a  ist  zu  6  primär  (nach  111). 

113.  Wenn  man  aus  einem  Baa/r  positiver  Zahlen  a  und  6  ein 
zweites  Paar  dadurch  ableitet,  dass  man  statt  der  grösseren  a  den  Unter- 
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schied  a  —  b  der  beideti  ZaJden  setzt,  so  ist  jedes  geffieifisdiafäicJie  Maass 
des  ersten  Paares  auch  genieinsdwfttidies  Maass  des  zweiten  Paares  und 


Bet^^eis  1.  m  gehe  in  dem  ersten  Paare  auf;  also  in  a  und  &,  so 
geht  m  auch  auf  in  a  —  6  (nach  110),  also  auch  in  a  —  6  und  6,  das 
heisst,  m  ist  auch  gemeinschaftliches  Maass  des  zweiten  Paares. 

2.  m  gehe  in  dem  zweiten  Paare  auf,  also  in  a  —  b  und  6,  so 
geht  m  auch  in  der  Summe  beider  Zahlen  auf  (nach  110),  das  heisst 
in  a  —-  6  +  6,  also  in  a  (nach  28).  Somit  geht  m  in  a  und  in  6  auf, 
also  ist  m  dann  auch  gemeinschaftliches  Maass  des  ersten  Paares. 

114r.  Wenn  man  aiis  einem  Paare  positiver  Zahlen  a  und  b  ein 
zweites  Paar  dadurch  alleitet,  dass  man  statt  der  grösseren  den  Best 
setzt,  welcher  durch  Subtraktion  der  kleineren  von  der  grösseren  hervor- 
geht^ und  aus  diesem  Paare  auf  dieselbe  Weise  ein  drittes  ZaJdenpaar 
87  ableitet,  und  hiermit  so  f  lavhge  fortfährt,  als  die  beiden  Zahlen  eines 
Paares  fwch  versdtieden  sind,  so  muss  man  ztdetzt  zu  einem  Paare 
gleidier  Za/deti  kommeti;  wenn  diese  gleieJum  Zahlen  m  und  m  sind,  so 
ist  m  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  der  gegebenen  Zahleti  a  mid  6, 
ufid  jedes  gemeimchafüiclie  Maass  von  a  und  b  geht  auch  in  ihretn  grössten 
gemeinscluifüichen  Maasse  m  auf 

Beweis  1.  Die  Zahlen  bleiben  bei  dem  angewandten  Verfahren 
stets  positiv,  da  die  ursprünglichen  Zahlen  a  und  b  positiv  sind,  und 
jede  neu  hervortretende  Zahl  dadurch  entsteht,  dass  man  eine  kleinere 
Zahl  von  einer  grösseren  subtrahirt,  wobei  (nach  85)  der  Rest  positiv  ist. 

2.  Die  Summe  der  beiden  Zahlen  eines  Paares  nimmt  von  Paar 
zu  Paar  mindestens  um  1  ab.  Denn  seien  p  und  q  die  Zahlen  eines 
Paares,  und  zwar  p>  q,  so  ist  ihre  Summe  p  -{-  q,  das  folgende 
Zahlenpaar  ist  nach  dem  angegebenen  Verfahren  p  —  q  und  q,  ihre 
Summe  p  —  q  -h  q=  P  (nach  28).  Folglich  hat  die  Summe  um  q 
abgenommen,  das  heisst  mindestens  um  1  abgenommen,  da  nach  Be- 
weis 1  die  Zahl  q  positiv,  also  mindestens  =  1  ist. 

3.  Ich  beweise  jetzt  (indirekt),  dass  man  durch  das  angegebene 
Verfahren  zuletzt  zu  einem  Paare  gleicher  Zahlen  gelangen  muss. 
Angenommen,  man  gelange  durch  dies  Verfahren  nie  zu  einem  Paare 
gleicher  Zahlen,  das  heisst  die  Zahlen  eines  jeden  Paares  seien  von 
einander  verschieden;  so  nimmt  nach  Beweis  2  die  Summe  bei  jedem 
Fortschritt  zu  dem  nächstfolgenden  Paare  mindestens  um  1  ab,  also 
nachdem  man  (a  +  ft)-mal  auf  diese  Weise  fortgeschritten  ist,  minde- 
stens um  a  +  6,  also  müsste  die  Summe  a  +  ^  mindestens  um  a  +  6 
abgenommen  haben,  das  heisst,  entweder  null  oder  negativ  geworden 
sein.    Nach  Beweis  1  sind  aber  die  Zahlen  jedes  Paares  positiv,  also 
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müsste  dann  die  Summe  zweier  positiver  Zahlen  null  oder  negativ 
sein^  was  (nach  88)  unmöglich  ist^  also  ist  die  Annahme  unmöglich^ 
das  heisst^  es  ist  nothwendig^  dass  man  zuletzt  zu  einem  Paare  gleicher 
Zahlen  gelangt. 

4.  Diese  gleichen  Zahlen  seien  m  und  m,  so  zeige  ich,  dass  jedes 
gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  6  in  m  aufgeht.     Denn  jedes  ge- 
meinschaftliche Maass  eines  Paares  ist  f  (nach  113)  auch  gemeinschaft-  ss 
hches  Maass  des  nächstfolgenden,  also  jedes  gemeinschaftliche  Maass  des 
ersten  Paares  auch  gemeinschaftliches  Maass  des  letzten,  das  heisst  geht 

in  m  auf. 

5.  Ich  beweise  jetzt,  dass  m  gemeinschaftliches  Maass  von  a  und  b 
ist.  Denn  da  jede  Zahl  in  sich  selbst  aufgeht  (nach  101),  so  geht  m 
in  den  Zahlen  m  und  m  des  letzten  Paares  auf,  das  heisst  ist  gemein- 
schaftliches Maass  des  letzten  Paares.  Aber  nach  113  ist  jedes  gemein- 
schaftliche Maass  von  einem  dieser  Paare  auch  gemeinschaftliches  Maass 
des  nächstvorhergehenden,  also  auch  des  ersten  Paares;  also  namentlich 
m  gemeinschaftliches  Maass  von  a  und  b. 

6.  Endlich  beweise  ich  (indirekt),  dass  m  grosstes  gemeinschaft- 
Uches  Maass  von  a  und  b  ist.  Angenommen,  es  gebe  eine  Zahl  c, 
welche  gemeinschaftliches  Maass  von  a  und  &,  und  grösser  als  m  sei, 
so  muss  nach  Beweis  4  auch  c  in  m  aufgehen,  also  eine  grössere  Zahl 
in  einer  kleineren,  was  (nach  102)  unmöglich  ist,  also  ist  die  Annahme 
unmöglich,  das  heisst,  m  ist  grosstes  gemeinschaftliches  Maass  von  a  und  b. 

116.  Wenn  m  grosstes  gemeinschaftliches  Maass  von  am  und  bm 
ist,  so  müssen  a  und  b  zu  einander  primär  sein. 

Beweis  (indirekt).  Angenommen  a  und  b  seien  nicht  zu  einander 
primär,  so  müsste  es  (nach  111)  eine  von  1  verschiedene  Zahl  geben, 
die  in  a  und  b  aufginge.  Es  sei  c  >  1  diese  Zahl  und  gehe  c  in  a 
a-mal  auf  und  in  b  /J-mal,  so  ist  a  =  ac,  b  =  ßc,  also  am  ==  acm, 
bm  =  ßcm,  also  geht  cm  in  am  und  bm  auf,  da  aber  c  >  1  ist,  so 
ist  cm  (nach  97)  grösser  als  Im,  das  heisst  grösser  als  m,  also  hätte 
man  ein  gemeinschaftliches  Maass  von  am  und  bm,  was  grösser  wäre 
als  m,  also  wäre  m  nicht  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  am 
und  bm.  Das  ist  gegen  die  Hypothesis.  Also  ist  die  Annahme  un- 
möglich.    Also  sind  a  und  b  zu  einander  primär. 

116.  Wenn  man  dwch  die  Methode  der  Subl/raMon  (in  113)  aus 
einem  ZaMenpa^are  a  und  b  ein  anderes  %  (gelesen  a  eins  oder  a 
Index  eins)  und  6^,  aus  diesem  tvieder  ein  anderes  a^  und  b^  erhält 
u.  s.  w.  und  so,  nacMem  man  diese  MeÜiode  n-mal  angewandt  liat,  ein 
Zafdenpaar  a„  und  b„  erhält,  so  erhalt  man  aus  detn  Zahlcnpaare 

ac    und     bc 
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89  nach  und  nach  dwrdh  dieselbe  Methode  der  Subtraktion  die  Zahlenpaare 

a^c    und    \c 

a^c    und    b^c 
u.  s,  w.,  und  nachdem  man  die  MeOiode  n-mal  angewandt  hat,  das  ZaJdenpaar 

a^c  und  b^c. 
Beweis.  Es  seien  die  Zahlen  eines  jeden  Paares  so  angeordnet, 
dass  die  grössere  Zahl  Yoransteht;  also  a>  b,  a^'^b^y  . . .,  ao  besteht 
(nach  113)  das  aus  a  und  b  hervorgehende  Zahlenpaar  aus  den  Zahlen 
o  —  6  und  6,  also  ist  a^  gleich  der  grösseren  unter  diesen  beiden 
Zahlen  (a  —  6  und  b)  und  6^  gleich  der  kleineren.  Da  nun  a>b,  so 
ist  (nach  97)  auch  ac  >  bc,  also  besteht  das  aus  ac  und  bc  hervor- 
gehende Zahlenpaar  aus  den  Zahlen  ac  —  bc,  und  bcy  das  heisst  aus 
(a  —  6)  c,  und  6c;  wenn  nun  o  —  b>b  ist,  so  sollte  a^^^  a  —  6  und 
b^  =  b  sein,  dann  ist  aber  (nach  97)  auch  (a  —  6)c>6c,  das  heisst 
a^c>\c,  also  bilden  a^c  und  b^c  dann  das  aus  ac  und  bc  hervor- 
gehende Zahlenpaar.  Wenn  aber  a  —  6  <  6  ist,  so  sollte  o^  =  6  und 
6i  =  a  —  6  sein;  dann  ist  (nach  97)  auch  (a  —  b)c<bc,  das  heisst 
b^c  <i  a^c,  und  das  aus  ac  und  bc  hervorgehende  Zahlenpaar  ist  gleich- 
falls a^c  und  b^c.  Aus  gleichem  Gründe  ist  das  aus  a^c  und  b^c  her- 
vorgehende Zahlenpaar  gleich  a^c  und  b^c  und  so  fort,  nach  n-maliger 
Anwendung  dieser  Methode  geht  also  das  Zahlenpaar 

a^c    und    b^c 
hervor. 

117.  Wenn  m  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  b  ist, 
so  ist  mc  das  grösste  gemeinschaßlidie  Maass  von  ac  und  bc. 

Beweis.  Das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  b  erhält 
man  (nach  114),  indem  man  durch  die  Methode  der  Subtraktion 
(Nr.  113)  aus  dem  Zahlenpaare  a  und  b  ein  anderes,  aus  diesem  durch 
dieselbe  Methode  wieder  ein  anderes  ableitet,  bis  man  zu  einem  Paare 
gleicher  Zahlen  m  und  m  gelangt,  dann  ist  m  das  grösste  gemein- 
schaftliche Maass  von  a  und  b.  Man  möge  nach  n-maliger  Anwendung 
jener  Methode  zu  diesem  Zahlenpaare  m  und  m  gelangt  sein;  so  ge- 
40  langt  man  (nach  116),  indem  man  dasselbe  Verfahren  auf  das  Zahlen- 
paar ac  und  bc  anwendet,  zu  dem  Zahlenpaare  mc  und  mc,  also  ist 
(nach  114)  mc  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  ac  und  bc. 

118.  Wenn  eine  Zahl  c  in  einem  Produkte  ab  aufgdit,  und  sie 
ssu  einem  (a)  der  beiden  Faktoren  primär  ist,  so  gdit  sie  in  dem  andern 
Faktor  b  awf. 

Hypothesis.     c  geht  auf  in  ab,  c  ist  zu  a  primär. 
Thesis.     c  geht  auf  in  6. 
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Beweis,  c  geht  in  ab  auf  (nach  Hypothesis),  ferner  geht  aber  c 
auch  auf  in  cb  (nämlich  ft-mal),  also  geht  (nach  114)  c  auch  auf  in 
dem  grössten  gemeinschaftlichen  Maass  von  ab  und  cb]  da  nun  c  und  a 
zu  einander  primär  sind  (nach  Hypothesis),  so  ist  ihr  grösstes  gemein- 
schaftliches Maass  gleich  1  (nach  111);  also  ist  das  grösste  gemein- 
schaftliche Maass  von  ab  und  cb  gleich  1  .  b  (nach  117)^  das  heisst 
=  b.  Da  alsO;  wie  bewiesen^  c  in  dem  grössten  gemeinschaftlichen 
Maass  von  ab  und  cb  aufgeht,  und  dies  gleich  b  ist,  so  geht  c  in  b 
auf;  q.  d.  e. 

119.  Wenn  eine  PrimmM  a  in  zwei  Zahlen  b  und  c  nicht  auf- 
gehty  so  geht  sie  auch  in  ihrem  Produkt  bc  nicht  auf, 

Hypothesis.  a  ist  Primzahl,  a  geht  nicht  auf  in  b,  a  geht  nicht 
auf  in  c. 

Thesis.     a  geht  nicht  auf  in  bc. 

Beweis  (indirekt).  Angenommen  a  gehe  in  cb  auf.  Da  nun  a 
Primzahl  ist  und  in  b  nicht  aufgeht,  so  ist  (nach  112)  a  primär  zu  6; 
and  da  a  zu  &  primär  ist,  und  da  a  in  dem  Produkte  bc  aufgeht 
(nach  Annahme),  so  muss  a  in  c  aufgehen  (nach  118).  Dies  ist  aber 
gegen  die  Hypothesis.  Also  ist  die  Annahme,  dass  a  in  bc  aufgehe, 
unmöglich;  q.  d.  e. 

120.  Wenn  eine  PrinizaM  a  in  drei  oder  mehr  Zahlen  nicht  auf- 
gelU,  so  geht  sie  auch  in  it^rem  Produkte  nicht  auf. 

Beweis  (für  drei  Zahlen).  Es  gehe  die  Primzahl  a  in  keiner  der 
Zahlen  b,  c,  d  auf.  Da  die  Primzahl  a  in  6  und  c  nicht  aufgeht,  so 
geht  sie  (nach  119)  auch  in  bc  nicht  auf,  und  da  sie  in  6c  und  d  nicht 
aufgeht,  so  geht  sie  (nach  119)  auch  in  bcd  nicht  auf. 

Anmerkung.  Für  n  Zahlen  hi^b2,  .  .  .  h„  ist  der  strenge  Beweis  indukto- 
risch in  Bezug  auf  n. 

121.  Wenn  zwei  zu  einander  primäre  Zahlen  (a  und  b)  in  eifieru 
Zahl  (c)  a/iif gehen,  so  gelit  aucli  das  Produkt  (ab)  jener  Zahlen  in  der 
letzteren  (c)  auf 

Beweis,  Nach  Hypothesis  geht  a  in  f  auf,  es  gehe  d-maX  darin 
auf,  so  ist 

c  =  ad  (nach  100). 

Femer  geht  (nach  Hypothesis)  b  in  c,  das  heisst  in  ad  auf.  Da 
nun  6  zu  a  primär  ist  (nach  Hypothesis)  und  in  dem  Produkte  ad 
aufgeht,  so  muss  es  (nach  118)  in  d  aufgehen;  es  gehe  e-mel  darin 
auf,  so  ist  d  =  be,  also 

c  =  ad^=  a(be)  =  abe  (nach  70), 

also  geht  ab  in  e  auf  (nämlich  ^-mal). 
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♦122.  Erklärung.  Die  kleinste  Zahl,  in  welcher  etcei  oder  mehrere 
gegebene  Zahlen  aufgehen,  heisst  der  kleinste  Dividuns  dieser  Zahlen. 

*123.  Wenn  m  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  zweier  Zahlen 
a  =  am,  b  =  ßm  ist,  so  geht  aßm  in  jeder  Zahl  c  auf,  in  weither  a 
und  b  aufgehen,  und  ist  daher  der  kleinste  Dividuus  von  a  und  b. 

Beweis  1.  Nach  Hypothesis  ist  m  das  grösste  gemeinschaftliche 
Maass  von  a  =  am  und  b  =»  /3m;  dann  sind  (nach  115)  a  und  ß  zu 
einander  primär.  Nun  sei  c  eine  Zahl,  in  welcher  a  und  b  aufgehen. 
Da  nun  m  in  a  aufgeht^  und  a  in  6;,  so  muss  (nach  104)  auch  m  in  c 
aufgehen;  es  gehe  y-msX  darin  auf,  so  ist  (nach  100) 

Da  a  in  c,  das  heisst  am  in  ym  aufgeht,  so  muss  (nach  105b) 
auch  a  in  y  aufgehen,  und  aus  gleichem  Grunde  ß  in  y.  Also,  da  a 
und  ß  in  y  aufgehen  und  zu  einander  primär  sind,  so  muss  aß  in  y 
aufgehen  (nach  121),  also  auch  (nach  105)  aßm  in  ym,  das  heisst  in  c. 

2.  Da  also  aßm  in  c  aufgeht,  so  kann  aßm  nicht  grösser  als  c 
sein  (102),  c  ist  aber  eine  beliebige  Zahl,  in  welcher  a  und  6  auf- 
gehen, folglich  giebt  es  keine  Zahl  <  a/}m,  in  welcher  a  und  b  auf- 
gehen, das  heisst  aßm  ist  kleinster  Dividuus  von  a  und  b. 

'''124r.   Aufgabe.  Das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  dreier  Zahlen 
a,  b,  c  zu  finden. 
42  Auflösung.    Man  suche  (nach  114)  das  grösste  gemeinschafkliche 

Maass  zu  a  und  6,  es  sei  dies  /},  sodann  suche  man  das  grösste  gemein- 
schafkliche Maass  zu  ß  und  c,  es  sei  dies  y,  so  ist  y  grösstes  gemein- 
schaftliches Maass  zu  a,  b,  c. 

Beweis  1.  Da  y  in  /S  aufgeht,  und  /S  in  a,  so  geht  (nach  104) 
auch  y  in  a  auf  und  aus  gleichem  Grunde  auch  in  b,  also  da  y  auch 
in  c  aufgeht  (nach  Auflösung),  so  geht  es  in  a,  &,  c  auf. 

2.  Es  sei  m  eine  beliebige  Zahl,  die  in  a,  b,  c  aufgehe,  da  m  in 
a  und  b  aufgeht,  so  geht  es  (nach  114)  auch  in  dem  grössten  gemein- 
schaftlichen Maass  von  a  und  b,  das  heisst  in  ß  auf;  da  m  (nach  An- 
nahme), auch  in  c  aufgeht,  also  in  ß  und  c,  so  geht  es  (nach  114) 
auch  in  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Maass  von  ß  und  c,  das  heisst 
in  y  auf  Da  nun  m  in  y  aufgeht,  so  kann  es  (nach  102)  nicht 
grösser  als  y  sein,  folglich  giebt  es  keine  Zahl  grösser  als  y,  die  in 
a,  &,  c  aufgeht,  das  heisst,  y  ist  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass 
von  a,  b  und  c. 

*125.  Aufgabe.  Den  kleinsten  Dividuus  dreier  Zahlen  a,  6,  c 
zu  finden. 

Auflösung  und  Beweis  wie  in  124,  nur  dass  man  kleinsten  Divi- 
duus statt  grösstes  gemeinschaftliches  Maass  u.  s.  w.  setzt. 
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Anmerknng.  Anf  diese  Weise  kann  man  das  grösste  gemeinschaftliche 
Maass  (oder  den  kleinsten  Dividuus)  von  n  Zahlen  finden,  indem  man  zuerst  zu 
n  —  1  dieser  Zahlen  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  (den  kleinsten  Dividuus) 
sucht  und  dann  hierzu  und  zu  der  n-ten  Zahl  abermals  das  grösste  gemeinschaft- 
liche Maass  (den  kleinsten  Dividuus)  sucht. 

'''126.  Erklärung,  Eine  Zahl^  die  nicht  Primzahl  ist^  das  heisst, 
in  der  ausser  ihr  selbst  und  1  noch  mindestens  eine  andere  Zahl  auf- 
geht^ heisst  eine  zusammengesetzte  ZahL  Wenn  eine  zusammen- 
gesetzte Zahl  a  gleich  einem  Produkte  ist^  dessen  Faktoren  samtlich 
Primzahlen,  aber  nicht  ==  1  sind,  so  nennt  man  diese  Faktoren  die 
Primfaktoren  von  a  und  sagt  dann,  a  sei  in  seine  Primfaktoren  zerlegt. 

*127.  Jede  zusammengesetzte  Zahl  lässt  sich  in  Primfaktaren 
zerlegen. 

Beweis  1.  Da  a  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  so  muss  (nach 
106)  mindestens  eine  von  1  und  a  verschiedene  Zahl  c  in  ihr  auf- 
gehen; es  gehe  c  in  ihr  e^mal  auf,  so  ist  a  =  c .  d,  f  wo  d  ^  1  ist,  43 
da  sonst  a  =  c  .  1  =  c  sein  würde,  gegen  die  Annahme.  Also  lässt 
sich  jede  zusammengesetzte  Zahl  a  in  zwei  von  1  yerschiedene  Faktoren 
zerlegen,  und  zwar  müssen  diese  Faktoren  beide  kleiner  als  a  sein; 
denn  grosser  können  sie  nicht  sein  (nach  102),  aber  auch  nicht  gleich 
a,  denn  wäre  einer  von  ihnen  =  a,  so  wäre  der  andere  1,  gegen  die 
Annahme. 

2.  Ist  von  den  beiden  Faktoren  c  und  d,  in  die  a  zerlegt  ist,  noch 
einer  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  kann  man  diese  (nach  Beweis  1) 
wieder  in  zwei  von  1  verschiedene  Zahlen  zerlegen  u.  s.  w.  Da  bei 
jeder  Zerlegung  die  Faktoren  immer  kleiner  werden  als  die  zerlegte 
Zahl,  also  inmier  wenigstens  um  1  kleiner,  so  muss  die  Möglichkeit 
der  Zerlegung  eine  6ränze  haben,  also  zuletzt  ein  Produkt  von  lauter 
Primfaktoren  hervorgehen. 

*128.  Wenn  zwei  Produkte  A  und  B  von  Primfaktoren  gleichen 
Werth  haben,  so  können  sich  beide  Produkte  nur  durch  die  Ordnung 
ihrer  Faktoren  unterscheiden. 

Beweis  (iuduktorisch  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  Primfaktoren 
von  A).  1.  Angenommen  der  Satz  gelte,  wenn  A  ein  Produkt  von  n 
Primfaktoren  ist,  so  beweise  ich,  er  gelte  auch,  wenn  A  ein  Produkt 
von  w  +  1  Primfaktoren  ist.  Es  seien  0^,  «,,...  a^^j  die  Primfaktoren 
von  A  (ob  darunter  gleiche  vorkommen,  ist  gleichgültig);  da  nun  dies 
Produkt  (nach  Hypothesis)  gleichen  Werth  mit  dem  Produkte  B  haben 
soll,  so  muss  a^^i  in  diesem  Produkte  B  aufgehen  (nämlich  so  oft, 
als  der  Werth  des  Produktes  a^.  a^  . .  .  a^  beträgt),  also  muss  a^^^ 
(nach  120)   in   einem   der  Faktoren   von  B  aufgehen,    es  sei  x  dieser 
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Faktor  von  JS,  in  welchera  a^^j  aufgeht.  Da  nun  die  Faktoren  von 
B  (nach  Hypothesis)  Primfaktoren  sind,  so  ist  auch  x  eine  Primsw-hl, 
in  ihr  geht  (nach  106)  keine  andere  Zahl  auf  als  1  und  x,  da  nun 
a^^i  in  X  aufgehen  soll,  und  a^^j  als  Primfaktor  ^  1  ist  (nach  126), 
so  muss  a^^j  =  x  sein.  Man  bringe  durch  Vertauschung  der  Faktoren 
von  B  diesen  Faktor  auf  die  letzte  Stelle,  das  Produkt  der  übrigen 
sei  C,  so  ist  (nach  82)  Cx  oder  Ca^^j  mit  J?,  also  auch  mit  A  von 
gleichem  Werthe,  also 

also  (nach  96) 

«1Ö2     •  •  «n  =  <^- 
44  Folglich,  da  der  Satz  nach  der  Annahme  fdr  n  Faktorei  gilt,  so 

können  die  Faktoren  von  C  sich  von  den  Faktoren  «i,  a,,  .  . .  a„  nur 
durch  die  Ordnung  unterscheiden.  Das  Produkt  A  enthält  aber  ausser 
ihnen  nur  noch  den  Faktor  a;  =  a„^i,  also  enthält  B  dieselben  Fak- 
toren wie  -4;  das  heisst,  wenn  der  Satz  für  n  Faktoren  gilt,  so  gilt 
er  auch  für  w  +  1  Faktoren,  also  auch  für  jede  grössere  Anzahl 
derselben. 

2.  Nun  gilt  aber  der  Satz,  wenn  A  aus  zwei  Faktoren  besteht, 
die^e  seien  a^  und  a^,  so  muss  nach  Beweis  1  auch  der  Faktor  a^ 
einer  der  Primfaktoren  von  B  sein.     Es  sei  B  =  Ca^^  so  wird 

also  (nach  96) 

«1  =  c, 

also  besteht  das  Produkt  B  aus  den  Faktoren  04  und  a^^  das  heisst, 
der  Satz  gilt  für  zwei  Faktoren,  also  nach  Beweis  1  auch  für  jede 
grössere  Anzahl  von  Faktoren,  also  für  beliebig  viele. 

*129.  In  einer  Zahl  A  können  ausser  1  keine  andern  Zahlen  auf- 
gehen, als  die  Frimfaktoren  von  A  tmd  Produkte  derselben. 

Beweis,     Es  seien  a^,  a^,  -  -  •  ^n  ^^^  Primfaktoreu  von  A,  also 
A  =  a^a^.,.a„ 
und  B  sei  eine  beliebige  Zahl   ^  1,  die  in  ^  aufgeht,  und  zwar  gehe 
sie  C-mal  auf,  so  ist 

A  =  Ba 

Nun  zerlege  man  B  und  C  in  ihre  Primfaktoren,  so  bilden  diese 
zusammen  die  Primfaktoren  von  Ay  müssen  also  (nach  128)  den  Fak- 
toren o>i,  (^f  '  •  '  df,  gleich  sein,  folglich  ist  B  entweder  gleich  einem 
dieser  Faktoren,  oder  gleich  einem  Produkte  derselben. 

Anmerkung.  Hieran  schliessen  sich  die  Aufgaben:  Eine  gegebene  Zahl  in 
ihre  Frimfaktoren  zu  zerlegen,  ferner:  Die  silmtlichen  Zahlen  zu  suchen,  welche 
in  einer  gegebenen  Zahl  aufgehen. 
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§7. 
Division. 

130.  ErJdärung.     Man   versteht   unter  a:b,   gelesen:   a  dividirt 
durch   6,    oder   -^,   gelesen:   ein  Bruch,   dessen  Zähler  a  und  dessen 
Nenner  6  ist,  diejenige  (einer  Grundreihe  f  angehörige)  Grösse,  welche  45 
mit  b  zu  einem  Produkt  verknüpft  a  giebt,  vorausgesetzt,  dass  b  nicht 
null  sei,  das  heisst: 

a:b  ,b  =  a,    oder    —b  =  a. 

Mit  derselben  Grösse  fortschreitend  dividiren  und  muUiplidren  än- 
dert nichts. 

Man   nennt  a :  b  einen  Quotienten,   a  seinen  Dividend,   b  seinen 

Divisor.    Wenn  a  und  b  Zahlen  sind,  so  nennt  man  a :  h  oder  -r-  einen 

Zahlquotienten  oder  einen  Zahlbruch. 

Anmerkung  1.  Ein  Quotient,  dessen  Divisor  null  ist,  darf  bei  keiner  Rech- 
nung angewandt  werden.  Es  läset  sich  beweisen,  dass  für  solche  Quotienten 
keins  der  bisher  bewiesenen  Gesetze  Geltung  hat,  und  sich  überhaupt  kein  posi- 
tiver Satz  für  sie  aufstellen  lässt.  Jede  Anwendung  eines  solchen  Gesetzes  auf 
die  in  Rede  stehenden  Quotienten  ist  daher  fehlerhaft  und  kann  zu  den  wider- 
sinnigsten Sätzen  führen.  Dessen  ungeachtet  lässt  sich  dem  Quotienten,  dessen 
Nenner  null  ist,  eine  gewisse  Bedeutung  beilegen;  nämlich  wenn  der  Zähler  (a) 

von  Null  verschieden  ist,  so  sagt  man  -  sei  unendlich;  nämlich  0  ist  in  a  un- 
endlich oft  enthalten  und  dann  bleibt  noch  immer  a  übrig.  Ist  der  Zähler  auch 
Null,  so  sagt  man  —  sei  unbestimmt,  weil  nämlich  jede  Grösse  mit  Null  multi- 

plicirt  Null  giebt.  —  Wir  schliessen  im  Folgenden  überall  Null  als  Divisor  aus. 
Anmerkung  2.  Wenn  a  und  b  benannte  Grössen  sind,  die  derselben 
Grundreihe  angehören,  und  &  in  a  aufgeht,  so  drückt  der  Quotient  a  :  b  die  Zahl 
aus,  mit  welcher  b  multiplicirt  a  giebt,  das  heisst  die  Zahl,  welche  augiebt,  wie 
oft  6  in  a  enthalten  ist.  Man  nennt  diese  Art  des  Dividirens  messen.  Wenu 
aber  a  eine  benannte  Grösse  und  b  eine  Zahl  ist,  so  bezeichnet  a  :  b  eine  Grösse, 
welche  derselben  Grundreihe  angehört  wie  a,  und  die  b-msü  genommen  a  giebt. 
Man  nennt  diese  Art  des  Dividirens  theilen.  Wenn  a  und  b  beides  Zahlen  sind, 
so  kann  der  Quotient  beliebig  als  Messung  oder  als  Theilung  aufgefasst  werden. 
Im  Folgenden  ist  die  Division  als  Theilung  zu  Grunde  gelegt. 

131.  Bezeichnung,  Wenn  mit  mehreren  Grössen  fortschreitend 
dividirt  werden  soll  und  die  Division  durch  das  Zeichen  :  ausgedrückt 
ist,  so  lässt  man  die  Klammem  (welche  diese  Grössen  umschliessen) 
weg.  Femer  lässt  man  bei  der  Bruchbezeichnung  die  Klammer,  welche 
den  Zähler  uraschliesst,  und  die,  welche  den  Nenner  umschliesst,  weg. 

132.  Wenn  der  Divisor  ß  eine  ZaJil  ist,   so  lässt  sich  stets  eine 
Grundreihe  angehen ,  welcher  auch  der  Dividend  a  f  angehört,  und  in  46 
welcher  eine  Grösse  enthüllen  ist,  die  mit  ß  nmUi^üicirt  a  giebt, 
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Beweis  1.  Die  Orundreihe,  aus  welcher  ^er  Dividend  erzeugt  ist, 
habe  e  zur  Einheit,  und  sei  a  =  ea.  Wenn  es  nun  in  derselben 
Grundreihe  keine  Gb-osse  giebt^  die  mit  ß  multiplicirt  a  liefert,  so  bilde 
man  eine  neue  Orundreihe,  deren  Einheit  die  Beschaffenheit  hat,  dass 

(•)        e'ß^e 
sei,  so  ist 

€\ßa)  =  eßa  (nach  70). 

=  ea  (nach  ♦). 

«s  a  (nach  Annahme), 

das  heisst,  a  ist  Glied  der  aus  e'  erzeugten  Grundreihe.    Femer  ist  e'a 
ein  Glied  derselben  Grundreihe,  welches  mit  ß  multiplicirt  a  giebt;  denn 

eaß  =  e'ßa  (nach  73). 

=  6«  (nach  ♦). 

=  a  (nach  Annahme). 

138.  a.ß:ß  =  a. 

Mit  dersdben  ZcM  fortschreitend  multipliciren  und  dividiren  än- 
dert nichts. 

Beweis  (vergl.  Nr.  29).     Es  ist 

a,ß:ß.ß  =  a.ß  (nach  130). 

Da  nun  die  Grossen  a ,  ß :  ß  und  a  mit  einer  von  0  verschiedenen 
Zahl  ß  multiplicirt  gleiches  Produkt  liefern,  so  müssen  (nach  96)  jene 
Grössen  gleich  sein,  also 

a,ß:ß  =  a. 

184.  a  :  (ßy)  =  a:ß:y, 

oder  p-  =  — ^  =  —  :  y. 

Statt  mit  einem  Produkte  zweier  Zahlen  zu  dividiren,   kann  ntan 
mit  den  Faktoren  fortschreitend  dividiren, 
oder: 

Statt  mit  zwei  Zahlen  fortschreitend  zu  dividiren,  kann  man  mit 
ihrem  Produkte  dividiren. 

Beweis  (rückschreitend,  vergl.  Nr.  31). 


a:ß:y  =  a:ß:y.  (ßy) :  ißv) 

(nach  133) 

=  a.ß:y.  (yß) :  (ßy) 

(nach  72). 

=  a:ß:y.y.ß:{ßy) 

(nach  70). 

=  a:ß.ß:  (ßy) 

(nach  130). 

=  a:{ßy) 

(nach  130). 

§  7.    Division.    Nr.  182—138.  341 

135.  a:  ß:y  ^=a:y:  ß  47 

oder  -0  •?=  —  '  ß- 

Die  Ordnung,  in  welcher  man  fortschreitend  mit  zwei  ZcHüet^  divi- 
dirt,  ist  gleichffiätig  für  das  Resultat, 
Beweis  (vergl.  Nr.  33). 

a  :  /J  :  y  =  a  :  {ßy)  (nach  134b). 

=  a :  {yß)  (nach  72). 

=  a:y:ß  (nach  134). 

136.  a.ß:y  =  a:y.ß 

oder  '  ^  =  ^ß. 

Die  Ordnung,  in  welcher  man  fortschreitend  mit  einer  Zahl  mtüO- 
pUcirt  und  mit  einer  andern  dividirt,  ist  gleichgültig  für  das  BestUtat, 
oder: 

Eitlen  Bruch  muUiplicirt  man  mit  einer  2kihl,  indem  man  seinen 
Zähler  mit  dieser  Zahl  muUiplicirt  und  den  Nenner  unverändert  lässt. 
Beweis  (vergl.  Nr.  30). 

a.ß:y^a.ß:y:ß.ß  (nach  130). 

=  a.ß:ß:y.ß  (nach  135). 

=  a:y,ß  (nach  133). 

137.  ^  =  |. 

Man  kann  eitlen  Brudi  ohne  Veränderung  seines  Werfhes  erweitem 
und  hebeti,  das  heisst  Zähler  utid  Nenner  mit  derselben  Zaid  mulUpliciren 
und  dividireti. 

Beweis, 


^  =  «y  :  (ßy)  '^ay.ß-.y 

(nach  134). 

=^a.y:Y'.ß 

(nach  135). 

-'■■ß-j 

(nach  133). 

138.  Erklärting,  Ein  Zahlbruch,  dessen  Zähler  zum  Nenner 
primär  und  dessen  Nenner  positiv  ist,  heisst  ein  reducirter  Bruch. 
Man  nennt  ihn  positiv,  wenn  sein  Zähler  positiv  ist.  Mit  einem  redu- 
cirten  Bruche  multipliciren  heisst  fortschreitend  mit  seinem  Zähler 
multipliciren  und  mit  seinem  Nenner  dividiren,  das  heisst 

ß        aß 

y        y  ' 
wenn  ß  zu  y  primär  ist. 

Aufgabe,     Den  Satz  zu  beweisen:   Reducirte  Brüche  von  gleichem  48 
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Werthe   haben   gleiche   Zahler   und   gleiche   Nenner.     (No.  130,  100, 
118,  103.) 

ß  aß 

139,     a  —  ■=  --,  (auch  wenn  ß  nicht  zu  y  primär  ist). 

Statt  mit  einem  Bruche  zu  mtdHpliciren,  kann  man  fortschreitend 
mit  seinem  Zähler  multipliciren  und  mit  seinem  Nenner  dividiren, 
oder: 

Statt  fortschreitend  mit  einer  ZaJd  eu  multipliciren  und  mit  einer 
zweiten  Zahl  zu  dividiren,  kann  man  mit  einem  Bruche  multipliciren^ 
dessen  Zähler  die  erste,  und  dessen  Nenner  die  zweite  Zahl  ist 

Beweis.  Es  sei  m  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  ß  und  y^ 
und  sei  ß  =  (m,  y  »»  cm,  so  sind  (nach  115)  h  und  c  zu  einander 
primär,  und  es  ist 

a-^  ^=^  a  —  (nach  Annahme). 

=  a-  (nach  137  b). 


c 
ah 
c 

■■  "^{"^  (nach  137). 


(nach  138,  da  &  zu  c  primär). 


^^^>  (nach  70b). 

—  (nach  Annahme). 


y 

**"'  ß     s  —  ßä 

Brüche  multiplicirt  man  mit  einmider,  imlefn  man  Zähler  mit  Zähler 
und  Nenner  mit  Nenner  multiplicirt, 
oder: 

Ein  Bruch,  dessen  Zähler  und  Nemwr  Produkte  von  je  zum  Fak- 
toren sind,  ist  gleidi  dem  Produkte  zweier  Brüdie,  die  man  erhält,  indem 
man  die  Faktoren  des  Zählers  zu  Zäiileni  und  die  des  Nenners  zu 
Nennern  derselben  macht. 

Beweis,  ~ß  \  "^  "ß  '  '^  '^  (nach  139). 

=  ^:d  (nach  136  b). 

=  JJ  (nach  134  b). 

49  141.  a:^=a.-J- 

Statt  ynit  einem  Brudie  zu  dividiren,  kann  man  mit  detn  umgekehrten 
Bruche  multiplieiren. 


§  7.    Division.    Nr.  138—141.  343 


Beweis. 


i-  =  aa.ß:ß 

(nach  133). 

=  a:^ß:y.y:ß 

(nach  130). 

Y       y      f     1 

(nach  139  b), 

=  a.r:ß 

(nach  130). 

.  — f 

(nach  139  b). 

142,  Für  jede  gegebene  Reihe  von  Brüchen,  deren  Ziäder  derselben 
Grundreilie  (R)  angehören^'  kann  man  eine  neue  Grundreihe  angeben^ 
zu  welcher  alle  jene  Briicti^y  soune  deren  Zöider  geiwren;  und  zwar  er- 
halt man  die  Einheit  dieser  neuen  Grundreilie,  indem  man  die  Einheit 
der  ursprünglichen  Grundreihe  R  durch  dus  Produkt  sämÜidier  Nenner 
dividirt,  das  heisst,  wenn 

±     L 

diese  Brüche  sind,  und  e  die  Einheit  der  Zähler  a,b,.,,ySO  gehören  die 
Brüche  selbst,  sowie  ihre  Zähler  einer  und  derselben  Grundreihe  an, 
deren  Einheit  e  =  — ^ —  ist. 


Beweis  (für  zwei  Brüche).    Da  e  =  ^^  , 

so  ist 

*        e  =  eaß. 

Es  sei  a  =  ey,  6  =  ed,  so  ist 

a   ey ea^y 

a          a              OL 

(nach  *). 

_  eaißy) 
a 

(nach  70b). 

_  c  (/Jy)a 

(nach  72). 

=  e'ißr) 

(nach  133), 

also  gehört        der  Grundreihe  au,  deren  Einheit  e' 

ist. 

Ebenso  ist 

b        eä       e'aßS 

ß-  ß-     ß 

(nach  *). 

e'aiß 

~      ß 

(nach  73). 

=  e'ad 
=  e'(«*) 

also  gehört  auch   ^   derselben  Grundreihe  an. 

a  und  b,  da 

(nach  133). 

(nach  70b), 

Femer  auch  die  Zähler 

60 
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a  s  e^  SS  ^afiy  (nach  ♦). 

=  e\aßY)  (nach  70b). 

und  J  «=  c*  «=:  ^aßd  (nach  ♦). 

=  e{aßd)  (nach  70b)  iat. 

Anmerkangl.  Es  gelten  also  für  Addition  und  Subtraktion  der  Brüche 
dieselben  (Icsetxc  wie  fELr  Addition  und  Subtraktion  der  aus  einer  Ghnndreihe 
erzeugten  Grössen.    (§  2,  3.) 

148.  «  4.A„«  +  ^ 


144. 


a         b         a  — 6 


r        r  7 

Brüche  van  gleichem  Nenner  addirt  oder  svhtrdhiri  man^  indem 
man  die  Zähler  entsprechend  addirt  oder  subtrahirt  (und  den  Nenner 
unverändert  lässt), 
oder: 

Eine  Summe  oder  Differenz  dividirt  man  mit  einer  Zahl,  indem 
man  die  Glieder  einzeln  dividirt  und  die  Quotienten  entsprechend  addirt 
oder  subtrahirt. 

Beweis.  7  +  y(f  +  7)y-^  (nach  133), 

=  (fy+7y):y  (nach  68). 

=  (a  +  6) :  y  =  ^+^  (nach  130). 


Und  ebenso 


y        y 


-{y-j)'y''y  (nach  133). 

=  (^y—jy)'y  (nach  69). 

=  (a  —  6)  :  Y==^^^  (nach  130). 


61  145.  IL^^^^l  +  h.^ 

a     '     p  ap       ' 


146. 


a  b  aß  —  bcc 

Zwei  Brüche  (von  ungleichem  Nenner)  addirt  oder  subtrahirt  man, 
indem  man  jeden  Zäider  mit  dem  Nenner  des  andern  Bruches  multiplicirt, 
die  Produkte  entsprec/iend  addirt  oder  subtrahirt  und  das  Besultat  mit 
dem  Produkte  der  Nenner  dividirt, 

-  5ii^  (mch  143.  144). 


§  7.   Division.   Nr.  142—162.  345 

Anmerkung.   Man  kann,  wenn  a  und  ß  durch  m  theilbar  sind,  die  Brüche 

auch  auf  den  Nenner  y  =  —  bringen.    (Siehe  128.) 
fii 

147.  Ein  Bruch,  dessen  Zähler  gleich  seinem  Nenner  ist,  ist  gleich  1, 
Beweis.  —  =  — ^  (nach  71). 

=  1  (nach  133). 

148.  Y  =  a.     Mit  1  dividiren  ändert  nichts. 

Beweis,  a  :  1  =  a :  1  . 1  (nach  52). 

=  a  (nach  130). 

149.  —  =  0.  Ein  Bruch,  dessen  Zähler  nuH  ist,  ist  selbst  gleich  NuU. 
Beweis.  —  =  ^!^Z^  (nach  36). 

=  -J  —  -J  (nach  144b). 

=  1  —  1  (nach  147). 

=  0  (nach  36). 

150.  Hypoihesis  y  =  0,   Thesis  a  =  0.    Wenn  ein  Bruch  null 

ist,  so  muss  sein  Zähler  null  sein. 
Beweis.    Nach  Hypothesis  ist 

0  =  j,    also     0./J  =  y/8  =  a  (nach  130), 

das  heisst  0  =  er. 

151.  In  einem  Bruche  kann  man  die  Vorzeidien  im  Zähler  und  52 
Nenner  umkehren,  ohne  den  Werth  des  Bruches  zu  ändern,  das  Jieisst 

P       P' 

yc  =  yy-  (siehe  Nr.  84). 

Beweis.  Denn  die  Vorzeichen  im  Zähler  und  Nenner  umkehren, 
heisst  (nach  84)  Zähler  und  Nenner  mit  —  1  multipliciren,  wodurch 
(nach  137)  der  Werth  des  Bruches  nicht  geändert  wird. 

Anmerkung.  Man  kann  daher  stets  dem  Bruche  eine  solche  Form  geben, 
dass  der  Nonner  positiv  ist. 

Das  Minus-Zeichen  des  Zählers  oder  Nenners  kann  man  vor  den 
Bruch  setzen, 
oder: 

das  Minus- Zeichen  vor  einem  Bruche  kann  man  vor  deti  Zähler  oder 
vor  den  Nenner  des  Bruches  setzen. 
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Beweis. 

cc          — a 

(nach  151). 

0  — « 

(nach  37). 

0          ce 
""  ß          ß 

(nach  144  b). 

-o-f 

(nach  149). 

CK 

J 

(nach  37). 

158.  Gleichbejseidinete  Zahlen  gehen  hei  der  Division  einen  positiven 
Quotienten,  ungleiclibezeichnete  einen  negativen. 

Beweis  1.  Es  seien  a  und  ß  positive  Zahlen,  ihr  grösstes  geraein- 
schafkliches  Maass  sei  m  und  sei  a  =>  am,  ß  =  hm,  wo  a  und  h  positiv 
sind,  so  ist 

T  =  ^  =  l  (»«»«hm). 

Also  da  a  zu  &  primär  ist  (nach  115),  und  h  positiv  ist,  so  ist  -v-  ein 
reducirter  Bruch  (nach  138)  und  da  a  positiv  ist,  so  ist  der  redu- 
cirte  Bruch  -r-  (nach  138)  positiv,  also  auch  -^  positiv. 

63  2.    Es  seien  —  a  und  —  ß  zwei  negative  Zahlen,  also  a  und  ß 

ihre  positiven  Werthe,  so  ist 

^  =  j  (nach  151), 

aber  y  positiv  (nach  Beweis  1),  also  auch  — ^  positiv. 

3.    ^^  =  — -^  =  —  y  (nach  152);  aber  -j  nach  Beweis  1  positiv, 

also  —  -j  negativ. 

154.  Alle  Verknüpfungsgesetze  der  Multiplikatiofi  ufui  Division 
(in  §  4j  5y  7)  gdten  auch  für  Brüche ^  das  lieisst  alle  Formeln  dieser 
Verknüpfungen  gdten  noch,  wenn  man  statt  der  allgemeinen  Zafdzeielmi 
(die  durch  griechiscJie  Buchstaben  ausgedrückt  waren)  Brüclie  setzt. 

Beweis.    Es  sei 

(*)  &--^,      C  =  ^,80i8t 

1.    [Nr.  68.]  (a  +  6)  c  =  (a  +  6)  -^  (nach  *). 

=  (£±^    '  (nach  139). 

_«y  +  6j:  (nach  68). 


1i 
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{a  +  b)c- 

_ay  +  6r|  —  «y    1     *y 

(nach  143b). 

=  0^  +  6-?^ 

(nach  139  b). 

==o  .c  +  ft  .c 

(nach  *). 

2. 

[Nr.  72.] 

(nach  *). 

_  ßy 
~fty. 

(nach  140). 

_  y<» 
~y.ft 

(nach  72). 

y.  ft 

(nach  140b). 

=  c6. 

3. 

[Nr.  66.] 

o(fe  +  c)  =  (6  +  c)o 

(Beweis  2). 

=  6a  +  CO 

(Beweis  1).     64 

=  aft  +  «c 

(Beweis  2). 

4. 

[Nr.  58.] 

„.(_S)_„.(_i) 

(«ach  *). 

-«•(^ 

(nach  152b). 

(nach  139). 

(nach  75). 

_    "ß 

(nach  152). 

—  „.A 

(nach  139  b). 

=  —  a.b 

(nach  *). 

5. 

[Nr.  70.] 

a(J>c)  =  a{l;.) 

(nach  *). 

=  «/' 
ftyi 

(nach  140). 

fty.' 

(nach  139). 

ft     yi 

(nach  140b). 

Ai    yi 

(nach  139b). 

==o.&.c 

(nach  *). 

6. 

[Nr.  71.] 

1  .  O  =  rt  .  1 

(nachBew.2). 

=  a 

(nach  52). 
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Alle  übrigen  Formeln  in  §  4  gehen  aus  diesen  Formeln  durch 
Verbindung  derselben  hervor;  da  also  diese  Formeln,  wie  so  eben  be- 
wiesen,  fQr  Brüche  gelten,  so  gelten  auch  die  aus  ihnen  hervorgehenden 
Formeln  für  Brüche,  also  alle  Formeln  in  §  4. 

7.  Ebenso  lassen  sich  die  allgemeinen  Satze  in  §  5  erweitem,  und 
zwar  zuerst  Satz  88  und  93.     Sind  nämlich  a  und  b  positive  Brüche, 

und   zwar  in  reducirter  Form,   a«=    -,   6  =  ^>   so  sind  (nach  138) 
^)  ßif  ^}  ß  positiv;  dann  ist 
66  [Nr.  88.]         a  +  6  =  ^  +  |-  =  ^^^^-  (nach  145). 

Hier  sind  a/}|,  cc^ß,  cc^ß^  positiv  (nach  93),  also  auch  ccß^  -{-  (x^ß 

aß     -4-  aß 

positiv    (nach  88),    also    Zähler    und    Nenner    des    Bruches     '^^  ^ 

positiv,  folglich  dieser  Bruch  selbst  positiv  (nach  153),  also  auch  das 
ihm  gleiche  a  +  6. 

Femer  ist  unter  derselben  Annahme 

[Nr.  93.]  a  .  6  =  -  .  I-  =  ""J  (nach  140). 

Aber  nach  93  sind  aß  und  a^ß^  positiv,  also  nach  153  auch  der  Bruch 
-^^,  also  auch  das  ihm  gleiche  ab. 

S.  Alle  übrigen  Sätze  in  §  5  gehen  aus  den  schon  für  Brüche 
erwiesenen  Sätzen  durch  wiederholte  Anwendung  hervor,  gelten  also 
auch  für  Brüche. 

9.  In  §  7  gelten  die  Sätze  130—137  auch  für  Brüche,  da  die 
Definition  (130)  allgemein  ist  und  sich  die  Beweise  nur  auf  die  für 
Brüche  schon  erwiesenen  Sätze  §  1 — 5  stützen;  der  erste  Satz,  welcher 
für  Brüche  eines  neuen  Beweises  bedarf,  ist  der  Satz  139,  da  sein  Be- 
weis sich  auf  die  Zahlentheorie  (§  6)  stützt  und  diese  nicht  für  Brüche 
gilt.     Nun  ist 

a  —  =  a  —  '  c:c  (nach  133). 

=  a  .  (|- .  c)  :  c  (nach  70b). 

=:.a.b:c=^  (nach  130). 

10.  Ausserdem  wird  nur  noch  in  Nr.  153  Beweis  1  auf  §  6 
zurückgegangen.     Wenn  aber  wiederum  a  und  b  positive  Brüche  sind 

a         ß 

und  zwar  — ,  ^   ihre   reducirten   Formen,   so    sind  (nach  138)   a,  /J, 
^if  ßi  positiv,  also 

a:6  =  ^:|-  =  -.-£^  (nach  141). 
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»  ß 

Aber  —  und  y  sind  (nach  153)  positive  Brüche,  also  f  auch  ihr  6c, 

Produkt  positiv  (nach  Beweis  7),  also  auch  das  diesem  Produkte 
gleiche  a :  6. 

Es  gelten  also  auch  alle  Satze  in  §  7  für  Brüche,  also  alle  Satze 
in  §  4,  5,  7. 

155.  Der  Quotient  zweier  gleichbenannten  Grössen  ist  gleich 
dem  Quotienten  ihrer  Zahlwerthe,  das  heisst 

ea  er 

^  —  J' 

Beweis,    Nach  130  ist  -^  diejenige,  einer  Grundreihe  angehörige 

Grösse,  welche  mit  eß  zu  einem  Produkte  verknüpft  ea  giebt;  das 
heisst,  wenn 

ist,  so  ist 

ea  =  eßx  =  e{ßx)  (nach  70  b). 

Also  da  die  Einheit  (nach  7,  10)  immer  von  Null  verschieden  ist, 

a  =  ßx  (nach  96). 

=  xß  (nach  72). 

Also  -^  =  ^  =  a:  (nach  133). 

ea 


—^  (nach  *). 


Anmerkung  1.  Der  Quotient  zweier  benannter  Grössen  hat  nur  dann 
einen  Sinn,  wenn  Dividend  und  Divisor  aus  derselben  Grundreihe  ableitbar  sind. 
Denn  das  Produkt,  dessen  einer  Faktor  eine  benannte  Grösse  ist,  gehört  (nach  60) 
derselben  Grundreihe  an,  wie  diese. 

Anmerkung  2.  Da  hiemach  die  Division  benannter  Grössen  (die  Messungs- 
aufgabe) stets  auf  die  Division  der  Zahlgrössen  zurückgeführt  werden  kann,  so 
ist  es  nicht  nöthig,  die  Gesetze  jener  Division  aufzustellen. 
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Vorrede. 


Die  Yorliegeude  Trigonometrie  bildet  den  zweiten  Theil  des  Lehr- 
buches der  Mathematik^  dessen  erster  Theil  unter  dem  besonderen 
Titel  „Lehrbuch  der  Arithmetik  u.  s.  w.  Berlin  1861"  erschienen  ist. 
Mit  diesen  beiden  Theilen  ist  die  ganze  berechnende  Seite  der  Mathe- 
matik^ sofern  sie  Gegenstand  des  Schidunterrichtes  ist,  abgeschlossen. 
Wann  der  dritte  Theil,  welcher  nach  des  Verfassers  Plane  die  Geo- 
metrie (Planimetrie  und  Stereometrie)  umfassen  sollte,  erscheinen  wird, 
hängt  von  der  Aufnahme  ab,  welche  diese  beiden  ersten  Theile  er- 
fahren. Um  einen  möglichst  einfachen  Anfang  zu  gewinnen,  ist  hier 
zuerst  (§  1)  vorausgesetzt,  dass  die  Winkel  spitze  seien,  und  zwar  ist 
zuerst  (bis  Nr.  13)  nur  der  cosinus  eines  solchen  Winkels  betrachtet. 
Dass  man  zuerst  nur  eine  der  trigonometrischen  Punktionen  zu  Gründe 
lege,  ist  methodisch  geboten,  dass  dazu  hier  und  in  §  2,  Nr.  30 — 47 
der  cosinus  gewählt  ist,  hat  seinen  Grund  hauptsächlich  darin,  dass 
der  cosinus  ein  Verhältnis  darstellt,  in  welchem  nur  Stücke  der  beiden 
Schenkel  des  Winkels  vorkommen,  und  daher  hier  die  Zeichenbestim- 
mung auf  das  einfachste  erfolgt.  In  §  2  werden  beliebige  Winkel 
betrachtet;  und  um  möglichste  Allgemeinheit  und  Einfachheit  zu  ver- 
binden, wird  das  Gesetz  für  den  cosinus  der  Summe,  ohne  dass  es 
nöthig  wird,  einzelne  Fälle  zu  unterscheiden,  sogleich  in  seiner  ganzen 
Allgemeinheit  erwiesen,  und  daraus  alle  übrigen  Gesetze  durch  Rech- 
nung  abgeleitet.     An    die  Auflösung   des  Dreiecks   aus    dreien   seiner 
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sechs  Stücke  schliessen  sich  Nr.  94 — 109  zahlreiche  Dreiecksaufgaben, 
welche  sowohl  zur  Einübung  des  bisher  Erlernten,  als  auch  zur  Ver- 
mittelung  mit  den  Dreiecksaufgaben  der  Geometrie  dienen,  und  bei 
der  ersten  Durchnahme  entweder  ganz  übergangen  oder  mit  Auswahl 
benutzt  werden  können.  Bei  der  Auflösung  der  Vielecke  (§  4)  ist  die 
des  Viereckes  bis  ins  Einzelne  durchgeführt;  die  beliebiger  Vielecke 
zwar  vollständig,  aber  doch  nur  mehr  andeutungsweise  behandelt 
(Seite  69).  In  §  5  folgen  die  wichtigsten  Vermessungsaufgaben;  und  in 
§  6—8  Beziehungen  der  Trigonometrie  zu  andern  mathematischen  Ge- 
bieten, welche  bei  dem  ersten  Unterrichte  in  der  Trigonometrie  den  ' 
Schülern  noch  unbekannt  zu  sein  pflegen,  namentlich  zu  den  unend- 
lichen Reihen,  zu  den  höheren  Gleichungen  und  f  zur  Stereometrie.  VI 
Es  werden  diese  Abschnitte,  auch  wenn  sie  auf  einer  Anstalt  gar 
nicht,  oder  nur  unter  besonders  günstigen  Verhältnissen  vorgetragen 
werden  können,  doch  den  fähigeren  Schülern  Gelegenheit  geben,  sich 
durch  Privatfleiss  weiter  zu  fordern.  Die  sphärische  Trigonometrie 
(§  8)  ist  übrigens  in  der  Weise  behandelt,  dass  sie  gar  keine  Kennt- 
nisse aus  der  Stereometrie  voraussetzt.  Die  ganze  Behandlung  des 
StoflFes  ist  von  der  in  dem  Lehrbuche  der  Arithmetik  gewählten  da- 
durch verschieden,  dass  in  den  Anmerkungen  überall  die  leitende  Idee 
und  der  Gang  der  weiteren  Entwickelung  hervorgehoben  ist,  und  da^ 
durch  für  die  heuristische  Methode  des  Lehrers,  so  wie  für  das  tiefere 
Eindringen  des  Schülers  wesentliche  Erleichterungen  geboten  sind. 

Stettin,  den  2.  Oktober  1864. 

Der  Verfasser. 
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§8. 
(100)  Körperliche  oder  sphftriBohe  Trigonometrie. 

144.  Grandsatz  der  Stereometrie.  Durch  zwei  sich  schnei- 
dende gerade  Linien  kann  man  stets  eine  Ebene  legen  (so  dass  die 
beiden  sich  schneidenden  geraden  Linien  ganz  in  der  Ebene  liegen). 

145.  Erklärung.  Wenn  von  einem  Punkte  drei  nicht  in  einer 
Ebene  liegende  Strahlen  ausgehen^  so  nennt  man  den  Verein  dieser 
drei  Strahlen  eine  dreikantige  Ecke  oder  ein  Dreikant;  den  Punkt^ 

101  von  welchem  die  Strahlen  f  ausgehen,  den  Scheitelpunkt,  die 
Strahlen  selbst  die  Kanten,  die  zwischen  je  zwei  Strahlen  liegenden 
Ebenen  die  Seitenflächen,  und  die  zwischen  ihnen  liegenden  Winkel 
die  Seiten  der  Ecke.  Sind  zum  Beispiel  SA,  SB,  /SC7  die  drei 
Strahlen,  so  ist  S  der  Scheitelpunkt,  und  die  Winkel  BSC,  CSA,  ASB 
sind  die  Seiten  der  Ecke,  und  die  Ebenen  BSC  u.  s.  w.  die  Seiten- 
flächen der  Ecke. 

146.  ErMänmg.  Errichtet  man  auf  einer  Kante  {SA)  einer 
Ecke   in   einem  beliebigen  Punkte  (A)  Lothe,   welche  in  den  beiden 

Seitenflächen  (SAB  und  SAC)  liegen, 
so  heisst  der  Winkel,  welchen  diese  Lothe 
einschliessen,  ein  Winkel  (Innenwinkel) 
der  Ecke,  und  zwar  der  zu  jener  Kante  (SA) 
gehörige.  Die  Nebenwinkel  dieser  Innen- 
winkel heissen  Aussenwinkel  der  Ecke. 
Wenn  also  von  jenen  Lothen  das  eine 
AB  die  Kante  SB  in  B,  das  andere  die 
Kante  SC  in  C  triflft,  so  ist  BAC  der  an  der  Kante  SA  liegende 
Winkel  der  Ecke  SABC 

Anmerkung.  Schlägt  man  mit  demselben  Radius  zum  Beispiel  SA  in  den 
drei  Seitenflächen  der  Ecke  Kreisbogen,  deren  Centriwinkel  die  Seiten  ASB, 
BSC^  CSA  sind,  nämlich  die  Kreisbogen  AD,  DE,  EA,  so  entsteht  ein  aus 
Kreisbogen  bestehendes  Dreieck,  welches  man,  da  es  sich  auf  die  Oberfläche  einer 
Kugel  legen  läfit,  ein  sphärisches  Dreieck  nennt.  Die  Seiten  dieses  sphärischen 
Dreiecks  sind  Kreisbogen,  welche  die  Seiten  der  Ecke  messen,  und  die  Winkel 
desselben  sind  diejenigen  Winkel,  welche  die  an  den  Kreisbogen  gezogenen 
Tangenten  in  jedem  Eckpunkte  bilden,  da  aber  die  Tangenten  auf  dem  Radius 
im  Berührungspunkte  senkrecht  stehen,  so  ist  der  Winkel,  den  sie  bilden,  der- 
selbe, der  vorher  der  Winkel  der  dreikantigen  Ecke  genannt  wurde.  Seiten  und 
Winkel  dieses  sphärischen  Dreiecks  stimmen  also  mit  denen  der  dreikantigen 
Ecke  Hberein;  und  jenes  Dreieck  auflösen  heisst  ebenso  viel  als  diese  Ecke  auf- 
lösen. Diese  Auflösung  ist  der  Hauptgegenstand  der  körperlichen  oder  sphäri- 
schen Trigonometrie. 

Es  sollen  im  Folgenden  die  Seiten  der  Ecke  SABC  stets  mit  den  Buch- 
staben a,  by  c  bezeichnet  werden,  indem  L  BSC^=^a,  CSA==  6,  ASB  =^c  gesetzt 
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wird,  die  Aussenwinkel  der  Ecke  sollen  mit  a,  ß^  y,  nämlich  der  an  der  f  Kante  102 
SÄ  mit  a  u.  8.  w.,  und  es  soll  Torausgesetzt  werden,  dass  diese  sämtlichen 
Grössen  nie  negativ  and  nie  grösser  als  180^  werden.  Die  Aussenwinkel  in  Be- 
tracht zu  ziehen  ist  darum  angemessener,  weil  dabei  die  Formeln  viel  symme- 
trischer werden,  als  wenn  man  die  Innenwinkel  einführt.  Wo  es  erforderlich  ist, 
sollen  die  Innenwinkel  mit  a\  ^,  y'  bezeichnet  werden.  Zuerst  soll  eine  Glei- 
chung zwischen  einem  Winkel  a  und  den  drei  Seiten  a,  b^  c  gesucht  werden. 
Dazu  reicht  die  obige  Figur  aus.  Drückt  man  in  ihr  die  Seite  BC  vermittelst 
des  erweiterten  Pythagoras  durch  die  beiden  Dreiecke,  in  denen  BC  liegt,  aus, 
so  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  die  verlangte  Gleichung. 

147.    Es  ist 

cos  a  =  cos  6  cos  c  —  sin  6  sin  c  cos  a, 

cos  6  =  cos  a  cos  c  —  sin  a  sin  c  cos  ß, 

cos  c  =  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  6  cos  y, 
das  heisst,  man  findet  den  cos.  einer  Seite  des  DreikanteSf  indem  man  in 
der  Formel  für  den  cos.  der  Sumtne  der  beiden  andern  Seiten  das  zweite 
Glied  mit  dem  cos.  des  an  diesen  beiden  liegenden  Äussenwinkds  mtiltiplicirt 
Beweis,  Wenn  die  Figur  dieselbe  ist,  wie  in  146,  so  hat  man 
vermöge  des  erweiterten  Pythagoras: 

BC^  =  SjB«  +  SC^  —  2SB  .  SC  cos  a, 
BC^  =  AB'  +  AC^  —  2AB.  ÄCcosa, 
das  heisst:  =  AB'  +  AC  -f  2 AB.  ACeos  a, 

Snbtrahirt  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  und  bedenkt,  dass 
SB  Hypotenuse  und  AB  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sind, 
dessen  andere  Kathete  SA  ist,  das  heisst,  dass  SB^  —  AB^  =  SA'y 
imd  aus  gleichem  Grunde  SC  —  AC  =  SA'  ist,  so  erhält  man 

0  =  2SA'  —  2 SB .  SC  cos  a  —  2 AB  .  AC  cos  a,       • 
also 

Sä*  — AB.  äC  cos  a 
^^«^  = sbTsc 

Dividirt  man  einzeln,  so  ergiebt  sich,  da 

SA:SB=:^  cos  c,     SA:SC  =  cos  6, 

AB :  SB  =  sin  c,     AC:SC=  sin  6 
ist, 

cos  a  =  cos  6  cos  c  —  sin  b  sin  c  cos  a. 

Durch  Umänderung  der  Benennung  gehen  hieraus  die  beiden  andern 
Formeln  hervor. 

Anmerkung.     Da   in   den    obigen    drei   Gleichungen   sechs  Grössen   Tor- 103 
kommen,  so  können  wir  drei  beliebige  derselben  als  unbekannte  setzen,  und  diese 
drei  UDbekannten  vermittelst   der   drei  Gleichungen  durch  die  drei  als  bekannt 
gesetzten  Stücke  finden,  und  so  die  sämtlichen  Fälle,  welche  bei  der  Auflösung 
des  Dreikantes  vorkommen  können,  durchführen.    Es  soll  zunächst  die  Gleichung 
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zwischen  zwei  Seiten  und  ihren  G^genwinkehi  gesucht  werden,  zum  Beispiel 
zwischen  a,  &,  a,  ß.  Dazu  hat  man  nur  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  in 
147  die  Seite  c  zu  eliminiren.  Dies  geschieht  am  besten,  indem  man  in  beiden 
Gleichungen  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  nach  links  herüberschaffb,  und  die 
Summe  der  so  erhaltenen  Gleichimgen  mit  ihrer  Differenz  multiplicirt,  wobei  c 
sich  weghebt. 

148.  sin  a  :  sin  &  :  sin  c  =  sin  a  :  sin  /3  :  sin  y, 

das  heissty  die  sin.  der  Seiten  eines  Dreikantes  verhalten  sich  tvie  die  sin. 
ihrer  Gegenwinkel  (wobei  es  gleichgüUig  ist,  ob  man  die  Atissen-  oder 
Innen-Wifikd  wählt). 

Beweis.    Aus  147  erhalt  man 

cos  a  —  cos  b  cos  c  =  —  sin  6  sin  c  cos  a. 
cos  6  —  cos  a  cos  c  =  —  sin  a  sin  c  cos  ß. 
Diese  beiden  addirt  geben 

(cos  a  +  cos  b)  (1  —  cos  c)  =  —  sin  c  (sin  b  cos  a  -\-  ain  a  cos  ß), 
und  subtrahirt 

(cos  a  —  cos  6)  (1  +  cos  c)  =  —  sin  c  (sin  b  coaa  —  sin  a  cos  ß), 

und  diese  mit  einander  multiplicirt,  da  das  Produkt  aus  Summe  und 
Differenz  zweier  Grössen  die  Differenz  der  Quadrate  dieser  Grössen 
liefert, 

(cos^a  —  cos^6)  (1  —  cos^c)  =  sin*  c  (sin*  6  cos*a  —  sin^a  cos*/3). 

Da  nun  1  —  cos*  c  =  sin*  c  ist,  so  heben  sich  diese  beiden  Faktoren 
weg,  und  man  erhält 

cos*  a  —  cos*  6  =  sin*  b  cos*  a  —  sin*  a  cos*  ß. 

Führt  man  hier  nach  der  Formel  cos*a;  =1  —  sin*a;  überall  die  sin. 
ein,  so  erhält  man 

sin*  6  —  sin*a  =  sin*  6  —  sin*  6  sin*a  —  sin*a  -f-  sin*a  sin*/3, 
also 

0  =  —  sin*  b  sin*  a  -f-  sin*  a  sin*  /J, 
oder 

sin*  b  sin*  a  =  sin*  a  sin*  /3, 
das  heisst 

sin  6  sin  a  =  4^  sin  a  sin  ß. 

104  Da  nun  aber  die  Winkel  und  Seiten  überall  alß  positiv  und  f  <  180® 
anzunehmen  sind,  so  sind  die  sin.  alle  positiv,  also  ist  das  -|~~  Zeichen 
zu  wählen,  und  man  erhält 

sin  6  .  sin  a  =  sin  a  sin  ß, 
das  heisst  sin  a  :  sin  2»  =  sin  a  :  sin  ß, 
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and  hieraus  folgt  durch  Umänderung  der  Benennung  auch  die  Formel 
ain  6  :  sin  c  =  sin  /J  :  sin  y. 

Anmerkung.  In  der  Stereometrie  kann  man  diese  Formel  auf  eine  sehr 
leichte  und  anschauliche  Weise  aus  der  Figur  ahleiten,  wozu  jedoch  mehrere 
stereometrische  Sätze  erforderlich  sind. 

149.  Aufgabe,  Eine  Qleichung  zwischen  a^  ß,  y  und  c  aufzustellen. 
Außömng,  Es  kommt  also  darauf  an,  aus  den  Gleichungen  147 
die  Grössen  a  und  b  wegzuschaffen.  Da  (nach  148)  sin  a  ^  sin  a  sin  c :  sin  y 
ist,  und  sin  {»  =  sin  /3  sin  0  :  sin  y,  so  kann  man  sin  a  und  sin  b  stets 
unmittelbar  durch  die  Grössen  ausdrücken,  welche  in  der  verlangten 
Gleichung  allein  vorkommen  sollen. 

Schwieriger  ist  dies  fQr  cos  a  und  cos  b.  Es  ist  daher  zweck- 
mässig, in  den  Gleichungen  147  die  Glieder,  welche  die  cos.  der  Seiten 
enthalten,  auf  eine  Seite  allein  zu  schaffen.  Dann  erhalten  jene  Glei- 
chungen die  Form: 

sin  6  sin  c  cos  a  ==  cos  6  cos  c  —  cos  a, 

sin  a  sin  c  cos  ß  =  cos  a  cos  c  —  cos  6, 

sin  a  sin  2)  cos  y  =  cos  a  cos  b  —  cos  c. 

Moltiplicirt  man  die  beiden  ersten  mit  einander,  so  erhält  man 

sin  a  sin  6  sin^  c  cos  acoa  ß  =  (cos  6  cos  c  —  cos  a)  (cos  a  cos  c  —  cos  b) 

=  cos  a  cos  b  cos^  c  +  cos  a  cos  b  —  cos  c  (cos^  a  -f-  cos^  fc), 

oder  indem  man  statt  des  zweiten  Gliedes  cos  a  cos  b  aus  der  dritten 
Gleichung  seinen  Werth  sin  a  sin  b  cos  y  -f-  cos  c  setzt  und  den  Paktor 
cosc  heraushebt, 

=  sin  asinb  cos  y  -f-  cos  c  (cos  a  cos  b  cos  c  +  1  —  cos*  a  —  cos*  b). 

Nun  ist  1  —  cos*  a  —  cos*  b  +  cos*  a  cos*  6  =  (1  —  cos*  a)  (1  —  cos*  b) 
oder    sin*  a  sin*  6,    somit   kann   man    statt    1  —  cos*  a  —  cos*  6   setzen 
sin*  a  sin*  b  —  cos*  a  cos*  6,  und  es  wird  der  vorige  Ausdruck 
=  sin  a  sin  6  cos  y  -f- 

+  cos  c  (cos  a  cos  6  cos  c  —  cos*  a  cos*  b  +  sin*  öt  sin*  6) 
=  sin  a  sin  b  cos  y  + 

-f-  cos  c  [sin*  a  sin*  b  —  cos  a  cos  b  (cos  a  cos  6  —  cos  c)], 

also,  indem  man  nach  der  dritten  Gleichung  statt  cos  a  cos  6  —  cos  c  105 
seinen  Werth  sin  a  sin  b  cos  y  setzt  und  die  Klammer  löst, 

=  sin  a  sin  2)  cos  y  -\-  cos  c  sin*  a  sin*  b  —  cos  a  cos  b  cos  o  sin  a  sin  6  cos  y. 

Jetzt  ist  die  ganze  Gleichung  durch  sin  a  sin  &  theilbar  und  man  erhält 

8in*c  cos  tt  cos  ß  =  cos  y  -f-  sin  a  sin  b  cos  c  —  cos  a  cos  6  cos  c  cos  y. 

2S* 
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Setzt    man    hierin   wiederum   statt   cos  a  cos  b  seinen  Werth  cos  c  -f- 
sin  a  sin  6  cos  y,  so  wird  der  obige  Ausdruck 

=  cos  y  +  sin  a  sin  6  cos  c  —  cos^c  cos  y  —  sin  a  sin  6  cos  c  cos^y, 

also,  indem  man  das  erste  und  dritte  ^  das  zweite  und  vierte  Glied  zu- 

sammenfasst  und  die  Formel  1  —  cos^a:  =  sin^x  anwendet^ 

—  cos  y  sin*  c  -{-  siaasinb  cos  c  sin*  y. 

Dividirt  man  diese  Gleichung  mit  sin^c^  so  erhält  man 

a                    I     sina  sin&  C08C  sin'y 
COS  a  cos  p  =  cos  y  H ^-s -- 

Da  endlich  sin  a  sin  y  :  sin  c  =  sin  cc  und  sin  &  sin  y  :  sin  c  =s  sin  /3  ist 
(nach  148)^  so  erhält  man 

*    cos  a  cos  /J  a=  cos  y  +  sin  a  sin  /J  cos  c, 
was  die  verlangte  Gleichung  ist. 
160.    Es  ist 

cos  a  =  cos  ß  cos  y  —  sin  /J  sin  y  cos  a, 
cos  ß  =  cos  a  cos  y  —  sin  a  sin  y  cos  b, 
cos  y  =  cos  a  cos  /J  —  sin  a  sin  /J  cos  c. 
Beweis.     Aus  der  Formel  149*  hat  man 

cos  y  =  cos  Ä  cos  ß  —  sin  a  sin  ß  cos  c, 
und    hieraus   gehen   die   übrigen  Gleichungen   durch  Umänderung  der 
Benennung  hervor. 

151.  Alle  auf  ein  Dreikant  sich  beziehenden  Gleichungen  (sofern 
sie  aus  den  Grundgleichungen  Nr.  147  abgeleitet  sind)  bleiben  be- 
stehen ^  wenn  man  statt  der  Seiten  die  entsprechenden  Aussenwinkel, 
und  umgekehrt  statt  dieser  jene  setzt  (das  heisst,  statt  der  lateinischen 
Buchstaben  die  entsprechenden  griechischen  und  umgekehrt  setzt). 
IOC  Beweis.  Denn  die  Gleichungen  150  unterscheiden  sich  nur  auf  die 
angegebene  Art  von  den  Gleichungen  148;  zu  allen  Formeln  also, 
welche  sich  aus  den  letzteren  ableiten  lassen,  müssen  sich  aus  den 
ersteren  die  entsprechenden  ableiten  lassen,  welche  sich  von  jenen  nur 
durch  Umwechselung  der  griechischen  mit  den  lateinischen  Buchstaben 
unterscheiden. 

Anmerkang.  Diese  einfache  Beziehung  hört  auf,  wenn  man  statt  der 
Aussenwinkel  die  Innenwinkel  einfuhren  wollte.  In  der  Stereometrie  kann  dieser 
Satz  unmittelbar  aus  den  Eigenschaften  der  sogenannten  Polurecken  abgeleitet 
werden,  woraus  sich  dann  auch  149  und  150  unmittelbar  ergeben.  Aus  den 
bisher  entwickelten  Formeln  kann  man  die  Gleichungen  für  die  Auflösung  eines 
durch  beliebige  drei  Stücke  gegebenen  Dreikantes  ableiten.  Doch  ist  noch  zuvor 
eine  in  der  Formel  148  vorhandene  Unbestinmitheit  aufzuheben.  Wenn  nämlich 
nach  dieser  Formel  eine  der  yier  Grössen  a,  b,  a,  ß  aus  den  drei  übrigen  gesucht 
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werden  soll ,  so  giebt  die  Formel  sin  a :  sin  &  =  sin  a :  sin  ß  nur  den  sin.  der  ge- 
snchten  Grösse,  und  da  Supplementwinkel  gleichen  sin.  haben,  so  kann  man  aus 
jener  Gleichung  nicht  beurteilen,  ob  der  spitze  oder  stumpfe  Winkel  zu  wählen 
ist,  oder  ob  beide  der  Gleichung  genügen.  Diese  Unbestimmtheit  wird  durch 
den  folgenden  Satz  beseitigt. 

162,  Wenn  sin  a  ^  sin  6,  oder  was  (nach  148)  dasselbe  ist, 
sin  cf  ^  sin  /3  ist,  so  ist  b  allemal  mit  dem  Innenwinkel  ß'  gleich- 
artig, das  heisst,  wenn  b  ein  spitzer  Winkel  ist,  so  ist  auch  ß'  ein 
spitzer  u.  s.  w. 

Beweis,     Aus  der  zweiten  Formel  147  hat  man 
a        cos  a  cos  c  —  cos  h 

cos  P  =  ; ^—T- , 

'^  Sin  a  sm  o         ' 

.  also  da  ß  und  ß'  Supplementwinkel  sind  und  also  entgegengesetzten 

cos.  haben,  so  ist 

^  a,       cos  b  —  cos  a  cos  c 

*      cos  ß  = -. ^-j- 

^  sin  a  sm  0 

Wenn  nun  sin  a  ^  sin  &  ist,  so  ist  auch 

sin*a  ^  sin*  6, 
das  heisst 

1  —  cos*  a  ^  1  —  cos*  6, 
also 

cos*  b  ^  cos*  a. 

Da  nun  der  cosinus  für  Winkel,  welche  >  0°  und  <  180°  sind,  seinem 
positiven  Werthe  nach  stets  kleiner  als  1  ist,  so  ist 

cos*  a  >  cos*  a  cos*  c. 
Beide  Gleichheitszeichen  gelten  nur,  wenn  cos  a  =  cos  6  =  0  f  ist;  aber  107 
dann  ist  (nach  *)  auch  cos  ß'  =  0,  also  6  und  ß'  =  90*^,  also  gleich- 
artig.    In  jedem  andern  Falle  ergiebt  sich 

cos*  6  >  cos*a  cos*c,  das  heisst  >  (cos  a  cos  c)*; 
das  heisst,  der  positive  Werth  von  cos  b  ist  grosser  als  der  von  cos  a  cos  c, 
also  ist  cos  b  —  cos  a  cos  c  gleich  bezeichnet  mit  cos  b,  also  auch 
in  dem  obigen  Ausdruck  für  cos  ß'  der  Zähler  gleich  bezeichnet  mit 
cos  6.  Da  nun  der  Nenner  als  Produkt  der  sinus  zweier  Winkel  (die 
zwischen  QP  und  180®  liegen)  stets  positiv  ist,  so  ist  der  ganze  Bruch 
gleich  bezeichnet  mit  cos  &,  das  heisst  cos  ß'  gleich  bezeichnet  mit 
cos  by  also  ß'  mit  b  gleichartig. 

Anmerkung.  Wenn  also  sina  ^  sin&,  oder  was  dasselbe  ist,  sina  ^  sin  ß 
ist,  so  ist  durch  a,  &,  a  stets  der  Winkel  ß  genau  bestimmt,  und  ebenso  durch 
ff,  (},  a  die  Seite  h.  Ist  hingegen  sina<[sin&,  oder  anders  ausgedrückti 
sin  a  <  sin  ß,  so  wird  (wenn  die  Ecke  überhaupt  möglich  bleibt)  im  ersten  Falle  (}, 
im  zweiten  h  zweideutig,  indem  sie  sowohl  einen  spitzen  als  einen  stumpfen 
Werth  haben  können. 


Verzeichniss 

der   wichtigsten  Stellen,   an  denen   die  vorliegende  Ausgabe 
von  den  Üriginaldrucken  abweicht.*) 


I.    Theorie  der  Centralen. 

S.  5,  Z.  4  V.  u.  (264,  Z.  13  v.  u.):  dz  statt  dx.  —  S.  7,  Z.  8  v.  u. 
(266,  Z.  16):  „«  =  «".  —  S.  8,  Z.  9  (266,  Z.  4  v.  u.):  „Grundzahl"'  — 
S.  8,  Z.  20  (267,  Z.  9)  fehlt  q,  —  S.  8,  Z.  21  f.  (267,  Z.  lOf.):  ,^tatt 
PQ,  PSi  u.  8.  w.  (/,  Ä|  u.  8.  w.  gesetzt  ist,  worin".  —  S.  8,  Z.  12  v.  u. 
(267,   Z.  16):    qa  statt  q^,  —  S.  12,  Z.  7,  8   (270,   Z.  6,  5  v.  u.):    „mit 

a^n{—  1)'"  multiplicirt  hat"  und  F^  statt  F«.  —  S.  12,  Z.  8  v.  u. 
(271,  Z.  8):  „der  harmonischen  Mittel".  —  S.  15,  Z.  1  v.  u.  (274,  Z.  14) 
steht  im  Nenner   QS^   statt  PÄi-  —  S.  18,  Z.  If.  (276,  Z.  7 f.):    „wieder 

statt   1  —  f-,   ff    u.  s.  w.    setzt."  —  S.  18,   Z.  12  (276,  Z.  12  v.  u.): 

„für  die  einfachste  Form".  —  S.  19,  Z.  16  (277,  Z.  10  v.  u.).  Das  Zeichen*) 
steht  im  Originale  hinter  „hervorheben  wollen".  —  S.  19,  Z.  4  v.  u.  (277, 
Z.  3  V.  u.)   fehlt   „dann".  —  S.  26,  Z.  6  (374,  Z.  12)  „von"  statt  „vom**. 

—  S.  26,  Z.  3  V.  u.  (375,  Z.  5):  „dessen  Classenanzahl".  —  S.  27,  Z.  5 
(375,  Z.  11):  „Somit  ist  folglich  die".  —  S.  27,  Z.  23  (375,  Z.  9  v.  u.): 
„im  (n  —  l)-ten  Grade".  —  S.  29,  Z.  12  v.  u.  (377,  Z.  3  v.  u.):  „auf 
jeder  derselben".  —  S.  30,  Z.  16  (378,  Z.  20)  fehlt  P.  —  S.  30,  Z.  18,  20 

(3,8,  Z.  21,  n)  .UM:  (2|)     ■8|)--0  «.^^  mi-m"-0 

—  S.  31,  Z.  18  (379,  Z.  23):  „Somit  ergiebt  sich  also".  —  S.  40,  Z.  2 
V.  u.  (65,  Z.  5  v.  u.):  „9  =  ~  ".  —  S.  41,  Z.  1,  4  (65,  Z.  3,  1   v.  u.):  m 


setzt,  und  dann".  —  S.  48,  Z.  3  v.  u.  (73,  Z.  2  v.  u.):  F  statt  Fa 


statt  w.  —  S.  47,  Z.  2  (72,  Z.  4):  „dass  man  statt  ^,   (l  —  ^W.  s.  w. 


^  Die  erste  Seitenzahl  bezieht  sich  immer  auf  die  vorliegende  Ausgabe,  die 
in  Klammem  eingeschlossene  auf  den  Originaldruck,  dahinter  steht,  wenn  nichts 
andres  bemerkt  ist,  der  Wortlaut  der  Originalausgabe.  Die  im  Texte  gemachten 
Zusätze  zum  Original  werden  hier  nicht  mit  aufgeföhrt,  da  sie  durch  Einschb'essen 
in  geschweifte  xClammem  {  }  kenntlich  gemacht  sind.  Die  Kopfüberschriften 
der  vorliegenden  Ausgabe  sind  sämtlich  neu. 
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IL    Grundzüge  zu  einer  rein  geometrischen  Theorie  der 

Kurven. 

Die  Eintheilung  in  Paragraphen  ist  neu. 

S.  50,  Z.  4  (111,  Z.  8  V.  u.):  „3  .  (3  —  1)",  von  Grassmann  selbst 
in  einem  Exemplar  des  Originaldrucks  verbessert. 

S.  51,  Fig.  1.  In  dieser  und  in  den  folgenden  Figuren  haben  wir 
feste  Punkte  durch  gefüllte,  bewegliche  durch  leere  kleine  Kreise,  feste 
Gerade  durch  starke,  bewegliche  durch  schwache  Linien  gekennzeichnet.  In 
den  Originalabhandlungen  sind,  soweit  im  Folgenden  nichts  anderes  bemerkt 
wird,  die  Figuren  auf  Tafeln  beigefügt.  Wir  haben  sie  durchgehend  num- 
merirt  und  geben  im  Folgenden  die  Abweichungen  in  der  Nummerirung  an. 

S.  54,  Z.  4  (115,  Z.  14):  „Verknüpfungsart".  —  S.  55,  Z.  13  v.  u. 
(116,  Z.  5  V.  u.):  „dass  dann  der  Punkt".  —  S.  56,  Z.  16  v.  u.  (118, 
Z.  l):  „liegen",  schon  von  Grassmann  selbst  handschriiptlich  verbessert.  — 
S.  57,  Z.  15  (118,  Z.  18):  „— a'c"  statt  „— c'a".  —  S.  57,  Z.  20  und 
auch  später  (118,  Z.  23):  „9),  i,  tf;".  —  S.  57,  Z.  22  (118,  Z.  24):  „wie" 
statt  „dass".  —  S.  58,  Z.  6  (119,  Z.  8):  „haben,  dass  dann".  —  S.  58, 
Z.  12,  21,  28  (119,  Z.  14,  21,  28):  „was  den  in  dem  Satze",  „aus  jenen 
Geraden",  „u.  s.  w.  Zuflucht"  schon  von  Grassmann  selbst  handschriftlich 
verbessert.  —  S.  61,  Z.  2,  1  v.  u.  (122,  Z.  3  v.  u.):  „das  Gebilde  ein  w-ten 
Grades  nennen".  Grassmann  selbst  hat  handschriftlich  „unbestimmtes"  hinzu- 
gefügt. —  S.  63,  Z.  2  V.  u.  (123,  Z.  10  v.  u.):  „Kurven".  —  S.  64,  Z.  3—7 
(123,  Z.  6  —  2  V.  u.)  ,,BD^cBxa,  DB^cB,  DD^cBa^,  DB^cBa^B, 
B^Bc^B^aB^''  —  S.  64,  Z.  12  —  15  (124,  Z.  2—4):  „so  fällt  axB  wieder 
in  X  zurück,  xcBxB^c^  giebt  die  Linie  cCj  und  die  Gleichung  (13)  redu- 
cirt  sich  auf  cc^Bxa^  =  0,  d.  h.  der  Punkt  cc^B  liegt  mit  den  Punkten 
X  und  a^  in  gerader  Linie;  was,  da  a?  in  f  liegt,  .  . .".  —  S.  64,  Z.  3  v.  u. 
(124,  Z.  2  V.  u.):  „nicht  in  BB^^  liegt".  —  S.  65,  Z.  1  (124,  Z.  14  v.  u.): 
im  Original  steht  richtig  „q  und  c",  hier  leider  verdruckt.  —  S.  65,  Z.  10 
(124,  Z.  7  V  u.):  „nicht  in  gerader  Linie",  schon  von  Grassmann  selbst 
handschriftlich  verbessert.  —  S.  66,  Z.  8  (125,  Z.  11  v.  u.):  „(ä;Cc)".  — 
S.  68,  Z.  4  (127,  Z.  11):  „«mal",  „nten".  —  S.  68,  Z.  9  v.  u.  (127,  Z.  1 
V.  u.):  „um  welche".  —  S.  68,  Z.  3  v.  u.  (128,  Z.  5):  „.  .  .  ex  =  0".  — 
S.  69,  Z.  3  (128,  Z.  9):  „a  .  . .  a„".  —  S.  71,  Z.  17  v.  u.  (130,  Z.  4  v.  u.): 
„als  Durchschnitt",  von  Grassmann  selbst  schon  handschriftlich  verbessert. 
—  In  Figur  9  des  Originals  (s.  S.  63)  steht  d^  an  der  Stelle,  wo  die 
Verlängerung  von  ea^  die  Gerade  2>j  trifft;  in  Figur  10  (S.  64)  fehlen 
die  Buchstaben  B  und  Dj. 


III.    Ueber  die  Erzeugung  der  Kurven  dritter  Ordnung. 

Figur  14  u.  16  (hier  verkleinert)  tragen  im  Original  die  Nummern 
1  u.  2;  Figur  15  ist  neu  hinzugefägt.  In  Fig.  14  ist  Oj  mit  ftj  vertauscht. 
—  S.  75,  Z.  2  (178,  Z.  17):  „a,  ft,  a^,  V'-  —  S.  76,  Z.  9  (179,  Z.  17): 
„gleich  xh  und  die  dritte  gleich  xd\  was  mit  a:&".  — 
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IV.    Der  allgemeine  Satz  über  die  Erzeugung  aller  alge- 
braischer Kurven. 

Fig.  17 — 19,  S.  81 — 83  tragen  im  Original  die  Nummern  1 — 3.  — 
S.  81,  Z.  3  V.  u.  (188,  Z.  9,  8  v.  u.):  „die  Parallele  mit  fta",  „die  Ab- 
scissen  in  y  ".  —  S.  82,  Z.  23  f.  (189,  Z.  9  f.):  dreimal  „mit"  statt  „zu". 
S.  84,  Z.  18  V.  u.  (191,  Z.  9):  „^"  statt  „y". 

V.    Die  höhere  Projektivität  und  Perspektivität  in  der  Ebene. 

Die  Paragrapheneintheilung  ist  neu.  Die  Figuren  20 — 22,  S.  92, 
93,  97  tragen  im  Original  die  Nummern  4,  5,  6.  —  S.  87,  Z.  2  f.  (193, 
Z.  9  V.  u.):  „c"  statt  „C".  —  8.  87,  Z.  13  v.  u.  (194,  Z.  17):  ,^B  un- 
gleich". —  S.  90,  Z.  5  (196,  Z.  14  v.  u.):  „der  andere".  —  S.  94,  Z.  12 
(109,  Z.  1  V.  u.):  „Werth"  statt  „Strahl".  —  S.  94,  Z.  18  (200,  Z.  7): 
„Ci"  statt  „Cj".  —  S.  94,  Z.  26  (200,  Z.  14):  „(9)"  statt  „(9  a)".  —  Z.  95, 
Z.  15  (200,  Z.  1  V.  u.):  Im  Originale  steht  richtig  ,,XÄG  =  0'\  hier 
leider  verdruckt.  —  S.  95,  Z.  8  v.  u.  (201,  Z.  13):  „in  Ä  liegen".  — 
S.  96,  Z.  15  (201,  Z.  5  v.  u.):  „indem  xa  nur  Null  wird  für  a:  =  a".  — 
Z.  97,  Z.  9,  7  V.  u.  (203,  Z.  6,  8):  „That  geht  dann  die  Formel  (12)"; 
„welcher  offenbar". 

VI.    Die  höhere  Projektivität  in  der  Ebene. 

Fig.  23,  S.  105  trägt  im  Original  die  Nummer  7.  —  S.  100,  Z.  7, 
8,  9,  12  (204,  Z.  2,  1  v.  u.,  205,  Z.  1,  3):  Ä,  B,  C  statt  ^  =  0,  u.  s.  w. 

—  S.  100,  Z.  11,  13  (205,  Z.  2,  4):  „a"  statt  „a".  —  S.  101,  Z.  12f. 
(206,  Z.  3  f.):  „Kurvenreihe  n-ter  Klasse)  und  diesen  m-ter  Klasse,  zu 
einander".  —  S.  102,  Z.  1  f .  (206,  Z.  10  v.  u.):  „auf  dem  bekannten  Satze". 

—  S.  105,  Fig. '23,  im  Original  steht  „C,"  statt  „c".  —  S.  106,  Z.  8,  7 
V.  u.  (211,  Z.  4):  „darstellt:  dass  dann".  —  S.  107,  Z.  7  v.  u.  (212, 
Z.  1):  „genüge". 

VII.    Erzeugung  der  Kurven  vierter  Ordnung. 

Die  Figuren  24,  S.  110  bis  32,  S.  130  tragen  im  Original  die  Num- 
mern 1—9.  In  Fig.  24:  „//"  statt  „F",  in  Fig.  25  fehlen  F,  (pj,  (pj, 
in  Fig.  26  und  28  fehlt  {p^),  in  Fig.  29  fehlt  F,  in  Fig.  30  fehlt  Z  und 
die  links  unten  liegende  feste  Gerade,  in  Fig.  32  fehlt  F.  —  S.  109,  Z.  1 
V.  u.  (1,  Z.  10  V.  u.):  ,y  statt  „F".  —  S.  110,  Z.  4  v.  u.  (2,  Z.  7):  „von 
der  Diagonale".  —  S.  111,  Z.  13  v.  u.  (2,  Z.  15  v.  u.):  „sich  drehen".  — 
S.  112,  Z.  5  (3,  Z.  3):  „(S.  244  ff.)".  —  S.  113,  Z.  19  (4,  Z.  7):  „äusser- 
sten  Schenkel".  —  S.  113,  Z.  2  v.  u.  (4,  Z.  13  v.  u.):  „^x/  und  „(6)" 
statt  „^/  und  „(1)".  —  S.  114,  Z.  13  v.  u.  (5,  Z.  11):  ,^B^'  statt  ,,Ba^'. 

—  S.  115,  Z.  4  (5,  Z.  14,  13  V.  u.):  „Lineai-Faktoren".  —  S.  115,  Z.  6  f. 
(5,  Z.  11  V.  u.):  „in  kleinere  schliesst".  —  S.  115,  Z.  13,  14,  15  (5,  Z.  6, 
5,  4  V.  u.):  „Z*^"  statt  „^f",  das  letzte  Mal  fehlt:  „=  0".  —  S.  116, 
Z.  1 — 6  (6,  Z.  16 — 11  V.  u.),  da  schon  andere  Formeln  diese  Nummern 
tragen,  so  sind  später  überall  da,  wo  bei  Verweisungen  Zweifel  entstehen 
könnten,  die  Seitenzahlen  hinzugefügt  worden.  In  den  beiden  letzten  For- 
mehi  des   Originals  fehlt  der   Faktor  C.  —  S.  116,   Z.  12f.  (6,   Z.  5,  4 
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V.  u.):  „so  wird  es  als  .  .  .  Punkte  sich  zeigen".  —  S.  116,  Z.  20  (7,  Z.  3): 
„enthalte".  —  S.  116,  Z.  21  (7,  Z.  4):  ,,ÄB&'  statt  „^^'.  —  S.  117, 
Z.  16  (7,  Z.  5  V.  u.):  „mache".  —  S.  117,  Z.  7,  5  v.  u.  (8,  Z.  13,  14): 
„dieselbe",  „drücken"  statt  „dasselbe",  „drückt".  —  S.  118,  Z.  1  (8,  Z.  19): 
„Gleichung  (d)".  —  S.  118,  Z.  23  f.  (9,  Z.  3  f.):  „folgt,  dass  die  beiden  Fak- 
toren xaB\  und  xh  des  ersten  Products  nur  dann  verschwinden,  wenn  x 
in  a  oder  in  h  fällt".  —  S.  118,  Z.  14,  13  v.  u.  (9,  Z.  8 f.):  „in  einer  und 
derselben  Geraden",  „(a:^)"  statt  „(a;6)".  —  S.  118,  Z.  7,  6  v.  u.  (9,  Z.  14  f. V. 
„wenn  a  und  \  m  B  fallen  oder",  „drei  Fälle".  —  S.  119,  Z.  6  (9,  Z.  9  v.  u.): 
Die  Worte:  „oder  B  mit  C  zusammenfällt"  fehlen.  —  S.  120,  Z.  4  v.  u.  (ll, 
Z.  14):  „geht"  statt  „liegt".  —  S.  121  (11,  Z.  10  v.  u.):  Nach  den  Formeln 
(1)  steht  im  Originale:  „ist".  —  S.  122,  Z.  12f.  (12,  Z.  20):  ,,efC\aB{efY. 

—  S.  121,  Z.  9  v.  u.,  122,  Z.  6  v.  u.  (12,  Z.  14,  5  v.  u.):    „Nach  (§.  2.)". 

—  S.  123,  Z.  18  (13,  Z.  8  V.  u.):  „=  0"  fehlt.  —  S.  124,  Z.  9  v.  u. 
(15,  Z.  6):  „(nach  Fall  12)".  —  S.  125,  Z.  12  (15,  Z.  12  v.  u.):  „ist, 
da  B  =  cf  ist,  c".  —  S.  125,  Z.  18  (15,  Z.  6  v.  u.):  „Es  ist".  —  S.  125, 
Z.  21  (15,  Z.  4  V.  u.):  „(^rc)"  statt  „(a?c)".  —  S.  126,  Z.  11  v.  u.  (17, 
Z.  5):  „s6D"  statt  „ftsD".  —  S.  127,  Z.  15  v.  u.  (17,  Z.  2  v.  u.):  „muss 
nach  (§.  4.)  f  mit".  —  S.  128,  Z.  6  (18,  Z.  17):  „F=  refi^(Äi)".  — 
S.  128,  Z.'l  (18,  Z.  12):  „cJB*  =  0"  statt  „c5  =  0*)",  entsprechend  ist 
auch  in  den  folgenden  Formeln  das  Sternchen  umgesetzt.  —  S.  128,  Z.  22 
(18,  Z.  3  v.  u.):  „nach  §  4".  —  S.  130,  Z.  15  (20,  Z.  18):  „  =  "  statt 
„=".  —  S.  131,  Z.  19  (21,  Z.  15):  „liegt".  —  S.  132,  Z.  10,  2  v.  u.  (22, 
Z.  13,  5  v.  u.):  „sei  a?"  statt  „sei  &";  „femer  der".  —  S.  133,  Z.  If.  (22, 
Z.  3  V.  u.):  „verwandeln".  —  S.  134,  Z.  12  v.  u.  (24,  Z.  16  v.  u.):  „Gerade 
8:  so  ist".  —  S.  135,  Z.  7  (25,  Z.  l):  „mit  X^". 

VIIL     Allgemeiner  Satz  über  die  lineale  Erzeugung  aller 
algebraischen  Oberflächen. 

S.  141,  Z.  9  V.  u.  (6,  Z.  7  V.  u.):   „die  Summe   des  Products   zweier". 

—  S.  143,  Z.  17  (8,  Z.  14):  „=  0"  fehlt.  —  S.  143,  Z.  8,  7  v.  u.  (8,  Z.  6 
V.  u.):  „Punkte  x,  ^,  ;ej  =  a,  0,  0;  0,  &,  0;  0,  0,  c  geht".  —  S.  143,  Z.  5 
V.  u.  (8,  Z.  4  V.  u.):  „und  man  legt". 

IX.    Grundsätze  der  stereometrischen  Multiplikation. 

S.  151,  Z.  1  (16,  Z.  1):  ,,AB  und  ^".  —  S.  152,  Z.  17  f  (17,  Z. 
16  — 14  V.  u.):  „Es  sei  dies  das  Product  .  .  .  weglässt  und  mit  ©".  — 
S.  154,  Z.  14  V.  u.  (19,  Z.  3  v.  u.):  „u.  s.  w."  fehlt. 

X.    Ueber  die  verschiedenen  Arten  der  linealen  Erzeugung 
algebraischer  Oberflächen. 

S.  157,  Z.  3  (22,  Z.  5  v.  u.):  „a,  af'  statt  „a,  «".  —  S.  158,  Z.  6 
(23,  Z.  2  v.  u.):  „der  andern".  —  S.  160,  Z.  1  v.  u.  (26,  Z.  1  v.  u.): 
„a^_i"  statt  „«n-i"  —  S.  162,  Z.  16  (28,  Z.  17):  „§  2".  —  S.  162,  Z.  22 
(28,  Z.  14  V.  u.):  „S.  5"  statt  „S.  181".  —  S.  162,  Z.  8,  5  v.  u.  (28,  Z.  5,  3 
V.  u.):  „.  .  .  a„,  a„  betrachtet,  deren",  „Angriffspunkt".  —  S.  167,  Z.  8 
(33,  Z.  15):  „also"  statt  „so". 
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XL    Die  stereometrische  Qleichung  zweiten  Grades. 

S.  172,  Z.  5,  3  V.  u.  (39,  Z.  16,  14  v.  u.):  ,^pp^  .  .  .  i?/;  auch  im 
Folgenden  haben  wir  mehrfach,  wenn  es  sich  nicht  um  Produkte  handelt, 
Kommata  eingeschaltet.  —  S.  173,  Z.  9  f.,  12  (39,  Z.  4,  2  v.  u.):  „in  der 
Geraden";  ,^ÄB  ,..  Ä^  =  0".  —  S.  174,  Z.  9  (40,  Z.  3  v.  u.):  „Denn 
sagt".  —  S.  175,  Z.  2  v.  u.  (42,  Z.  9  v.  u.):  „in  dieser  Ebene".  —  S.  177, 
Z.  23  (44,  Z.  13):  „§  3".  —  S.  177,  Z.  1  v.  u.,  178,  Z.  5  v.  u.,  179,  Z.  6 
(44,  Z.  8  V.  u.,  45,  Z.  11,  3  v.  u.):  „conjugirt"  statt  „isolirt". 

XII.    Die  stereometrischen  Gleichungen  dritten  Grades. 

S.  180,  Z.  14,  13  V.  u.  (47,  Z.  10  f.):  „in  der  zweiten  Abhandlung  (Stc- 
reoraetrische  Multiplikation  §  5)".  —  S.  181,  Z.  17  v.  u.  (48,  Z.  12):  „S. 
Abb.  3.  §.  3)".  —  S.  181,  Z.  8  v.  u.  (48,  Z.  20):  „gerade  oder  ungerade". 

—  S.  181,  Z.  1  V.  u.  (48,  Z.  9  V.  u.):  „SR"  statt  „x9l".  —  S.  182,  Z.  5 
(48,  Z.  4  V.  u.):  „r  =  x%,  s  =  jrStg".  —  S.  182,  Z.  7  v.  u.  (49,  Z.  14 
V.  u.):  „(4)"  statt  „(2)".  —  S.  183,  Z.  11  f.  (50,  Z.  4  f.):  „die  Form 
r(ri,)a  =  0  an".  —  S.  183,  Z.  13  (50,  Z.  6):  „y(r^a)".  —  S.  183, 
Z.  23  (50,  Z.  14):  ,,r^aa''  statt  ,,ra^aa'',  —  S.  184,  Z.  11  (51,  Z.  2): 
„l?^i^".  —  S.  184,  Z.  17  V.  u.  (51,  Z.  13):  „^  =  c".  —  S.  185,  Z.  18 
(52,  Z.  13):  zweimal  „-  "  statt  „=".  —  S.  185,  Z.  5  v.  u.  (52,  Z.  7 
V.  u):  „9)  =".  —  S.  186,  Z.  18 f.,  24  (53,  Z.  11  f.,  17):  „(4)"  statt  „(2)"; 
„=  Ö"  fehlt.  —  S.  187,  Z.  6  V.  u.  (54,  Z.  8  v.  u.):  „-  cj^c".  —  S.  188, 
Z.  11,  8,  2  V.  u.,  189,  Z.  2,  9,  10,  12,  15,  16,  17  (55,  Z.  12,  10,  4,  2 
V.  u.,    56,  Z.  6,  7,  9,  12,  13,  14):  überall:  y,a^,  a^,  a^"  statt  „Ä:^,  Ä^j,  Ä;/. 

—  S.  188,  Z.  10  V.  u.  (55,  Z.  11  v.  u.):  „o,"  statt  „a^".  —  S.  189,  Z.  17 
(56,  Z.  14):  „«/'  statt  „a".  —  S.  190,  Z.  11  (57,  Z.  7):  „Durch  zwei 
Punkte,  welche".  —  S.  192,  Z.  10  (59,  Z.  6):  „(1)"  fehlt.  —  S.  193,  Z.  7 
(60,  Z.  6):  „9"  statt  „9),".  —  S.  193,  Z.  17  (60,  Z.  16):  „a;,  a;ajaft/3cy". 

—  195,  Z.  15  V.  u.  (62,  Z.  10  v.  u.):  „(nach  §.  5,  8)".  —  S.  196,  Z.  8 
(63,  Z.  12):  „werde". 

Xni.    Sur  les  differents  genres  de  multiplication. 

Die  Eintheilung  in  Paragraphen  ist  neu.  —  S.  201,  Z.  10  (124,  Z.  4 
V.  u.):  „de  unü^'.  —  S.  201,  Z.  1  v.  u.  (125,  Z.  12,  11  v.  u.):  „cite,  et 
oü  je  .  .  .  details;  en  suivant".  —  S.  205,  ZU,  14,  18  (128,  Z.  1  v.  u., 
129,  Z.  3,  7):  „=  0"  fehlt.  —  S.  206,  Z.  16  v.  u.  (130,  Z.  11):  «3  ^u^u^  + 
«1  2«*2^i  =  0".  —  S.  207,  Z.  4  V.  u.  (131,  Z.  9  v.  u.):  „WiW^  +  ttgt«^  =". 

—  S.  208,  Z.  5  (131,  Z.  3  v.  u.):  „x^V-  —  S.  209,  Z.  2  (132,"  Z.  5 
V.  u.):  „Ml IIa"  statt  ,,u^u^''.  —  S.  209,  Z.  15  (133,  Z.  9):  „distinctes".  — 
S.  209,  Z.  1  V.  u.  (133,  Z.  6  v.  u.):  x^x^  +  a^j^?!  =  0".  —  S.  210,  Z.  5 
(133,  Z.  1  V.  u.):  „ft  =  +".  —  S.  210,  Z.  6  (134,  Z.  1):  „etant  egal  a 
ziro",  von  Grassmann  selbst  handschriftlich  verbessert.  —  S.  210,  Z.  15 
(134,  Z.  9):  ,,+  {xh  —  yay.  —  S.  210,  Z.  16  (134,  Z.  9):  die  Worte: 
„X*  -f"  y*  etant  ^gal  a  Tunite  absolue"  hat  Grassmann  selbst  handschrift- 
lich  hinzugefügt.  —  S.  211,  Z.  2  (134,  Z.  3  v.  u.):    Der  Faktor  2   fehlt. 

—  S.  211,  Z.  9  V.  u.  (135,  Z.  11  V.  u.):  „etant  egale  a  1,  il".  —  S.  212, 
Z.  8,  9,  10  (136,    Z.  6,  7,  8):   Wir   haben   die   runden  Klammern  um  die 
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Nummern  durch  eckige  ersetzt,  entsprechend  bei  spateren  Verweisungen.  — 
S.  213,  Z.  12  V.  u.  (137,  Z.  13  v.  u.):  „0  =  w^ti,  =  ti,w,  =  •  •  ".  — 
S.  214,  Z,  16  f.  (138,  Z.  14  f.).  Für  (l),  (2)  haben  wir  gesetzt  [1*],  [2*], 
ebenso  bei  sp&teren  Verweisungen. 

XIV.    Die  lineale  Erzeugung  von  Kurven  dritter  Ordnung. 

S.  218,  Z.  7  f.  (S.  254,  Z.  4):    123  ff.  u.  178  ff  statt  122  f.  u.  177  f. 

—  S.  224,  Z.  9  (260,  Z.  3):  „p  und  p  wieder^  —  S.  225,  Z.  7  (261, 
Z.  1):  „nach  entgegengeseteter  Seite".  —  S.  225,  Z.  12  v.  u.  (261,  Z.  15 
V.  u.):  „mögen"  statt  „wenn".  —  S.  229,  Z.  14  v.  u.  (265,  Z.  12  v.  u.): 
„schneiden".  —  Fig.  33,  S.  229  steht  im  Originale  auch  im  Text,  aber 
ohne  Nummer,  ebenso  der  Hinweis  im  Text.  —  S.  231,  Z.  5  v.  u.  (268,  Z.  1): 
„^"  statt  „a;".  —  S.  232,  Z.  2  (268,  Z.  6):  ,4iegt,  zu"  statt  ,Aiegt:".  — 
S.  232,  Z.  17,  16  v.  u.  (268,  Z.  7  v.  u.):  „oder  zu"  statt  „oder",  „j:cD"  statt 
^dC",  y,FC{FBY  statt  ,,FB{FCf,  —  S.  232,  Z.  14  v.  u.  (268,  Z.  5 
V.  u.):  ,^cD''  statt  „xdC".  —  S.  234,  Z.  15  (270,  Z.  17):  „c"  statt  „—  c". 

—  S.  235,  Z.  7  (271,  Z.  11):  „ci  statt  „c»i".  —  S.  235,  Z.  12  (271, 
Z.  15):  ,4>b^Ckp''.  —  S.  236,  Z.  7  (272,  Z.  10)  steht  x  statt  des  letzten 
Faktors  k.  —  S.  236,  Z.  10—16  (272,  Z.  13—19):  mehrmals  „^'  und 
„Ä"  statt  „^2"  und  „Äj".  —  S.  236,  Z.  16  (272,  Z.  19):  „="  statt  „=". 

—  S.  237,  Z.  3—5  (273,  Z.  11—13):  „und  g^,  i,  die  Punkte,  in  welche 
sich  xbB  verwandelt,  wenn  man  statt  x  beziehlich  die  Punkte  g  und  i 
setzt,  und  wo  a^:h^g^Cg{hj)\  ß  ^  h^g^Chipjy,  —  S.  237,  Z.  20 f. 
(273,  Z.  6,  5  V.  u.):   „351"  statt  „369",  „5,  44,  43"  statt  „11,  51,  48". 

—  S.  237,  Z.  8  V.  u.  (274,  Z.  6):  „(ft)"  statt  „(Z)".  —  S.  238,  Z.  7,  10 
(274,  Z.  17,  14  V.  u.):  „Strahlenbüschel". 

XV.  Verschiedene  mathematische  Bemerkungen. 
S.  241.     Fig.  34  steht  im  Original  auf  Tafel  I,  als  Fig.  1. 

XVI.  Lösung  der  Gleichung  a;^  -f~  y'  +  ^'  +  ^'  =  0. 
S.  243,  Z.  11  V.  u.  (50,  Z.  11  V.  u):  „108"  statt  „—  108". 

XVII.    Elementare  Auflösung  der  allgemeinen  Qleichung 

vierten  Grades. 

S.  245,  Z.  3  (94,  Z.  20):  „  +  ".  —  S.  246,  Z.  16  (96,  Z.  3)  steht  im 
Originale  richtig  „«'"  statt  „a'",  hier  leider  verdruckt.  —  S.  246,  Z.  7 
V.  u.  (96,  Z.  8  V.  u.):  „e"  statt  „)/e". 

XVIII.    Zur  Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung. 

S.  248,  Z.  12  (507,  Z.  15f.)  „einfachen  festen  Punkt".  —  S.  249,  Z.  3 
V.  u.  (509,  Z.  4  V.  u.):  „allgemeineren  Fall". 

XIX.    Ueber  zusammengehörige  Pole. 

S.  250,  Z.  8  V.  u.  (568,  Z.  8):  „verbundenen".  —  S.  251,  Z.  13,  21,  30 
(568,  Z.  3  V.  u.,  569,  Z.  10,  20):  „Z^,  ^,  V'  statt  „6^,  e,,  C3".  —  S.  251, 
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Z.  13  (568,  Z.  3  V.  u.):  „und  man  bildet".  —  S.  252,  Z.  18  v.  u.  (571, 
Z.  7):    ..a^''  statt  „aj'.  —  S.  253,  Z.  13  (572,  Z.  12):   „v«rie"  statt  „wo". 

—  8.  253,  Z.  6  V.  u.  (573,  Z.  3):  „a;  mit  d".  —  S.  254,  Z.  5,  4  v.  u. 
(574,  Z.  10  V.  u.):  „zusammengehörigen". 

XX.    Die  neuere  Algebra  und  die  Ausdehnungslehre. 

S.  257,  Z.  16  (539,  Z.  11).  Hier  wie  auch  später  sind  die  äusseren 
Produkte   im  Originale   in   runde  Klammem   eingeschlossen   statt  in  eckige. 

—  S.  258,  Z.  7  V.  u.  (540,  Z.  16  v.  u.):  „28"  statt  „33".  —  S.  259,  Z.  1 
V.  u.  (541,  Z.  16  V.  u.):  „ein  linearer  Complex".  —  S.  260,  Z.  13  (641, 
Z.  3_v.  u.):  ,,{ax)  statt  „[a;a]".  —  S.  264,  Z.  4,  10  (545,  Z.  16,  ^22): 
„2:+".  —  S.  264,  Z.  5  V.  u.  (546,  Z.  5):  „(äa;)"  statt  „[^rä]".  —  S.  266, 
Z.  11  V.  u.  (547,  Z.  7  V.  u.):  „aa:""  fehlt.  —  S.  267,  Z.  8  (548,  Z.  12): 
«9>6  +  4<^,g)3"    und:    ,,15 <p^q>^ -\- 10 q>^^''.  —  267,    Z.    10    (548,    Z.  14): 

,A  —  4CjC3". 

XXI.    Der  Ort  der  Hamiltonschen  Quaternionen  in  der 
Ausdehnungslehre. 

S.  271,  Z.  2  (377,  Z.  15  v.  u.):  ,:\[a,e,e^  +  a,e^e^  +  a^e^e^^.  - 
S.  271,  Z.  8  (377,  Z.  9  v.  u.).  Die  Nummer  (4b)  ist  neu  hinzugefügt.  — 
S.  271,  Z.  7  V.  u.  —  S.  272,  Z.  10  (378,  Z.  15—24).  Bei  den  Aus- 
drücken (c^c,)c<,  (c^c,)c^  u.  s.  w.  fehlen  im  Original  überall  die  Klammem. 

—  S.  272,    Z.  4   V.  u.  (379,   Z.  8):    „a/3  —  \[a\bf.   —   S.   275,    Z.  10 

(381,  Z.  8):   „/5,  =  _;ij^.".  _  S.  275,  Z.  12  (381,   Z.  10):    „ft  und 

/?8  =  0".  —  S.  276  fr.  1^382,  ff.):  Die  Gleichungsnummera  (8)  bis  (30)  sind 
neu  hinzugefügt,  dementsprechend  auch  die  Verweisungen  im  Texte.  — 
S.  278,  Z.  3  V.  u.  (384,  Z.  14):  „(^T^  30,  «2  262)".  —  S.  279,  Z.  13  f 
(384,  Z.  15  V.  u.):   „und  ebenso  sei  b'  auf  c,  a,  a    auf  ft,  c  senkrecht".   — 

—  S.  279,  Z.  19  (384,  Z.  10,  9  v.  u.):  „Um  nun  die".  —  S.  280,  Z.  12  f. 
(385,  Z.  18—21): 

[b'bc]  =  sin  a  cos  /,  [cca]  =  sin  j5  cos  «',  [o'a6]  =  sin  y  cos  /S' 

[cbc]  =  sin  a  cos  ß^  u.  s.  w. 

[&6V]  =  sin  a  cos  y,  [ccV]  =  sin  /S'  cos  a,  [aa'6']  =  sin  /  cos  ß 

[cb'c]  =  sin  a  cos  /5'  u.  s.  w. 

S.  280,  Z.  18  f.  (385,  Z.  13  v.  u.):  „da  [bbc],  [cbcf. 

XXII.    Verwendung  der  Ausdehnungslehre  für  die  allgemeine 
Theorie  der  Polaren. 

S.  284,  Z.  11  V.  u.  (274,  Z.  18  v.  u.):  „158"  statt  „358".  —  S.  287, 
Z.  10  V.  u.  (277,  Z.  14  V.  u.):  „die  sämmtlich  möglichen".  —  S.  288,  Z.  12 
V.  u.  (278,  Z.  16  V.  u.):  „=  0"  fehlt.  —  S.  289,  Z.  11,  21  (279,  Z.  2,  11): 
„a^'»)"  und  „€«-!"  statt  „a^»)"  und  «J-^".  —  S.  291,  Z.  15  (281,  Z.  6): 
„dass  von  q  jener".  —  S.  293,  Z.  9  v.  u.  (283,  Z.  13):  „dass  man  den  v 
Einheiten", 
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XXTTT.    Stücke  aus  dem  Lehrbuche  der  Arithmetik. 

Das  Original  enthält  VIII  imd  221  Seiten  8®  und  ist  eingetheilt  in 
26  Paragraphen  und  473  Nummern.  Die  hier  nicht  mit  abgedruckten 
Paragraphen  sind: 

Nr.  Nr. 

§    8.  Proportionen 156      §  15.  Logarithmen 280 

§    9.  Gleichungen  ersten  Grades    172      §  16.  üebersicht  über  die  drei 

§  10.  Potenzen  mit  ganzen  Ex-                            Bechnungsstufen  .    .    .  295 

ponenten 186      §  17.  Unendliche  Reihen.     .    .  303 

§11.  Potenzreihe,    Systemzahl    207      §  18.  Potenz  einer  Summe.    .  311 

§  12.  Zahlvergleichung  bei  Po-                §  19.  Logarithmus  einer  Summe  339 

tenzen 230      §20.  Arithmetische  Reihen.    .  346 

§  13.  Radiciren 248      §  21.  Geometrische  Reihen  .    .  368 

§14.  Quadratische  Gleichungen    268      §22.  Zins- und  Rentenrechnung  387 

Anhang. 

§  23.  Kombinationslehre  .    .    .     393      §  25.  Höhere  Gleichungen  .    .  440 

§24.  Imaginäre  Grössen.    .    .    414      §  26.  Kettenbrüche 459 


»' 


S.  301,  Z.  16  (4,  Z.  10):  ^,a  =  b -{- e -\ e*'.  —  S.  304,  Z.  11,  13 

7,  Z.  16):  „11"  statt  „17",  Z.  13  fehlt  im  Originale.  —  S.  310,  Z.  14 
13,  Z.  11  V.  u.):  „34"  statt  „37".  —  S.  312,  Z.  1  v.  u.  (16,  Z.  16): 
,a  — c  +  6  — ef +  c".  —  S.  313,  Z.  12  (16,  Z.  10  v.  u.):  „19"  statt 
„29".  —  S.  315,  Z.  14  V.  u.  (19,  Z.  18):  „6"  statt  „j3".  —  S.  315,  Z.  11 
V.  u.  (19,  Z.  21):  „55"  statt  „56".  —  S.  318,  Z.  11  v.  o.,  10  v.  u.  (22, 
Z.  2,  19):  „58"  statt  „66".  —  S.  319,  Z.  9,  8  v.  u.  (23,  Z.  20,  21):  „46" 
statt  „52".  —  S.  321,  Z.  14,  18  (25,  Z.  6,  10):  „68,  69"  statt  „68b, 
69b".  —  S.  322,  Z.  8  v.  u.,  323,  Z.  1  (26,  Z.  20,  11  v.  u.):  „76"  statt 
„77".  —  S.  323,  Z.  10  (26,  Z.  2  v.  u.):  „77"  statt  „78".  —  S.  323,  Z.  6,  4 
V.  u.  (27,  Z.  12,  10  V.  u.):  „77,  76"  statt  „80,  79".  —  S.  325,  Z.  15  v.  u. 
(29,  Z.  20):  „Zahl  ß  so  gut,  so  gilt".  —  S.  326,  Z.  9  (30,  Z.  10):  „(nach 
28)".  —  S.  326,  Z.  7  v.  u.  (30,  Z.  2  v.  u.):  „für  die  nächstfolgenden".  — 
S.  327,  Z.  11  (31,  Z.  17):  „Oas  null  ist"  fehlt  im  Originale.  —  S.  328, 
Z.  11  (32,  Z.  19):  „(nach  67)".  —  S.  328,  Z.  16  v.  u.  (32,  Z.  5.  v.  u.): 
„29"  statt  „67b.  —  S.  328,  Z.  9  v.  u.  (33,  Z.  4):  „a  >  0"  fehlt  im  Originale. 
—  S.  329,  Z.  3  (33,  Z.  15):  „a/Sy  >  « /3'/".  —  S.  329,  Z.  15  (33,  Z.  10 
V.  u.^:  „=  a  .  1"  fehlt  im  Originale.  —  S.  329,  Z.  16,  18  (33,  Z.  9,  7 
V.  ü,):  „d.  h.  a  geht  in  1  auf  (nämlich  a-mal)",  „die  in  eine  andere  h  auf- 
geht". —  S.  329,  Z.  10—8  V.  u.  (34,  Z.  4—6):  „also  müsste  ic>l. 
Dann".  —  S.  331,  Z.  13  v.  u.  (36,  Z.  9):  „heisst  ihr  gemeinschaft- 
liches Maass.  Zwei  Zahlen".  —  S.  332,  Z.  8  (36,  Z.  9  v.  u.):  „auch  in 
die  Summe".  —  S.  333,  Z.  21  f.  (38,  Z.  16):  „eine  grössere  Zahl  in  eine 
kleinere".  —  S.  333,  Z.  15,  14  v.  u.  (38,  Z.  17,  16  v.  u.):  „nach  109",  „in 
a  und  b  aufgehe".  —  S.  334,  Z.  11,  14,  17  (39,  Z.  13,  17,  20):  „(nach 
98)".  —  S.  336,  Z.  7  (41,  Z.  17):  „6  =  aw".  —  S.  336,  Z.  15  (41,  Z.  9 
V.  u.):  „108"  statt  „121".  —  S.  336,  Z.  24 f.  (42,  Z.  4):  „gemeinschaft- 
liche Maass".  —  S.  338,  Z.  4  (43,  Z.  8,  v.  u.):  „y"  statt  „a;".  —  S.  338, 
Z.  6  V.  u.  (44,  Z.  10  V.  u.):  „115"  statt  „128".  —  S.  340,  Z.  3  (46,  Z.  5): 
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„5"  statt  X-  —  S.  341,  Z.  2  (47,  Z.  2):    ^^±^iy  =  —  i^,  —  S.  342, 

Z.  5  V.  u.  (48,  Z.  2  V.  u.):  „136"  statt  „136b".  —  S.  844,  Z.  3  (50,  Z.  9): 
y/(aßöy.  —  S.  345,  Z.  9  (51,  Z.  11  v.  u.),  „a"  statt  ,,«•*. 

XXIV.    Stücke  aus  dem  Lehrbuche  der  Trigonometrie. 

Das  Original  enthält  VU  und  115  Seiten  8®  und  seine  8  Paragraphen 
sind  in  166  Nununem  cingetheilt.  Die  Figuren,  50  an  der  Zahl,  sind 
im  Texte. 

S.  352,  Z.  14  (101,  Z.  6):  „der  Ecken".  —  S.  357,  Z.  16  v.  u.  (107, 
Z.  1):  „also  b  und  /3". 


Anmerkuiigen 
zu  den  Abhandlungen  über  Geometrie  und  Analysis. 


I.    Theorie  der  Centralen. 
Grelles  Journal  Bd.  24,  25  (1842,  43). 

Die  §§  1 — 7  der  vorliegenden  Abhandlung  enthalten  eine  nach  heutigen 
Begriffen  freilich  recht  schwerfällige  Darstellung  der  Polarentheorie,  die 
Grassmann,  mit  Bobillier's  Abhandlung  vom  Jahre  1827  unbekannt,  selb- 
ständig entwickelt  und  durch  die  von  ihm  zur  Definition  der  Polaren  be- 
nutzten metrischen  Eigenschaften  erweitert  hat.  —  Man  vergleiche  die 
Litteraturangaben  in  Baltzer's  Analytischer  Geometrie  (Leipzig,  1882, 
§  43,  Nr.  15—17). 

Auffallend  ist,  dass  in  dieser  Schrift,  die  in  der  Zeit  zwischen  1840 
(der  Jahreszahl  von  Grassmanns  Prüfungsarbeit  über  Ebbe  und  Flut)  und 
1844  erschienen  ist,  sich  weder  eine  Andeutung  von  Grassmanns  eigen- 
thümlichen  Methoden  findet,  noch  auch  nur  homogene  Coordinaten  zur  Ver- 
wendung konmien,  deren  Gebrauch  eine  grosse  Erleichterung  geboten  haben 
würde. 

In  §  8  verfällt  Grassmann  in  einen  Irrthum,  dem  bekanntlich  auch 
Steiner  nicht  entgangen  ist:  Er  glaubt,  dass  eine  Mannigfaltigkeit  gerader 
Linien,  die  durch  jeden  Punkt  einen  Kegel  schickt,  von  den  Tangenten  einer 
Fläche  (oder  den  Secanten  einer  Curve)  gebildet  werden  müsse.  In  der 
Ausdehnungslehre  von  1844  (A^,  §  118;  Bd.  I,  1,  S.  195  dieser  Ausgabe) 
spricht  er  gleichwohl  von  „eigenthümlichen,  bisher  nicht  beachteten  Ge- 
bilden", die  er  in  der  vorliegenden  Abhandlung  untersucht  haben  will. 
Offenbar  hat  er  dabei  diese  Arbeit  selbst  nicht  vor  Augen  gehabt  und  hat 
gemeint,  dass  das,  was  ihm  später  eingefallen  war,  dort  schon  zu  finden 
sei.  Die  „eigenthümlichen  Gebilde"  sind  natürlich  die  Liniencomplexe,  deren 
allgemeinen  Begriff  Grassmann  1844  besessen  haben  muss.  Den  von  Grass- 
mann später  (1877,  s.  ebenda,  zweite  Anmerkung)  erhobenen  Anspruch, 
diese  Gebilde  in  die  Wissenschaft  eingeführt  zu  haben,  können  wir  gleich- 
wohl nicht  für  berechtigt  halten.  Denn  das  Citat,  auf  das  er  selbst  diesen 
Anspruch  gründet,  ist,  wie  gesagt,  unzutreffend,  und  die  angefOhrte  Stelle 
in  der  A^  ist  doch  zu  unbestimmt  gehalten,  um  fCLr  sich  allein  betrachtet 
einen  solchen  Anspruch  rechtfertigen  zu  können. 

Einer  Kritik  von  Einzelheiten  glauben  wir  uns  entschlagen  zu  dürfen, 
da  Grassmanns  Beweisverfahren  ein  methodisches  Interesse  nicht  bietet. 


368  Anmorkungen  zu  den  Abhandlungen  über  Geometrie 

S.  5.  Die  sonst  übliche  und  auch  wohl  zweckmässigere  Ansdrucks- 
weise  ist  ,^olare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt". 

S.  32  u.  ff.  Nach  der  von  Clebsch  (Math.  Ann.  Bd.  II,  S.  1)  ein- 
geführten und  später  auch  von  Grassmann  angenommenen  Bezeichnungsart 
kann  jeder  Liniencomplex  «-ten  Grades,  wenn  n  >  1,  auf  zwei  Arten  sym- 
bolisch dargestellt  werden  durch  eine  Gleichung,  deren  linke  Seite  die  auf 
die  n-te  Potenz  erhobene  linke  Seite  der  Gleichung  eines  specielleu  linearen 
Gomplexes  ist. 

Wir  verstehen  unter  iTj,  y^,  .  .  .  (t  =  0  .  .  .  3)  homogene  Coordinaten  von 
Punkten,  und  unter  w^,  v^,  .  .  .  solche  von  Ebenen,  und  wir  bezeichnen 
Symbole,  die  mit  den  ersten  cogredient  sind,  mit  p-^  ^/,  und  solche,  die 
mit  den  Ebenencoordinaten  cogredient  sind,  mit  a^,  a^.    Schreiben  wir  sodann 

(ux)     für     £XiUi         (t  =  0  .  .  .  3), 

und  z.B.  (fip'xy)  für  die  Determinante  \PoPiX^y^\^  so  lauten  die  frag- 
lichen Gleichungsformen 

{pp^yY  =  0,     (aauvY  =  0. 

Zwischen  den  Symbolen  beider  Arten  kann  dabei  eine  Abhängigkeit 
angenommen  werden,  die  in  irgend  einer  der  folgenden  mit  einander  äqui- 
valenten Gleichimgen  ihren  Ausdruck  findet: 

(pp'xy)  =  (ax)  (ay)  —  (ay)  {ax\ 

(aauv)  =  (up)  (vp)  —  (up")  (vp). 

Danach  kann  die  ganze  Polarentheorie  der  Curven  oder  Flächen  ohne 
Weiteres  auf  Liniencomplexe  übertragen  werden.  Zu  einem  Liniencomplex 
m-ten  Grades  (w  ^  n) 

{qqxyY  =  0     oder     {hh'uvY  =  0 

gehört  z.  B.  als  Polare  in  Bezug  auf  den  Complex  n-ten  Grades  ein 
Complex  (n  —  9n)-ten  Grades,  der  u.  A.  durch  irgend  eine  der  folgenden 
Gleichungen  dargestellt  werden  kann: 

{ppqg[Y{ppxyy'-'^  =  0, 

{aahhy'{aauvf-'^  =  0, 
[(hp)  {bp")  -  {bp')  (b'p)]-^{ppxyY'-^  =  0, 
{(aq)  (aq)  —  (aq)  (a'g)}'»(aawt;)"-"»  =  0. 

Reducirt  sich  der  Complex  m-ten  Grades  auf  das  m-fach  zählende 
Secantensystem  einer  geraden  Linie,  so  entsteht  ein  auch  als  „»n-te  Polare" 
dieser  Geraden  in  Bezug  auf  den  Complex  n-ten  Grades  zu  bezeichnender 
Complex  (n  —  m)-ten  Grades.  —  Die  Analogie  dieser  Polarentheorie  der 
Liniencomplexe  zu  der  Polarentheorie  der  Flächen  z.  B.  tritt  noch  mehr  in 
Evidenz,  wenn  man  die  Liniencoordinaten  einer  Geraden,  oder  die  Coordi- 
naten eines  linearen  Complexes  als  Coordinaten  in  einem  Gebiete  sechster 
Stufe  (in  einem  Raum  von  fünf  Dimensionen)  deutet,  und  es  zeigt  sich 
dann  auch,  worin  sich  diese  von  Grassmann  geahnte  Polaren theorie  der 
Complexe  von  der  der  Flächen  wesentlich  unterscheidet.    Es  werden  nämlich 


und  Analysis.    I,  S.  6,  32  u.  ff.  369 

die  Plück einsehen  Coordinaten  ^c^^  gleichzeitig  als  Coordinaten  eines  Punktes, 
eines  Gebietes  erster  Stufe, 

und  als  Coordinaten  eines  Gebietes  fünfter  Stufe 

Ui  =  3^28»     ^2  =  ^Eji,     CTj  =  Xij, 

aufgefasst  werden  können,  die  als  Pol  und  Polare  einander  zugeordnet  sind 
in  Bezug  auf  die  quadratische  Mannigfaltigkeit 

^  =  3^1 3^23  +  3E(»3f8i  +  XojXi,  =  0, 

die  die  Plückersche  Identität  zwischen  Linien  coordinaten  darstellt.  Die 
Gleichung  n-ten  Grades 

^=  { (PoPi—PiPol  ^n  +  (PoPi—PiPo)  3^81  +  (PoPi—PiP»)  3^12  + 

+  (P2P9—P9P2)  3foi  +  (Pf^i—PiPi)  3fM  +  (PiPi—PiPi)  3fo8 } "  =  0 

stellt  daher  gleichzeitig  zwei  verschiedene  algebraische  Mannigfaltigkeiten 
im  Räume  von  fünf  Dimensionen  dar,  eine  Mannigfaltigkeit  n-ter  Ordnung 
—  analog  den  Flächen  «-ter  Ordnung  —  und  eine  Mannigfaltigkeit  n-ter 
Classe  —  analog  den  Flächen  «-ter  Classe  —  die  beide  durch  die  mit  der 
quadratischen  Mannigfaltigkeit  0  =  0  verbundene  Korrelation  einander 
zugeordnet  sind.  Diese  Mannigfaltigkeiten  sind  aber  beide  von  speeieller 
Beschaffenheit  jedesmal,  wenn  n  >  1  ist.  Es  ist  nämlich  die  Mannigfaltig- 
keit 2.  Classe  0  =  0  oder 

apolar  zu  der  Mannigfaltigkeit  «-ter  Ordnung  ^^=0,  und  ebenso  die 
Mannigfaltigkeit  2.  Ordnimg  (Z>  =  0  oder 

x,x^  +  x^x,  +  x,x^  =  o 

apolar  zu  der  Mannigfaltigkeit  n-ter  Classe  ^=0.*)  Bildet  man  die 
Polare  eines  Complexes  w-ten  Grades  in  Bezug  auf  einen  C'omplex  n-ten 
Grades,  so  wird  der  Complex  m-ten  Grades  als  eine  Mannigfaltigkeit  tn- ter 
Classe  im  Gebiet  sechster  Stufe  aufgefasst,  und  gleichzeitig  der  Complex 
n-ten  Grades. als  eine  Mannigfaltigkeit  n-ter  Ordnung,  oder  umgekehrt,  mit 
Vertauschung  der  Begriffe  Classe  und  Ordnung.  Die  Polare  ist  dann  ebenso 
eine  Mannigfaltigkeit  (n  —  ni)-ter  Ordnung  oder  Classe;  und  zu  dieser  ist 
die  Mannigfaltigkeit  0  =  0  wiederum  apolar,  jedesmal,  wenn  n  —  wi  >  1  ist. 
Es  bestehen  also  in  der  That  Analogien  zwischen  der  Polarentheorie 
der  Flächen  und  der  Polarentheorie  der  Liniencomplexe  n-ten  Grades,  die 
an  Stelle  der  Grassmann  sehen  „Flächen  n-ter  Reihe"  zu  setzen  sind;  aber 
diese  Analogien  sind  nicht  ganz  so  beschaffen,  wie  Grassmann  es  ange- 
nonunen  hatte.  Es  treten  die  geschilderten  besonderen  Verhältnisse  ein, 
deren  Folge  einmal  das  Zusammenfliessen  der  Begriffe  Classe  und  Ordnung 


♦)  Leipz.  Ber.  1890,  S.  178  u.  ff. 
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in  den  einen  Begriff  des  Grades,  sodann  die  singulare  Stellung  der  Linien- 
complexe  ersten  Grades  ist,  deren  Begriff,  wie  der  des  allgemeinen  Linien- 
complexes  überhaupt,  bei  Grassmann  vollständig  fehlt. 

Lassen  wir,  dem  Gedankengange  Grassmann 's  folgend,  in  der  Glei- 
chung der  w-ten  Polare  einer  Geraden  xx  in  Bezug  auf  den  Complex 
(jppyyY  =  0,  also  etwa  in  der  Gleichung 

ifpxx'Yijppyyy-'^  —  0 

die  Punkte  x  und  y  zusammenfallen,  so  ergiebt  sich,  bei  Anwendung  von 
Clebsch's  Uebertragungsprineip,  der  Satz: 

„Konstruirt  man  die  tn-te  Polare  einer  Geraden  in  Bezug  auf  den 
Complexkegel  irgend  eines  ihrer  Punkte,  so  erhält  man  den  zu  diesem 
Punkte   gehörigen  Complexkegel   des  m-ten  Polarcomplexes  jener  Geraden.^ 

Im  Falle  m  =  n  —  1  erhält  man  als  ,4etzte  Polare"  —  oder,  nach 
Grassmanns  Ausdrucks  weise  —  als  „Centrale"  einer  Geraden  xx  einen 
linearen  Complex,  und  damit  ein  allgemeines  oder  ausgeartetes  —  unter 
Umständen  auch  ganz  unbestimmtes  —  Möbius'sches  Nullsystem.  Durch 
dieses  Nullsystem  wird  nun  der  Geraden  xx'  eine  gewisse  andere  Gerade 
J§'  zugeordnet,  die  unter  (leicht  anzugebenden)  Umständen  natürlich  eben- 
falls unbestimmt  werden  kann;  und  diese  Gerade  kann,  in  einem  anderen 
Sinne  als  der  besprochene  Liniencomplex,  gleichfalls  als  ein  Analogon  zur 
letzten  Polare  oder  „Centrale"  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Fläche  n-ter 
Ordnung  angesehen  werden.     Sie  ist  nämlich 

1)  Ort  der  Polarebenen  (der  letzten  Polaren)  der  gegebenen  Geraden 
in  Bezug  auf  alle  von  deren  Punkten  ausgehenden  Complexkegel; 

2)  Ort  der  Pole  (der  letzten  Polaren)  der  gegebenen  Geraden  in  Bezug 
auf  alle  in  deren  Ebenen  enthaltenen  Complexcurven. 

Ist  der  gegebene  Complex  der  Tangentencomplex  einer  Fläche  2.  Grades, 
sagen  wir  etwa  einer  Fläche  2.  Ordnung  und  2.  Classe,  so  artet  der  Polar- 
complex  der  Geraden  xx  stets  aus,  und  er  besteht  dann,  wenn  xx  nicht 
gerade  selbst  Tangente  der  Fläche  ist,  aus  dem  Secantensystem  eben  der 
von  uns  mit  §^  bezeichneten  Geraden.  Diese  aber  ist  identisch  mit  der 
Polaren  der  Geraden  xx  in  Bezug  auf  die  Fläche  selbst.  Die  Begriffe 
„Polare  einer  Geraden  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades"  und 
„Polare  einer  Geraden  in  Bezug  auf  deren  Tangentencomplex"  decken  ein- 
ander also  in  ziemlich  weitem  Umfang. 

S.  46.  Die  Zeichen  a^  \)^ ,  ,  .  in  der  Formel  (A)  bedeuten  dieselben 
Grössen,  die  nachher  a',  b',  .  .  .  genannt  werden.  Sie  sind  nicht  zu  ver- 
wechseln mit  den  in  den  Formeln  (B)  und  (C)  ebenso  bezeichneten  Grössen. 

n.    Grundzüge  zu  einer  rein  geometrischen  Theorie  der 

Kurven,   mit  Anwendung   einer  rein  geometrischen  Analyse. 

Crelles  Journal  Bd.  31  (1846). 

In  seiner  ersten  Ausdehnungslehre  (§  145 — 148,  Ges.  Werke  I,  1, 
S.  245 — 248)  hat  Grassmann  einen  allgemeinen  Satz  über  die  Erzeugung 
der  algebraischen  Kurven  und  Flächen  aufgestellt,  der  dort  als  Ausfluss 
aus  den  in  der  Ausdehnungslehre  entwickelten  Methoden  erscheint.  Dem 
Bedürfhiss,   Beweis   und  Inhalt  dieses  an  sich  wichtigen  Satzes  unabhängig 
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von  der  Eenntniss  der  Ausdehnnngslehre  verständlich  zu  machen,  trug 
Grassmann  dadurch  Bechnung,  dass  er  in  einer  Reihe  von  Arbeiten  in 
Grelles  Journal  jenen  „Hauptsatz",  wie  er  ihn  nannte,  für  die  ebenen 
algebraischen  Kurven  und  für  die  algebraischen  Flächen  von  neuem  ent- 
wickelte und  insbesondere  auf  die  Erzeugung  der  ebenen  Kurven  zweiter, 
dritter  und  vierter  Ordnung  und  von  algebraischen  Flächen  zweiter  und 
dritter  Ordnung  anwandte.  Da  die  vorliegende  Abhandlung  II  die  Reihe 
dieser  Arbeiten  eröffnet,  sind  hier  einige  orientirende  Bemerkungen 
über  alle  diese  zusammengehörigen  Arbeiten  am  Platze.  Es  han- 
delt sich  um  die  Arbeiten  in  diesem  Bande,  die  mit  den  Nummern  11  bis 
Xn,  XIV  und  XVm  versehen  sind. 

Der  von  Grassmann  aufgestellte  „Hauptsatz"  fär  die  ebenen  alge- 
braischen Kurven  zerfällt  in  zwei  Theile.    Der  erste  Theil  lautet,  vgl.  S.  50: 

„Wenn  die  Lage  eines  beweglichen  Punktes  x  in  der  Ebene  dadurch 
beschränkt  ist,  dass  ein  Punkt  und  eine  Gerade,  welche  durch  Konstruktionen 
vermittels  des  Lineals  aus  jenem  Punkte  x  und  einer  Reihe  fester  Punkte 
und  Geraden  hervorgehen,  zusammenliegen  sollen  (das  heisst:  der  Pimkt  in 
der  Geraden  liegen  soll),  so  beschreibt  der  Punkt  x  ein  algebraisches 
Punktgebilde  und  zwar  vom  n-ten  Grade,  wenn  bei  jenen  Konstruktionen 
der  bewegliche  Punkt  n-mal  angewandt  ist." 

Der  zweite  Theil  ist  die  ümkehrung  (S.  81): 

dass  „jede  algebraische  Kui-ve  auf  die  in  dem  {vorigen}  Satze  ange- 
gebene Weise  erzeugt  werden  kann." 

Grassmann  nennt  diese  Erzeugungs weise  der  ebenen  algebraischen 
Kurven  lineal.  Zur  Vermeidung  von  Missverständnissen  heben  wir  hervor, 
dass  er  damit  durchaus  nicht  sagen  will,  die  ebenen  algebraischen  Kurven 
seien  etwa  punktweise  mittels  des  Lineals  konstruirbar.  Kein  Wort  bei 
Grassmann  berechtigt  dazu,  ihm  diese  Ansicht  unterzuschieben.  Man  kann 
sagen,  dass  die  Kurven  nach  Grassmann  mittels  eines  solchen  Mechanis- 
mus konstruirt  werden  können,  der  aus  starren  Stangen  (Linealen)  besteht, 
die  so  an  einander  geknüpft  sind,  dass  die  Verbindungsstellen  jedesmal 
längs  aller  zusammengeknüpften  Stangen  in  Scharniren  beweglich  sind.  Zu 
diesem  beweglichen  Mechanismus  treten  feste  Punkte  (Stifte)  und  Stangen  hinzu. 

Der  „Hauptsatz"  für  die  algebraischen  Flächen  lautet  in  seinem  ersten 
Theile  (S.  136): 

„Wenn  die  Lage  eines  Punktes  x  im  Räume  dadurch  beschränkt  ist, 
dass  zwei  gerade  Linien,  welche  durch  lineale  Konstruktionen  aus  x  und 
einer  Reihe  fester  Elemente  {Punkte,  Geraden,  Ebenen)  hervorgehen,  in  der- 
selben Ebene  liegen  sollen,  so  ist  der  Ort  von  x  eine  algebraische  Ober- 
fläche, und  zwar  ist  sie  ein  Gebilde  n-ten  Grades,  wenn  bei  jenen  Kon- 
struktionen X  im  Ganzen  n-mal  angewendet  ist." 

Der  zweite  Theü  lautet  (S.  137): 

„umgekehrt  lässt  sich  jede  algebraische  Oberfläche  auf  die  angegebene 
Weise  erzeugen." 

Grassmann  hebt  auch  hervor,  dass  die  zu  den  Hauptsätzen  duali- 
stischen Sätze  gelten  (siehe  z.  B.  S.  58  und  S.  136). 

Nunmehr   skizziren  wir  kurz  den  Inhalt  der  oben  genannten  Arbeiten: 

Abhandlung  II  (1846)  entwickelt  den  Begriff  der  planimetri- 
schen  Multiplikation,  d.  h.  der  Multiplikation  von  Punkten  und  Geraden 
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in  der  Ebene,  beweist  den  ersten  Theil  des  Hauptsatzes  für  ebene 
algebraische  Kurven  und  erläutert  ihn  durch  Anwendungen  auf  Kurven 
zweiter,  dritter  und  n-ter  Ordnung. 

Abhandlung  III  (1848).  Veranlasst  durch  einen  Ausspruch  Pltickers 
nimmt  Grassmann  hier  die  in  Abh.  II  gegebenen  linealen  Konstruktionen 
der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  wieder  auf  und  zeigt,  dass  sich  jede 
derartige  Kurve  vermöge  linealer  Konstruktion  erzeugen  lässt.  Hier  wird 
also  der  zweite  Theil  des  Hauptsatzes  für  ebene  Kurven  dritter 
Ordnung  bewiesen. 

Abhandlung  IV  (1851)  enthält  den  Beweis  des  zweiten  Theiles 
des  Hauptsatzes  für  ebene  algebraische  Kurven  von  beliebiger 
Ordnung.  Es  wird  gezeigt,  wie  man  aus  einer  vorgelegten  Kurvenglei- 
chung in  gewöhnlichen  recht-  oder  schiefwinkligen  Koordinaten  stets  eine 
lineale  Erzeugungsweise  der  Kurve  ableiten  kann.  Zum  Schluss  wird  der 
Begriff  der  Verkettung  ebener  offener  Figuren  aufgestellt  und  bei 
einigen  schon  früher  gegebenen  linealen  Konstruktionen  der  Kurven  zweiter, 
dritter  und  vierter  Ordnung  angewendet. 

Abhandlung  V  (l85l).  Während  Grassmann,  wohl  um  nicht  von 
dem  Lesen  seiner  Arbeiten  abzuschrecken,  in  Abh.  II  bis  IV  nur  den  Be- 
griff der  planimetrischen  Multiplikation  benutzt,  dagegen  die  methodische 
Anwendung  der  Gesetze  dieses  Kalküls  durch  geometrische  Ueber- 
legungen  ersetzt  hat,  entwickelt  er  hier  zunächst  die  einfachen  Gesetze  des 
Kalküls.  Die  Betrachtung  planimetrischer  Produkte  mit  veränderlichen 
Faktoren  führt  ihn  alsdann  zum  Begriff  der  höheren  Projektivität, 
den  man  kurz  so  charakterisiren  kann:  An  die  Stelle  projektiver  Strahlen- 
büschel treten  einander  zugeordnete  Büschel  von  Kurven  höherer  Ordnung. 
Auf  diese  und  die  folgende  Arbeit  gründet  sich,  wie  wir  an  der  betreffenden 
Stelle  ausführen  werden,  ein  Prioritätsanspruch  zu  Gunsten  Grassmanns 
gegenüber  Chasles  und  de  Jonqui^res. 

Abhandlung  VI  (1851)  folgt  in  Grelles  Journal  unmittelbar  auf  die 
vorhergehende  und  stellt  die  höhere  Projektivität  in  der  Ebene  mittels  der 
PI ück ersehen  Methode  der  abgekürzten  Bezeichung  dar. 

Abhandlung  VII  (1852).  Die  Fruchtbarkeit  seines  Hauptsatzes  fär 
die  Theorie  der  ebenen  algebraischen  Kurven  beleuchtet  Grassmann  hier 
insbesondere  im  Falle  der  Kurven  vierter  Ordnung.  Mehrere  lineale 
Konstruktionen  dieser  Kurven  werden  sehr  gründlich  erörtert;  schliesslich 
wird  gezeigt,  wie  man  jede  vorgelegte  Kurve  vierter  Ordnung  in  der  Ebene 
durch  eine  derartige  Konstruktion  erzeugen  kann.  Diese  Abhandlung  dürfte 
besonders  geeignet  sein,  in  die  Art  der  Anwendung  der  planimetrischen 
Multiplikation  einzuführen  und  deren  Tragweite  erkennen  zu  lassen. 

Abhandlung  VIH  (1855).  Hier  wird  nach  einander  der  erste  und 
der  zweite  Theil  des  Hauptsatzes  für  algebraische  Flächen  bewiesen. 

Abhandlung  IX  (1855).  In  der  unmittelbar  vorhergehenden  Arbeit 
hat  Grassmann  offenbar  absichtlich  vermieden,  den  Begriff  der  stereo- 
metrischen Multiplikation  zu  benutzen.  Er  führt  ihn  jetzt  ein  und 
entwickelt  die  Gesetze  des  Rechnens  mit  Punkten,  Geraden  und  Ebenen. 
Schliesslich  spricht  er  den  Hauptsatz  für  algebraische  Flächen  unter  Be- 
nutzung dieser  Symbolik  aus. 

Abhandlung  X  (1855),  die  wieder  auf  die  vorhergehende  in  Grelles 
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Journal  unmittelbar  folgt,  giebt  zuerst  nochmals  kurz  die  Gesetze  der 
stereometrischen  Multiplikation  und  darauf  eine  ausführliche  Analyse  der 
verschiedenen  Gattungen  von  linealen  Konstruktionen  im  Räume  und  ihrer 
Anwendung  auf  algebraische  Flächen.  Dabei  wird  der  Begriff  der  Ver- 
kettung offener  Figuren  im  Räume  eingeführt. 

Abhandlung  XI  (1855)  folgt  in  Grelles  Journal  wieder  unmittelbar 
auf  Abb.  X  und  enthält  die  lineale  Erzeugung  aller  geradlinigen  Flächen 
zweiter  Ordnung. 

Abhandlung  XII  (1855)  schliesst  sich  hieran  unmittelbar  an  und 
giebt  lineale  Erzeugungen  von  Flächen  dritter  Ordnung,  insbesondere 
auch  deren  Erzeugung  als  Durchschnitt  dreier  projektiver  Ebenen- 
büschel. Es  wird  endlieh  gezeigt,  dass  jede  Fläche  dritter  Ordnung,  die 
mindestens  vier  Gerade  enthält,  auf  die  letzte  Weise  gewonnen  werden  kann. 

Abhandlung  XIV  (1856)  wurde  veranlasst  durch  die  Behauptung 
Bella  vi  tis\  dass  die  allgemeine  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  nicht  durch 
die  von  Grassmann  in  Abb.  III  angegebenen  linealen  Konstruktionen  er- 
zeugbar sei.  Diese  Behauptung  als  irrig  nachzuweisen,  machte  Grassmann 
keine  Mühe,  da  Bellavitis'  Fehlschlüsse  auf  der  Hand  lagen.  Grass- 
mann  benutzt  die  Gelegenheit,  nochmals  gründlich  die  Hnealen  Erzeugungen 
aller  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  zu  untersuchen,  und  zeigt,  wie  man 
diese  linealen  Erzeugungen  methodisch  herleiten  kann,  wenn  man  neun 
Punkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  kennt.  Dabei  beweist  er  den  Satz, 
dass  sich  jeder  Kurve  dritter  Ordnung  zwei  reelle  Dreiecke  einbeschreiben 
lassen,  von  denen  entsprechende  Seiten  einander  paarweise  wieder  in 
Punkten  der  Kurve  schneiden.  Das  dabei  angewandte  Beweisverfahren  hat 
allerdings  mit  Grassmanns  Kalkül  der  planimetrischen  Multiplikation 
nichts  zu  thun,  es  beruht  vielmehr  auf  Stetigkeitsbetrachtungen. 
Ausserdem  entwickelt  Grassmann  Sätze  über  die  einer  ebenen  Kurve 
dritter  Ordnung  eingeschriebenen  Zehnecke. 

Abhandlung  XVIII  (1872)  in  den  Göttinger  Nachrichten  nimmt  die 
Stetigkeitsbetrachtungen,  von  denen  soeben  die  Rede  war,  wieder  auf  und 
leitet  aus  ihnen  einen  Satz  über  Vielecke  ab,  die  einer  ebenen  Kurve  dritter 
Ordnung  eingeschrieben  werden  können.  Diese  Abhandlung  ist  frei  von  den 
eigentlichen  Grassmannschen  Methoden. 

Der  Wunsch,  seine  Methode  der  linealen  Erzeugung  der  ebenen  Kurven 
in  weiteren  Kreisen  bekannt  zu  machen,  hat  Grassmann  davon  abgehalten, 
in  den  Abhandlungen  die  Gesetze  der  planimetrischen  Multiplikation  mit 
voller  Konsequenz  anzuwenden.  Vielmehr  verweist  er  oft  auf  die  Figur. 
Deshalb  vermisst  man  zuweilen  die  Einheitlichkeit  der  gedanklichen  Ent- 
wickelung;  an  einzelnen  Stellen  werden  femer  Behauptungen  aufgestellt, 
deren  Richtigkeit  man  zwar  leicht  verificirt,  deren  eigentlicher  Ursprung 
aber  im  Dunkeln  bleibt,  eben  weil  Grassmann  ihre  wahre  Quelle,  die 
Anwendung  der  Methode  der  planimetrischen  Multiplikation,  nicht  aufdeckt. 
Wir  glauben  daher  zur  rechten  Würdigung  der  Grassmannschen  Arbeiten 
insbes.  vom  methodischen  Standpunkte  aus  dadurch  beitragen  zu  können, 
dass  wir  in  den  Anmerkungen  an  mehreren  Stellen  die  ursprüngliche 
rechnerisch-symbolische  Gestaltung  der  Schlussfolgerungen  wiederherstellen. 
Es  wird  dabei  nützlich  sein,   wenn  wir  gleich  hier  die  anzuwendenden  Ge- 
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setze  der  symbolischen  Rechnung  kurz  ableiten,  da  sie  bei  Grass  mann  im 
Wesentlichen  erst  in  Abb.  V  auftreten.  Die  stereometrische  Multiplikation 
brauchen  wir  erst  da,  wo  sie  Grassmann  selbst  anwendet. 

Objekte  der  planimetrischen  Multiplikation  sind  die  Zahlen 
(bezeichnet  mit  a,  b,  c  .  .  .),  die  Punkte  (bez.  mit  a,  6,  c  .  .  .)  und  die  Ge- 
raden (bez.  mit  Ä^  B^  C .  ,  .).  Durch  A,  B,  f  .  .  .  wollen  wir  Objekte  be- 
zeichnen, bei  denen  es  dahingestellt  bleibt,  ob  sie  Zahlen,  Punkte  oder 
Gerade  sein  sollen. 

Die  Produkte  von  zwei  Faktoren  werden  so  definirt: 
la)    Das   Produkt    eines   Punktes 
a  mit  einer  Zahl  a  ist  der  Punkt  a 
selbst,  sobald  a  =|=  0  ist: 

aa  '—  aa  ^  a. 


Ib)  Das  Produkt  einer  Geraden 
Ä  mit  einer  Zahl  o  ist  die  Gerade 
Ä  selbst,  sobald  a  =|=  0  ist: 

aÄ^Äa       Ä. 


Statt  des  Gleicheitszeiehens  =  benutzt  Grassmann  nur  deshalb  das 
Zeichen  der  Kongruenz  ^,  weil  in  der  Ausdehnungslehre  z.  B.  aa  und  a 
zwar  zwei  Punkte  mit  demselben  geometrischen  Ort,  aber  von  verschiedenem 
Gewicht  bedeuten,  was  ftir  die  Multiplikation  nicht  von  Belang  ist,  wohl 
aber  für  die  Addition,  die  jedoch  in  den  geometrischen  Abhandlungen  über 
Kurven  und  Flächen  nicht  vorkommt. 

2  a)  Das  Produkt  eines  Punktes  a  '        2  b)    Das   Produkt    einer   Geraden 


mit  Null  ist  gleich  Null: 

0  .  a  =  a  .  0  =  0. 

3  a)  Das  Produkt  zweier  Punkte, 
die  nicht  zusammenfallen,  ist  die  Ge- 
rade durch  beide  Punkte. 

4  a)  Das  Produkt  zweier  zusammen- 
fallender Punkte  ist  gleich  Null. 


Ä  mit  Null  ist  gleich  Null: 
0.^  =  ^.0  =  0. 

3  b)  Das  Produkt  zweier  Geraden, 
die  nicht  zusammenfallen,  ist  der 
Schnittpunkt  beider  Geraden. 

4  b)  Das  Produkt  zweier  zusammen- 
fallender Geraden  ist  gleich  Null. 

5)  Das  Produkt  eines  Punktes  a  mit  einer  Geraden  A,  also  aÄ  und 
ebenso  Äa^  ist  eine  von  Null  verschiedene  Zahl,  sobald  der  Punkt  nicht 
auf  der  Geraden  liegt. 

6)  Das  Produkt  eines  Punktes  a  mit  einer  Geraden  J.,  die  durch  ihn 
geht,  ist  gleich  Null: 

(lA  =  Äa  =  0. 

Die  Produkte  von  mehreren  Faktoren  werden  auf  die  von  zwei 
Faktoren  durch  folgende  Festsetzung  zurückgeführt: 

7)  Produkte  von  mehr  als  zwei  Faktoren  sollen  dadurch  ausgewerthet 
werden,  dass  man  zuerst  den  ersten  Faktor  mit  dem  zweiten  multiplicirt, 
das  Ergebniss  mit  dem  dritten  u.  s.  w.  Dagegen  sollen  Klammem  dieselbe 
Bedeutung  wie  in  der  gewöhnlichen  Arithmetik  haben,  z.  B.: 

ABr     (AB)r. 

statt  der  Klammem  benutzt  Grassmann  häufig  zwei  Punkte,  z.  B.  ist: 

A.Br.A  =  A(Br)A. 

Aus  diesen  Definitionen,  zu  denen  der  Vollständigkeit  halber  noch  die 
selbstverständliche   hinzugefügt  werden   kann,    dass   Zahlen   wie   in   der  ge- 
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wohnlichen  Arithmetik  mit  einander  zu  multipliciren   sind*),   ergiebt  sich: 

Jedes  Produkt  stellt  eine  Zahl  oder  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  dar. 

Ist  ein  Faktor  gleich  Null,  so  ist  das  ganze  Produkt  gleich  Null. 

In  einem  Produkt,  das  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  bedeutet,  dürfen 
alle  Zahlenfaktoren  gestrichen  werden. 

Das  Gesetz  der  Eommutation 

AB  =  BA 

gilt  bei  einem  Produkte  aus  zwei  Paktoren  stets. 

Dagegen  gilt  das  Gesetz  der  Association,  nach  dem  ABT  dasselbe  wie 
A(Br)  wäre,  nicht  stets.  Man  kann  sich  dies  an  dem  Beispiel  abC  so- 
sofort  klar  machen. 

Alle  Definitionen  sind  zu  einander  dualistisch.  Folglich  steht 
jedem  durch  Anwendung  der  planimetrischen  Multiplikation  zu  gewinnendem 
Satze  der  dualistische  zur  Seite  wie  in  der  projektiven  Geometrie. 

Das  Unendlichfeme  behandelt  Grassmann,  wie  es  die  projektive 
Geometrie  thut,  das  heisst:  Jede  Gerade  hat  einen  unendlich  fernen  Punkt. 
Das  Produkt  eines  im  Endlichen  gelegenen  Pimktes  mit  dem  unendlich 
fernen  Punkte  einer  Geraden  igt  also  die  Gerade,  die  durch  den  ersten 
Punkt  geht  und  der  gegebenen  Geraden  parallel  ist.     (Vgl.  S.  81.) 

Die  wesentlichen  Abweichungen  der  planimetrischen  Multiplikation 
von  der  gewöhnlichen,  arithmetischen,  sind,  dass  erstens  in  Produkten,  die 
Punkte  oder  Gerade  bedeuten,  alle  von  Null  verschiedenen  Zahlenfaktoren 
gestrichen  werden  dürfen,  und  dass  zweitens  das  Gesetz  der  Association  nur 
ausnahmsweise  gilt,  z.  B.  für  Produkte  von  drei  Punkten  oder  drei  Geraden, 
da  ja  offenbar: 

abc  =  a{bc),     ABC^  A{BC) 
ist. 

Nach  den  Definitionen  kann  ein  Produkt  von  zwei  Faktoren  nur  dann 
eine  geometrische  Bedeutung  haben,  wenn  beide  Faktoren  Punkte  oder  beide 
Gerade  sind.  Da  jedes  Produkt  von  mehr  als  zwei  Faktoren,  z.  B. 
ABTA  .  .  .,  nach  7)  successiv  zu  bilden  ist,  indem  man  zuerst  AB,  dann 
(AB)r,  dann  (ABQA  u.  s.  w.  berechnet,  so  kann  es  nur  dann  eine  geo- 
metrische Bedeutimg  haben,  wenn  A  und  B,  femer  AB  und  f,  femer  ABT 
und  A  u.  s.  w.  jedesmal  entweder  zugleich  Punkte  oder  zugleich  Gerade 
sind.  Sind  A  und  B  Punkte,  so  ist  dann  AB  eine  Gerade,  also  V  eine 
Gerade,  daher  ABT  ein  Punkt,  somit  A  ein  Punkt  u.  s.  w.  Sind  A  und  B 
Gerade,  so  tritt  das  Dualistische  ein.  Mithin  haben  nur  Produkte 
von  den  Formen 

abCdEf,..     und     ÄBcBeF,.., 

wobei  also  zuerst  zwei  gleichartige  Faktoren,  Punkte  oder  Ge- 
rade, alsdann  immer  abwechselnd  Gerade  und  Punkte  bez. 
Punkte    und    Gerade    auftreten,    eine    geometrische    Bedeutung. 


*)  Eigentlich  müsste  man  sa^en:  Im  Gebiete  der  planimetrischen  Multipli- 
kation werden  alle  Zahlen,  die  nicht  gleich  Null  sind,  einander  gleich  gesetzt, 
daher  auch  ihre  Produkte.  Vgl.  die  zweite  Fussnote  auf  S.  53  und  die  Fussnote 
auf  S.  146. 
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Sie   heissen   in   engerem  Sinne  planimetrische  Produkte  (vgl.  S.  87).*) 
Die  planimetrischen  Produkt«  haben  zwei  Art^n  von  Faktoren,  einmal 
die  fortschreitenden  Faktxjren  (vgl.  S.  87,  88): 

a,  b,  C,  d,  E,  f  ,,.     bez.     ^,  5,  c,  /),  c,  F  . .  . 

und  dann  die  Theilprodukte: 

ab,  abC,  abCd  .  .  .     bez.     AB,  ABc,  ABcB  .  .  ., 

während  z.  B.  bC  kein  Faktor  des  ersten  Produktes  ist,  weil  das  Gesetz 
der  Association  nicht  gilt. 

Ein  planimetrisches  Produkt  kann  auch  eine  anscheinend  verwickei- 
tere Fonn  haben,  z.  B.  kann  im  Produkt  abC  einer  der  Faktoren,  etwa  der 
Punkt  6,  selbst  wieder  ein  Produkt,  etwa  b  r^  BE  sein,  sodass  das  Produkt 

a{BE)C 

vorliegt.  Aber  hier  sind  doch  nur  a,  BE,  C,  a{BE)  Faktoren  des  ganzen 
Produktes,  während  das  darin  enthaltene  Produkt  BE  noch  die  fortschrei- 
tenden Faktoren  B  und  E  hat  In  dem  planimetrischen  Produkt  a(BE)C, 
um  bei  diesem  Beispiel  zu  bleiben,  kann  nun  sehr  wohl  der  Faktor 
BE  =  0  sein,  was  ja  eintrifft,  wenn  die  Geraden  B  und  E  zusammen- 
fallen, nach  4  b).  Wenn  wir  also  planimetrische  Produkte  allgemein  be- 
trachten wollen,  so  müssen  wir  auch  solche  Fülle  einbeziehen,  in  denen 
einer  der  Faktoren  weder  ein  Punkt,  noch  eine  Gerade,  dagegen  gleich 
Null  ist.  Alsdann  wird  das  ganze  Produkt  gleich  Null,  wie  schon  ge- 
sagt wurde. 

Ein  planimetrisches  Produkt  von  zwei  Faktoren,  ab  bez.  AB,  ist  dann 
und  nur  dann  gleich  Null,  wenn  entweder  einer  der  fortschreitenden  Fak- 
toren gleich  Null  ist  oder  wenn  beide  Faktoren  zusammenfallen. 

Hierauf  reducirt  sich  die  Erledigung  der  Frage,  wann  ein  plani- 
metrisches Produkt  von  beliebig  vielen  Faktoren  gleich  Null  ist. 
Es  wird  das  Beispiel  abC  zur  Erläuterung  genügen:  Erstens  ist  dies  Pro- 
dukt als  Produkt  von  zwei  Faktoren  zu  schreiben:  (ab)C.  Nach  dem  Vor- 
hergehenden ist  dies  Produkt  nur  dann  gleich  Null,  wenn  ab  =  0  oder  C  =  0 
ist  oder  ab  mit  C  zusanunenfällt.  Aber  ab  ist  nur  dann  gleich  Null,  wenn 
a  =^  0  oder  6  =  0  ist  oder  a  mit  b  zusammenföUt.  Also  ist  abC  nur 
dann  gleich  Null,  wenn  «  =  0  oder  b  =  0  oder  0=0  oder  a  -"■ :  b  oder 
ab^C  ist. 

Von  grösster  Wichtigkeit  ist  nun  ein  Satz,  der  sich  auf  die  Redu- 
cirbarkeit  von  planimetrischen  Produkten  von  drei  Faktoren 
bezieht.  Ein  solches  Produkt  hat  entweder  die  Form  abC  oder  die  Form 
ABc.  Betrachten  wir  die  erstere.  Auch  sei  abC  nicht  gleich  Null.  Nach 
dem  Vorhergehenden  sind  dann  a  und  b  wirkliche  Punkte  imd  nicht  gleich 
Null;  ebenso  ist  C  eine  wirkliche  Gerade.  Ausserdem  fällt  a  nicht  auf  6, 
und  die  Gerade  ab  fällt  nicht  mit  der  Geraden  C  zusammen.  Das  Produkt 
abC  ist  nun   der  Schnittpunkt  der  Geraden  ab  mit  der  von  ihr  verschie- 


*)  Jedoch  ist  Grassmann  selbst  dieser  Definition  nicht  immer  treu  g^eblieben, 
denn  z.  B.  in  dem  Satz  auf  S.  115  nennt  er  auch  ein  Produkt,  das  wie  die  obigen 
gebaut  ist,  aber  schliesslich  mit  zwei  gleichartigen  Faktoren  endet,  planimetrisch, 
so  das  Produkt  abCdEfg. 
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denen  Geraden  C.  Eine  Reduktion  auf  weniger  als  drei  Faktoren  tritt  nur 
dann  ein,  wenn  dieser  Schnittpunkt  einer  der  beiden  ausgezeichneten 
Punkte  a,  h  der  Geraden  ah  ist,  das  heisst  wenn  C  durch  a  oder  h  geht. 
Analoges  gilt  von  dem  Produkte  ABc. 

Führt  man  daher  die  Redeweise  ein,  ein  Punkt  liege  mit  einer 
Geraden  vereint*),  wenn  der  Punkt  auf  der  Geraden  liegt,  so  kann  man 
sagen: 

Ein  planimetrisches  Produkt  aus  drei  von  Null  verschie- 
denen Faktoren  reducirt  sich  auf  den  ersten  oder  zweiten  Faktor, 
wenn  dieser,  nicht  aber  auch  der  andere,  mit  dem  dritten  Faktor 
vereint  liegt. 

Diese  „Reduktionsregel",  wie  wir  sie  in  allem  Folgenden  kurz 
nennen  wollen,  weil  sie  sehr  oft  gebraucht  wird,  hat  Grassmann  auf 
S.  87  aufgestellt.  Er  drückt  sie  gelegentlich  anders  aus,  so  z.  B.  auf  S.  88. 
Zur  Abkürzung  des  Ausdrucks  werden  wir  künftig  das  Zeichen  ^  zwischen 
einen  Punkt  a  und  eine  Gerade  A  setzen,  also  a'^A  oder  A'^a  schreiben, 
um  auszudrücken,  dass  a  mit  A  vereint  liegt. 

Grassmann  wendet  nur  diese  Reduktionsregel  für  Produkte  von  drei 
Faktoren  an.  Die  Frage,  ob  es  auch  solche  Reduktionsregeln  giebt,  die 
sich  auf  Produkte  von  mehr  als  drei  Faktoren  beziehen  imd  die  nicht  etwa 
nur  in  wiederholter  Anwendung  dieser  einen  Regel  bestehen,  berührt  er 
nicht.  Es  ist  dies  eine  Lücke  im  Kalkül  der  planimetrischen  Multiplikation. 
Thatsächlich  giebt  es  im  Gebiete  der  planimetrischen  Multiplikation  allein 
kein  Mittel,  um  das  identische  Verschwinden  eines  Produktes  von  beliebig 
vielen  Faktoren  festzustellen,  und  entsprechend  auch  kein  Mittel,  die  Gleich- 
heit zweier  Produkte  zu  erkennen.  Auf  diesen  Umstand  werden  wir  ge- 
legentlich zurückkommen. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  geben  wir  jetzt  die  uns  nützlich  erschei- 
nenden Erläuterungen   zu   einzelnen  Stellen   des  Textes  der  Abhandlung  II. 

Zu  S.  49,  Z.  9  V.  u.  Jacob  Steiner,  Systematische  Entwicklung  der 
Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander,  I.  Theil,  Berlin  1832, 
bei  Fincke,  siehe  auch  Steiners  Ges.  Werke  Bd.  I,  S.  229 ff.,  Berlin  1882,  bei 
Reimer,  oder  Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  82,  83, 
Leipzig  1896,  bei  Engelmann. 

Zu  S.  49,  Z.  6  V.  u.  Die  Bemerkungen  über  Möbius  werden  auf 
S.  70  erläutert. 

Zu  S.  51,  Fig.  1.  In  dieser  und  den  späteren  t^guren  haben  wir  die 
festen  Punkte  durch  gefüllte,  die  beweglichen  durch  leere  Kreise,  die  festen 
Geraden  durch  starke,  die  beweglichen  durch  schwache  Linien  gekennzeichnet. 

Zu  S.  59,  Gleichungen  (9).  Dass  die  zweite  Gleichung  dasselbe  wie 
die  erste  aussagt,  folgt  rechnerisch  so:  Die  erste  Gleichung  enthält  in  der 
Schreibweise : 

{axBcB)xe^O 

links  das  Produkt  der  drei  Faktoren  axBcD^  x,  e,  die  alle  drei  Punkte 
darstellen.    Für  Produkte  von  drei  Punkten  gilt  aber,  wie  erwähnt,  das  Ge- 


*)  Grassmann  braucht  hierfür  gelegentlich,  S.  220  f.,  das  Wort :  i n c i d e n t. 
Wir  benutzen  dagegen  die  jetzt  gebräuchliche  Redeweise. 
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setz   der  Association  und  fttr  Produkte  von  zwei  Faktoren  das  der  Kommu- 
tation.     Also  kommt: 

ex{axBcD)  =  0, 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

{ex)[{axBc)D\=-0, 

Aber  ex,   axBc^   B    sind    sämtlich   Gerade.     Das   Gesetz   der  Ajssociation, 
das  hier  wieder  gilt,  gestattet  uns  daher  zu  schreiben: 

{ex)B{axBc)  =  0 
oder: 

exB{axBc)  =  0. 

Dieselbe  Schlussweise  liefert  links  weiterhin  exB(axB)c  oder  exBc{axB\ 
darauf  exBcB(ax)  und  schliesslich  exBcBxa, 

Zu  8.  51),  Z.  9  u.  8  V.  u.  Dass  die  namhaft  gemachten  fünf  Punkte 
auf  dem  Kegelschnitte  (9)  liegen,  erkennt  man  durch  Rechnung  so:  Ist  zu- 
nächst a:  ^  a,  so  ist  «x  EEE  0,  also  die  erste  Gleichung  (9)  erfüllt.  Ebenso 
ist  für  x^  e  die  zweite  Gleichung  (9)  erfüllt.  Ist  x  ^  BB^  so  ist  nach 
der  Reduktionsregel: 

axB=ix^     da     x'^B, 
axBcB  ^  xcB=l  Xy     da     x'^JD, 
axBcBxe  ^  xxe  =  0. 
Mithin  erftillt  x  ^  BB  die  erste  Gleichung  (9).    Ist  femer  x  _"  acB^  so  ist 
ax^^.xa       acBa^  ac  .  B  .  a^  acy     da     ac^a^ 
axBc7     acBc^^  ac  .  B  .  Cr^  aCy     da     ac^c^ 
axBcBxe  ^  acBxe  ^  acB  ,  x  .  e     i  x  ,  x  .  e  =  0. 

Also   erfüllt  x  -'    acB  die   erste  Gleichung  (9).     Analog  erfüllt  x^  ecB 
die  zweite  Gleichung  (9). 

Vom  methodischen  Standpunkte  hat  man  aber  noch  zu  fragen,  wie 
Grass  mann  gerade  zu  diesen  fiinf  Punkten  kommt.  Dies  geschieht  so: 
Man  sucht  x  so  zu  bestimmen,  dass  eines  der  in  der  ersten  Gleichung  (9) 
auftretenden  Theilprodukte 

ax,     axBy     axBc,     axBcB,     axBcBx 

gleich  Null  wird,  weil  dann  die  Gleichung  befriedigt  wird. 

ax  =  0  giebt  sofort  x  r-  a, 

ax  4=  ^?  axB  =  0  giebt  nach  der  Regel  für  das  Verschwinden  eines 
Produktes  von  drei  Faktoren:  B  :  :  ax.  Da  aber  a  im  Allgemeinen  nicht 
auf  B  liegt,  ist  dies  auszuschliessen. 

axi?  4=  0,  axBc  =  0  oder  ax  .  B  .  c  =  0  zieht  auf  Gnmd  derselben 
Regel   nach  sich:   ax .  B  :     c.     Aber  c  liegt  im  Allgemeinen  nicht  auf  B. 

axBc  =1=  0,  axBcB  =  0  oder  axB  .  c  .  B  =  0  zieht  ebenso  nach 
sich:  axB  .  c^  By  c  liegt  jedoch  im  Allgemeinen  nicht  auf  B. 

axBcB  4=  0,  axBcBx  =  0  oder  axBc  .  2>  .  x  =  0  zieht  nach  sich: 
axBc  .  B^  X,     Hiemach  liegt  x  zunächst  auf  D.     Um  nun  x  selbst  zu 
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finden,   multipliciren  wir  beiderseits   mit  c.     Da   axBc^c^  so   liefert  dann 
die  Beduktionsregel: 

axBc^  xc     oder:     axB  .  c^xc. 

Beiderseitige  Multiplikation  mit  B  giebt,  da  axB'^B: 

axB  ^  xcB. 
Liegt  X  nicht  auf  B^  so  giebt  Multiplikation  mit  x,   da  ax'^x  und  xc^xi 


das  heisst  x  liegt  dann  auf  ac.  Vorbin  fanden  wir,  dass  x  auf  D  liegt, 
das  heisst  es  kommt  x^acD,  Liegt  dagegen  x  auf  J5,  so  konmit  x^BD. 
Da  wir  diese  Ergebnisse  weiter  unten  noch  einmal  gebrauchen,  so  fassen 
wir  sie  zusammen: 

Haben  a,  B^  c,  D  allgemeine  Lage,  so  ist  das  planimetrische 
Produkt  axBcDx  nur  für  die  folgenden  drei  Punkte 

x  ^  a,     x^  acD,     x  ^  BD 
gleich  Null. 

Die  zweite  Schreibweise  der  Gleichung  (9)  giebt  analog: 

a;  ^  e,     x^  ecBj     x  ^  DB. 

Der  letztere  Punkt  trat  schon  soeben  auf.  Wir  gelangen  also  genau 
zu  den  fünf  von  Grassmann  angegebenen  Punkten,  ohne  dabei  die  An- 
schauung der  Figur  zu  benutzen. 

Zu  S.  60,  Z.  9 — 15.  Rechnerisch  so:  Es  handelt  sich  darum,  die 
Gleichungen: 

BD^k,    acD  =  d,    ecB^b 

nach  B,  D  und  c  aufzulösen.  Da  nach  der  ersten  Gleichung  k^B  und 
k^D,  so  geben  die  beiden  letzten  Gleichungen,  wenn  man  sie  mit  k  multi- 
plicirt,  nämlich: 

ac  .  D  ,k^dk^     ec  ,  B  ,k^bk 

nach  der  Reduktionsregel: 

D  =  dk,     B=:  bk, 

wodurch  B  und  D  gefunden  sind.  Multipliciren  wir  dagegen  die  zweite 
und  dritte  Gleichung  mit  c: 

ac  .  D  ,  c^  dc^     ec  .  B  .  c^bc^ 

so  giebt  die  Reduktionsregel,  da  ac^c^  ec^c: 

ac  '~-  dcj     ec  ee  6c, 

das  heisst,  c  liegt  auf  ad  und  auf  66,  mithin  ist: 

c  ^  (ad)  (be). 

Bei  dieser  Ableitung  ist  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  k  nicht  mit  ac 
und  ec  und  ebenso  c  nicht  mit  B  und  D  vereint  liege,  was  sich  ja  auch 
so  verhält. 

Zu  S.  61,  zweite  Anmerkung.  Es  handelt  sich  hier  um  den  Satz  des 
Desargues,  siehe  Oeuvres  de  Desargues,  ed.  Poudra  (Paris  1864),  L  S.  413. 


380  Anmerkungen  zu  den  Abhandlungen  über  Geometrie 

Zu  dem  vorletzten  Satze  der  Anmerkung  ist  hervorzuheben,  dass  die  Sätze 
der  planimctriscben  Multiplikation  in  der  That  nicht  ausreichen,  das  iden- 
tische Bestehen  der  angegebenen  Gleichung  nachzuweisen. 

Zu  S.  63,  Z.  2.  Auch  rechnerisch  zu  folgern,  vgl.  unsere  Anm.  zu 
den  Gleichungen  (9),  S.  59. 

Zu  S.  63,  Z.  6 — 8.  Methodisch  gelangt  man  zu  den  in  der  Folge 
von  Grassmann  genannten  neun  Punkten,  indem  man  die  Punkte  x  sucht, 
für  die  eines  der  Theilproduktc  von 

axBcDxD^c^B^xa^     oder     ay^xBy^c^D^xDcBxa 

gleich  Null  ist.  Wir  haben  schon  vorhin  diejenigen  Punkte  x  bestimmt, 
far  die  axBcDx  =  0  ist,  nämlich: 

X  ^  a,     iT  ^  J?D,     X  ~  acD. 
Dies  sind  die  im  Texte  mit  «,  ^  rf  bezeichneten  Punkte.    Soll  nun  weiterhin 

axBcDx  =1=  0,     aber     axBcDxD^  =  0 
sein,  so  können  wir  dafür  schreiben: 

Dl  FEE  axBcDx  ^  axBcD  .  x. 

Also  liegt  X  auf  D^,  Multipliciren  wir  diese  Gleichuug  mit  D,  das  Er- 
gebniss  mit  c,  dann  mit  B  und  schliesslich  mit  a,  so  kommt  nach  und  nach 
durch  Anwendung  der  Reduktionsregel: 

D^Dz-axBcD  ,x  .B=^axBcB,     da     axBcB^D, 

B^Dc^  axBc  .  D  ,  c  ^  axBc^     da     axBc^c^ 

BiBcB^^axB  .c  .  B=^axB,     da     axB^B, 

B^BcBa       ax  .  B  ,  a       ax,     da     ax'^a. 

Also  liegt  X  auf  B^BcBa,  Weil  x  auf  B^  Hegt,  wie  wir  vorher  sahen, 
so  folgt: 

x^sB^BcBaB^, 

Diesen  Punkt  nennt  Grass  mann  Cj.     Formuliren  wir  dies  Ergebniss: 

Haben  «,  B^  c,  2>,  B^  allgemeine  Lage,  so  ist  das  planimetrische 
Produkt  axBcBxB^  nur  für  folgende  Punkte  x  gleich  Null: 

jp  ^  a,     x^BB^     x^acB^     x  ~    B^BcBaB^. 

Jetzt  nehmen  wir  an: 

axBcBxB^  =|=  0,     aber     axBcBxB^c^  =  0. 

Hierfür  lässt  sich  schreiben: 

axBcBx  .  2>j  .  Cj  =  0, 

das  heisst  c^  muss  mit  axBcBx  und  B^  vereint  seiu.  Aber  im  Allgemeinen 
liegt  Ci  nicht  auf  D^. 

Nunmehr  setzen  wir: 

axBcBxB^Ci  =|=  0,     aber     axBcBxB^c^B^  =  0, 

wobei  sich  analog  ergeben  würde,  dass  q  auf  B^  liegen  müsste,  was  im 
AUgemeiueu  nicht  der  Fall  ist 
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Setzen  wir  jetzt: 

axBcDxDiCj^Bi=^  0,     aber     axBcDxD^c^B^x  =  0 

und  nehmen  wir,  wie  dies  Grassmann  anf  S.  62  unten  thut,  B  ^^  B^  an, 
so  folgt,  dass  X  auf  den  beiden  Geraden  axBcBxB^c^  und  B  liegt. 
Daher  ist 

x  ^  axBcBxB^c^B. 

Da  x^B^  so  ist  axB^^x^  sodass  bleibt: 

x^^xcDxD^c^B, 

Da  xc^x^  so  ist  xcBx  ^£  xc,  sodass  bleibt: 

X  ^  xcD^c^B. 
Multiplikation  mit  c^  giebt,  da  xcB^c^^^c^i 

xci  ^  xoB^c^. 
Multiplikation  mit  B^  giebt,  da  a^cDi^Dj: 

xc^B^  ^  ajcDi- 
Liegt  X  nicht  auf  2>j,   so  giebt  Multiplikation  mit  rr,  da  xc^^x  und  rc^a:: 

das  heisst  a;  liegt  auf  cq.  Da  o:  auch  auf  B  liegt,  so  ist  dann  x^  cc^B. 
Diesen  Punkt  nennt  Grassmann  f.  Wenn  dagegen  x  auf  Dj  liegt,  so 
kommt  x^^BB^^  und  dies  ist  Grassmanns  Punkt  \.  Wir  sehen  somit: 
Haben  a,  jB,  c,  D,  D^  und  q  allgemeine  Lage,  so  ist  das 
planimetrische  Produkt  axBcBxB^t^Bx  nur  für  folgende  Punkte 
x  gleich  Null: 

rr  ^  a,     x^  BB,     x  ^  acB^ 

x^B^BcBaB^,     x^cc^B,     x'=BB^. 

Es  sind  dies  Grassmanns  Punkte  a,  fe,  d,  c^,  /",  äj^.    Entsprechend  ist 

a^xBc^B^xBcBx  =  0 

für  die  sechs  Punkte: 

a:^«!,     x^^lBB^^     x^^a^c^B^y 

x^BB^c^Ba^B,     x^c^cB,     x^BB, 

die  Grassmann  mit  o^,  A^i,  d^^,  6,  /*,  ä;  bezeichnet  Insgesamt  erhalten 
wir  also  wirklich  neun  verschiedene  Punkte  wie  im  Tert. 

Zu  S.  64,  Z.  12 — 16.  Hier  haben  wir  den  Originaltext  abändern 
müssen,  weil  er  einen  für  das  Spätere  belanglosen  Lrthum  enthält.  Vgl. 
das  Verzeichniss  der  Abweichungen. 

Zu  S.  64,  Z.  20  u.  f.  Hier  nimmt  Grassmann  eine  Vereinfachung 
vor,  bei  der  er  stillschweigend  voraussetzt,  dass  von  den  gegebenen  Punkten 
und  Geraden  nur  c  und  c^  verändert  werden.  Diese  wählt  er  so,  dass  k 
mit  e  und  k^  mit  e^  zusammenfällt.  Um  dies  rechnerisch  zu  erreichen, 
verfahren  wir  so:  Da 

k^BB^     e^BB^c^Ba^B, 
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also  k  und  e  von  c  unabhängig  sind,  so  fragt  es  sich  zunächst  nur,  wie  c^ 
zu  wählen  ist,  damit  Je     .  e  oder 

(«)  BD       DD^c^Ba^D 

wird.     Wenn   man  diese  Gleichung  mit  (ly  multiplicirt,  so  kommt: 

BBa^    E  DDyC^Boy,     da     DD^c^Ba^'^ay. 

Multiplikation  mit  B  giebt: 

BD       DDyCyB,     da     BD^B  und  DD^c^B^B. 

Multiplikation  mit  q  giebt: 

BDcy  ^DDyCi,     da     DD^ c^^c^. 

Liegt  Tj  nicht  auf  2>,  so  giebt  die  Multiplikation  mit  D  die  Gleichung 
BD  DDy^  die  falsch  ist.  Daher  ist  q  auf  D  zu  wählen.  Alsdann 
reducirt  sich  die  ursprüngliche  Forderung  («),  da  dann  DD^c^^^  D, 
DBu^DeElDB  ist,  auf  eine  Identität.  Entsprechend  ist  c  auf  2>j  zu 
wählen. 

Durch  diese  besondere  Wahl  von  c  und  Cj  wird  erreicht,  dass  von 
den  drei  Schnittpunkten  d,  e,  A;  bez.  di,  Cj,  äj^  der  Geraden  D  bez.  Dj  mit 
der  Kurve  dritter  Ordnung  je  zwei,  nämlich  e  und  k  bez.  c^  und  /r^  zu- 
sammenfallen, sodass  D  und  D^  die  Tangenten  der  Kurve  in  e  und  e^  werden. 

Zu  S.  65,  Z.  1  Druckfehler:  c  und  Cj  sind  zu  vertauschen. 

Zu  8.  65,  Z.  7 — 15.  Denn  alle  Kurven  dritter  Ordnung  durch  acht 
gemeinsame  Punkte  haben  noch  einen  Punkt  gemein.  Durch  die  acht 
Punkte  c,  Cj  (beide  doppelt  zählend),  d,  rfj,  a,  a^  lässt  sich  aber  eine  zer- 
fallende Kurve  dritter  Ordnung  legen,  bestehend  aus  den  Geraden  ed,  c^d^ 
und  a«!,  von  denen  die  ersten  beiden  die  ursprüngliche  Kurve  in  e  und  e^ 
berühren.  Wählt  man  a  und  a^  wie  im  Text,  so  liegt  f  nicht  auf  dieser 
zerfallenden  Kurve  und  ist  daher  auch  nicht  der  neunte  Punkt,  den  alle  die- 
jenigen Kurven  dritter  Ordnung  gemein  haben,  die  durch  f,  q,  d,  rf^,  r/,  a, 
gehen  und  cd  und  e^d^  zu  Tangenten  in  e  bez.  e^  haben.  Daher  giebt  es 
nur  eine  Kurve  dritter  Ordnung  durch  c,  e|,  d,  dj,  a,  o^  imd  /*,  die  cd 
und  Cjdi  zu  Tangenten  in  e  bez.  c^  hat. 

Zu  S.  66,  Z.  1 — 6.  Diese  Erzeugung  aller  Kurven  dritter  Ordnung 
heisst  heutzutage  allgemein  die  Grassmann  sehe.  Vgl.  jedoch  unsere  aus- 
führliche Anmerkung  zu  8.  97,  aus  der  hervorgeht,  dass  es  nicht  richtig 
ist,  blos  diese  specielle  Erzeugung  nach  Grassniann  zu  benennen. 

Zu  S.  70,  Z.  17  f.  V.  u.  A.  F.  Möbius,  Der  barycentrische  Calcul 
u.  8.  w.,  Leipzig  1827,  §  136—138  auf  8.  172—177,  §  70  auf  8.  83,  84. 
8iehe  auch  Möbius  Ges.  Werke  Bd.  I,  8.  161—166,  8.  92 f 

Zu  8.  70,  Z.  11  u.  10  V.  u.  Es  handelt  sich  um  die  rationalen 
Kurven  oder  Kurven  vom  Geschlechte  Null. 
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III.    Ueber  die  Erzeugung  der  Kurven  dritter  Ordnung  durch 
gerade  Linien  und  über  geometrische  Definitionen  dieser 

Kurven. 
Grelles  Journal  Bd.  86  (1848). 

Zu  S.  73,  Z.  2  des  Textes.  Julius  Plücker,  Ueber  Kurven  dritter 
Ordnung  und  analytische  Beweisführung,  Grelles  Journal  Bd.  34  (1847), 
S.  329 — 336.     Wir  führen  folgende  Stelle  daraus  an: 

„Die  Geometrie  der  höheren  Kurven  kann  der  Algebra  und  ihrer  Be- 
griflfs-Bestimmungen  nicht  entbehren.  Es  giebt  nicht  einmal  eine  geome- 
trische Definition  einer  Kurve  dritter  Ordnung,  und  wo  es  keine  allgemeine 
Definition  giebt,  da  giebt  es  auch  keine  methodische  Behandlung.  Die 
Bestinunung  einer  Kurve  dritter  Ordnung  als  einer  solchen,  die  von  einer 
geraden  Linie  in  drei  Punkten  geschnitten  wird,  ist  die  geometrische  Um- 
schreibung einer  algebraischen  Definition Die  allgemeinste  geometri- 
sche Definition  einer  Kurve  dritter  Ordnung  wäre  nach  meiner  Meinung 
immer  noch  diejenige,  welche  als  Interpretation  der  Gleichung  ....  sich 
ergiebt  .  .  .  . : 

„„Wenn  vier  gerade  Linien  (|)),  (g),  (r)  und  (s)  gegeben  sind,  so  ist 
der  geometrische  Ort  solcher  Punkte,  für  welche  das  Produkt  aus  den  Ab- 
ständen von  den  drei  ersten  gegebenen  geraden  Linien  zu  dem  Kubus  des 
Abstandes  von  der  vierten  geraden  Linie  in  einem  gegebenen  Verhältniss 
steht,  eine  Kurve  dritter  Ordnung."" Aber  wer  würde  es  unter- 
nehmen, aus  der  vorstehenden,  oder  aus  irgend  einer  andern  Definition,  auf 
geometrischem  Wege,  die  Eigenschaften  der  Kurven  dritter  Ordnung  syste- 
matisch abzuleiten?". 

Als  Plücker  dies  schrieb,  kannte  er  vermuthlich  die  Grassmannsche 
Definition  (oben  S.  66)  nicht.  Das  Heft  von  Grelles  Journal,  in  dem  die 
Plückersche  Abhandlung  steht,  ist  übrigens  das  letzte,  in  dem  sich  rein 
mathematische  Abhandlungen  von  Plücker  finden,  der  bekanntlich  damals 
genöthigt  wurde,  sich  der  Physik  zuzuwenden.  Plücker  ist  auf  die  Grass- 
mannsche Reklamation  nicht  zurückgekommen. 

Zweifellos  ist  Plücker  im  Unrecht,  wenn  er  behauptet,  dass  es  keine 
rein  geometrische  Definition  der  Kurven  dritter  Ordnung  gebe,  denn 
die  Grassmannsche  Definition  ist  rein  geometrisch  und  allgemein;  die 
Frage,  ob  man  mit  Hülfe  dieser  Definition  nun  auch  die  Kurven  etwa 
punktweise,  vielleicht  mittels  Lineals  und  Zirkels,  zu  zeichnen  vermöge,  konumt 
ja  hierbei  nicht  in  Betracht.  Wenn  aber  Plücker  wünscht,  „auf  geome- 
trischem Wege  die  Eigenschaften  der  Kurven  dritter  Ordnung  systematisch 
abzuleiten",  so  thut  wohl  das,  was  Grassmann  in  der  Abhandlung  11  über 
die  Kurven  dritter  Ordnung  beigebracht  hat,  diesem  Wunsche  nicht  Genüge. 

Zu  S.  75,  Fig.  15.  Diese  Figur  ist  im  Original  nicht  vorhanden.  Sie 
soll  das  Verstehen  der  Betrachtung  auf  S.  75  unten  erleichtem. 

Zu  S.  75,  Z.  11 — 17.  Der  rechnerische  Nachweis  gestaltet  sich  so: 
Nach  Fig.  14  ist  die  Gleichung  der  Kurve: 

xaCh{xa^C^h^  xd  =  0. 

Nun  ist  xaCh  =  0   für  x^a,    xa^C^h^  =  0   für  ic  ^  a^,   ard  =  0   für 
x^d.    Hiermit  sind  drei  der  neun  Punkte  gefunden.     Auch  aus  der  For- 
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derung,  dass  das  Theilprodukt  xaCb  ,  xa^Cib^  =  0  sei,  könnten  yrir  einen 
Punkt  finden  [nämlich  x^bh^Ca  ,  {hb^C^a^)]^  aber  diesen  Punkt  benutzt 
Grassmann  nicht.  Da  die  drei  Faktoren  xaCb,  xa^C^b^^  xd  gerade 
Linien  sind  und  deshalb  in  beliebiger  Reihenfolge  geschrieben  werden 
können,  so  kommen  wir  dazu,  das  Theilprodukt 

xaCb  .  xd  =  0 

zu  setzen  unter  der  Voraussetzung:  xaCb  ^  0^  xd^O.    Dann  ist: 

(a)  xaCb^=:xd. 

Multiplikation  mit  C  giebt,  da  xaC^C: 

xaC ^  xdC. 

Liegt  X  nicht  auf  0,  so  giebt  Multiplikation  mit  x,  da  xa^Xy  xd^xi 

xa  zEE  xd^ 

das  heisst  x  liegt  auf  aef;  aber  dann  ist  xa  ^  xd  ^=:  ad,  sodass  die  Forderung 
(a)  ergeben  würde:  adCb  EEE  ad,  was  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist. 
Demnach  ist  x  auf  C  zu  wählen.  Dann  giebt  (a)  sofort  xb  r:-  xd,  das  heisst 
X  liegt  auch  auf  db-,  demnach  ist  xE^dbC  ein  Punkt  der  Kurve.  Dieser 
sowie  der  analog  zu  findende  Punkt  x  Ezt-.  db^C^  kommt  im  Text«  vor. 
Jetzt  setzen  wir  das  Theilprodukt 

(/})  xaCb(xa^C^b^)x  =  0 

unter  der  Voraussetzung:  xaCb  {xa^C^b^  =^  0.    Hierfür  lässt  sich  schreiben: 

xaCbixa^C^b^  ^  x, 

Multiplikation  mit  b  giebt: 

(y)  xaCb\i.~2xb,     da     xaCb''^b, 

vorausgesetzt,  dass  nicht  auch  xa^C^b^'^b  wäre.  Aber  in  diesem  Falle 
käme  xb  =  0,  das  heisst  x^b,  und  dieser  Punkt  erfüllt  die  Forderung 
(ß)  im  Allgemeinen  nicht.     Analog  (y)  kommt  auch: 

{S)  xa^C^b^  T.:  xb^. 

Multipliciren  wir  (y)  mit  C  und  (d)  mit  C^,  so  kommt: 

xaC^  xbC,     xa^C^  eh  xb^C^, 

Liegt  X  weder  auf  C  noch  auf  C^,  so  giebt  Multiplikation  mit  x: 

xa^xb,    xa^^  xb^y 

das  heisst  es  geht  der  Kurvenpunkt  x^ab.a^b^^  hervor.  Liegt  dagegen  x  auf  C, 
aber  nicht  auf  Cj,  so  giebt  die  erste  Gleichung  durch  Multiplikation  mit  x 
eine  Identität,  die  zweite  aber  xa^^  ^E  xb^,  das  heisst  x  liegt  auch  auf  a,2»i, 
demnach  ist  x  _  .  a^  ft^  C.  Liegt  drittens  x  nicht  auf  C,  wohl  aber  auf  C^ , 
so  konmit  analog  x^  abC^,     Liegt  endlich  x  auf  C  und  auf  C^ ,   so  ist 

Dass  alle  gefundenen  neun  Punkte   wirklich  die  Kurvengleichung  er- 
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füllen,  erkennt  man  ohne  Mühe.    Z.  B.  für  a:  ^  CC/j  ergieht  sich,  da  dann 
xaC^  CC^^  xa^C^  ^  CC^  ist,  sofort: 

xaCb(xaiC^\)x^  CCib{CCj^bi)  (CC^)  =  0, 

weil  CC^h^CG^  und  GC^\^CC^, 

Zu  S.  76,  Z.  20  u.  19  V.  u.  Diese  Festsetzung  ist  nöthig  wegen  des 
Späteren,  siehe  Z.  7  v.  u. 

Zu  S.  77,  Z.  9  u.  8  V.  u.  Grassmann  seihst  heweist  dies  Ahh.  XIV, 
8.  225. 

Zu  S.  78,  Z.  17  u.  18.  Deutlicher:  „Die  Punkte  und  die  Geraden 
will  ich  Elemente  nennen". 

Zu  S.  79,  Z.  1  u.  2,  5 — 9.  Dies  ist  nicht  genügend  hegründet.  Wir 
kommen  hierauf  bei  einer  Stelle  der  nächsten  Abhandlung  zurück  (siehe 
Anm.  zu  S.  83,  Z.  7  v.  u.  u.  f.). 


lY.    Der  allgemeine  Satz  über  die  Erzeugung  aller  alge- 
braischer Kurven  durch  Bewegung  gerader  Linien. 
Grelles  Journal  Bd.  42  (1851). 

Zu  S.  82,  Z.  11  u.  10  V.  u.  Nämlich  so:  d  wird  beliebig  gewählt 
(vgl.  Fig.  35),  darauf  durch  Parallelenziehen  de  gleich  ca  bestimmt,  ebenso 
di  gleich  cg^  nunmehr  cd  mit  fe  in.  k 
zum  Schnitt  gebracht  und  cg  mit  hi  mh. 
Alsdann  ist  ^ f       ^    o^ 

ca  :  cf=  de:  cf=  di  :  ch  =  cg  i  eh. 

Zu  S.  82,  Z.  3—1  V.  u.  Aus  dem 
Beweise  erhellt,  wie  der  auf  S.  81  aus- 
gesprochene zweite  Theil  des  Hauptsatzes, 
„dass  jede  algebraische  Kurve  auf  die 
in  dem  Satze  angegebene  Weise  erzeugt 
werden  kann",  aufgefasst  werden  soll. 
Während  nämlich  zuerst  gezeigt  worden  ist,  dass  ein  solcher  linealer 
Mechanismus,  der  durch  eine  planimetrische  Gleichung  vom  n-ten  Grade 
hinsichtlich  des  veränderlichen  Punktes  dargestellt  wird,  eine  Kurve  von 
höchstens  «-ter  Ordnung  erzeugt,  wird  zweitens  bewiesen,  dass  sich 
jede  Kurve  »-ter  Ordnung  durch  einen  solchen  linealen  Mecha- 
nismus erzeugen  lässt,  dessen  planimetrische  Gleichung  hin- 
sichtlich des  veränderlichen  Punktes  von  mindestens  «-ter  Ord- 
nung ist.  Die  niedrigste  Ordnung  n  wird  nur  in  Ausnahmeföllen  erreicht. 
Allerdings  zeigt  Grassmann  in  den  Abhandlungen  m  und  VII,  dass  für 
jede  Kurve  bis  zur  vierten  Ordnung  ein  linealer  Mechanismus  von  ent- 
sprechender Ordnung  angegeben  werden  kann.  Worauf  es  beruht,  dass  die 
Verwandlung  der  analytischen  in  eine  planimetrische  Gleichung  im  All- 
gemeinen mit  einer  Erhöhung  der  Ordnung  verbunden  ist,  deutet  Grass- 
mann  selbst  weiter  unten  an,  und  wir  werden  darauf  zurückkommen. 

Zu  S.  83,  Z.  9.    Deutlicher:  „Sowohl  die  Punkte  als  auch  die  Geraden 
nenne  ich  Elemente". 

Orassmann,  Werke  II.  26 
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Zu  S.  83,   Z.  7  V.  u.  u.  f.     Nicht  jeder    lineale   Mechanismus    ist  das, 
was   Grassmann    eine  Verkettung    gerader  Linien   nennt.     Man   betrachte 

z.  B.    den    in   Fig.  36   angegebenen  Mechanismus, 
^'^  ^'  bei  dem  die  Punkte  und  Geraden  a^,  o,,  -Bj,  -Bj, 

Cij  ^j  A»  ^»  ^»  A»  fi  ^^8^  dagegen  die  Punkte 
Xy  y,  j?,  u  und  die  sonstigen  Yerbindungsgeraden 
und  Schnittpunkte  beweglich  sind.  Der  Punkt  x 
beschreibt  die  durch  die  Gleichung 

xaiB^Cj^{xdi)fi[xa^B^c^(xd^)f^]xe  =  0 

dargestellte  Kurve  fünfter  Ordnung.  Die  Punkte 
y  imd  z  beschreiben  je  eine  Kurve  siebenter  Ord- 
nung, z.  B.  y  die  Kurve; 

Dagegen  ist  es  unmöglich,  ftlr  den  Punkt  u  eine  planimetrische 
Gleichung  aufzustellen,  obgleich  dieser  Punkt  eine  algebraische  Kurve 
beschreibt,  die  von  höchstens  achter  Ordnung  ist.  Denn,  um  die  Bahn 
von  M  zu  untersuchen,  fragen  wir  uns,  wie  viele  Punkte  u  auf  einer  be- 
liebig, aber  bestimmt  gewählten  Geraden  G  gelegen  sind.  Wird  u  auf  G 
gewählt,  so  muss  einerseits 

xa^B^(\{xeGf^)xd^  =0 
und  andererseits 

xa^B^c^(xeGf^)xd^  =  0 

sein.  Erfü,llt  x  diese  beiden  Bedingungen,  so  ist  xeG  einer  der  gesuchten 
Punkte  ?i,  sobald  x  nicht  mit  e  zusammenfällt.  Nun  aber  stellt  jede  der 
beiden  angegebenen  Gleichungen  eine  Kurve  dritter  Ordnung  dar,  deren 
Allgemeinheit  Grassmann  auf  S.  76,  77  nachgewiesen  hat.  Sie  haben 
nexm  Punkte  gemein,  aber  einer  davon  ist  der  auszuschliessende  Punkt  e. 
Demnach  giebt  es  höchstens  acht  Punkte  u,  die  auf  G  gelegen  sind.  Die 
Bahn   des  Punktes  u  ist   somit   eine  Kurve   von  höchstens  achter  Ordnung. 

Wendet  man  auf  diesen  Mechanismus  den  Text  Grassmanns,  S.  83, 
an,  so  erkennt  man  sofort,  dass  der  Mechanismus  allerdings  für  die  Punkte 
x^  y  und  e  jedesmal  eine  geschlossene  Verkettung  gerader  Linien  vorstellt, 
aber  nicht  für  den  Punkt  u.  Denn  von  u  gehen  drei  offene  Figuren  uf^y^ 
uex,  uf^z  aus,  von  denen  aber  keine  zwei,  wie  es  der  Text  verlangt,  un- 
mittelbar an  einander  geschlossen  werden. 

Andererseits  darf  man  aber  gewiss  die  Art,  wie  hier  der  Punkt  u  sich 
zu  bewegen  gezwungen  ist,  eine  „durch  blosse  gerade  Linien  bedingte  Er- 
zeugung" einer  algebraischen  Kurve  nennen,  wie  sich  Grassmann  auf 
S.  79,  Z.  1  u.  2,  ausdrückt.  Infolgedessen  hat  die  Bemerkung  auf  S.  79, 
Z.  5 — 9,  keine  Beweiskraft. 

Wir  sehen:  Ausser  den  Grassmannschen  geschlossenen  Ver- 
kettungen gerader  Linien  giebt  es  noch  andere  lineale  Mecha- 
nismen zur  Erzeugung  algebraischer  Kurven.  Jedoch  können  wir 
sogleich  einschränkend  hinzufügen:  Grassmann  hat  bewiesen,  dass 
sich  jede  algebraische  Kurve  durch  eine  geschlossene  Verkettung 
gerader  Linien  erzeugen  lässt. 
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Zu  S.  83,  Z.  7  V.  u.  Nach  dem  unmittelbar  Vorhergehenden  müsste 
hier  vor  Verkettung  das  Wort  „geschlossene"  eingeschaltet  sein. 

Zn  S.  84,  Z.  12 — 9  v.  u.  Die  Doppelpunkte  kann  man  so  nachweisen: 
Geht  von  x  eine  doppelt  zählende  offene  Figur  xa  ,  .  .  aus,  so  tritt  die 
Gerade  xa  oder  ax  zweimal  in  der  planimetrischen  Gleichung  auf.  Ins- 
besondere können  wir  mit  ihr  die  Verkettung  schliessen,  sodass  die  Kurven- 
gleichung die  Form  hat: 

{ax)  .  . .  aa;  =  0, 

wobei  die  Punkte  Faktoren  darstellen,  die  ausser  festen  Punkten  und  Ge- 
raden den  Punkt  x  noch  (n  —  2)-mal  enthalten,  sobald  die  ganze  Gleichung 
vom  n-ten  Grade  ist.  Wird  das  Theilprodukt^  das  nach  Streichung  der 
beiden  letzten  fortschreitenden  Faktoren  a,  x  übrig  bleibt,  mit  w^  bezeichnet, 
so  ist  w^  vom  («  —  l)-ten  Grade  und  enthält  dabei  einmal  den  Faktor  ax^ 
während 

u^ax  =  0 

die  Gleichung  der  Kurve  92-ter  Ordnung  ist.  Vom  Kurvenpunkte  a  ans  ziehen 
wir  eine  beliebige  Gerade,  etwa  nach  dem  beliebig,  aber  fest  gewählten 
Punkte  m.  Wir  fragen  nach  den  Schnittpunkten  x  der  Geraden  am  mit 
der  Kurve.  Für  solche  Punkte  x  ist  ax^EEEiam,  Setzen  wir  in  w^  für  den 
Faktor  ax  demnach  aw,  so  geht  ein  Produkt  v^  hervor,  das  x  njir  noch 
(« —  2) -mal  enthält.  Nach  der  Kurvengleichung  liegen  die  gesuchten 
Punkte  X  einerseits  auf  der  mit  x  veränderlichen  Geraden  v^a^  andererseits 
auf  der  festen  Geraden  am.  Sind  beides  verschiedene  Gerade,  so  ist  a 
ihr  Schnittpunkt.  Sie  liefern  also  dann  den  schon  bekannten  Punkt  a;  ^^  a. 
Fallen  beide  Gerade  zusammen,  so  liegen  die  drei  Punkte  v^,  a,  m  auf  einer 
Geraden,  sodass 

v^am  =  0 

ist  Dies  aber  ist  eine  planimetrische  Gleichung  («  —  2)-ten  Grades  in  x. 
Also  hat  die  durch  a  beliebig  gezogene  Gerade  am  mit  der  Kurve  w-ter 
Ordnung  ausser  a  nur  noch  n  —  2  Punkte  gemein.  Daher  ist  a  ein 
Doppelpunkt  der  Kurve. 

Zum  letzten  Absatz  der  Abhandlung:  Die  Grassmann'sche  Methode 
der  Vei-wandlung  einer  algebraischen  Gleichung  f(x^  y)  =  0  in  eine  plani- 
metrische Gleichung  genügt  zwar  vollständig  zum  Beweise  des  zweiten 
Theiles  des  Hauptsatzes,  ist  jedoch,  wie  Grassmann  hier  selbst  zugiebt, 
praktisch  nicht  vollkommen.  Um  dies  klar  zu  machen,  geben  wir  hier  das 
Grassmann  sehe  Verfahren  in  symbolischer  Darstellung  wieder: 

Es  sei  Ä^  die  rc-Axe,  Ä^  die  y-Axe,  Ä^  die  unendlich  ferne  Gerade, 
femer  Oj  der  unendlich  ferne  Punkt  von  Ä^  und  o^  der  unendlich  ferne 
Punkt  von  ^g-  ^®^  Punkt  mit  den  Koordinaten  x  =  1^  y  =  1  sei  mit  c 
bezeichnet,  die  Parallele  zu  A^  durch  ihn  treffe  Ä^  in  e^,  und  die  Parallele 
zu  Ä^  durch  e  treffe  A^  in  Cj.     (Siehe  Fig.  37,  nächste  Seite.) 

Alsdann  besteht  die  Grassmann  sehe  Methode  in  Folgendem:  Man 
rauss  erstens  ein  Mittel  haben,  die  Koordinaten  a:,  y  eines  beliebigen  Punktes 
p  der  Ebene  durch  Punkte  [ä],  [y]  der  a:-Axe  A^  darzustellen,  die  x  bez.  y 
zur  Abscisse  haben.  Zweitens  muss  man,  wenn  u  und  v  irgend  zwei  Punkte 
der  aj-Axe   sind,   den   Punkt   [t*  -|-  v]   der  x-Axe   zu  finden   wissen,  dessen 

26* 
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Abscisse  gleich  der  Summe  der  Abscissen  von  u  und  v  ist,  und  drittens 
muss  man  den  Punkt  [tiv]  der  x-Axe  finden  können,  dessen  Abscisse  gleich 
dem  Produkt  der  Abscissen  von  n  und  v  ist.    Die  planimetrischen  Formeln: 


(1) 

(2) 

(3) 


siehe  Fig.  37, 


[u  -\-  v]i        He^Ä^[va^(eai)\Aiy     siehe  Fig.  38, 
\uv]EEueA2[va^(ea^y]A^^      siehe  Fig.  39, 


Fig.  87. 


PlT    88. 


Fig.  39. 


^. 


Jtd'^t^ 


i  ^  r<r 


geben  die  Lösungen  dieser  Aufgaben. 

Will  man  nun  eine  analytische  Gleichung  f(x^  ti)  =  0  planimetrisch 
schreiben,  so  stellt  man  zunächst  jeden  darin  auftretenden  konstanten  Faktor 
durch  einen  Punkt  der  x-Axe  dar,  dessen  Abscisse  die  betreffende  Konstante 
ist.  Durch  (1)  und  (2)  werden  auch  x  und  y  selbst  so  dargestellt.  Durch 
fortwährende  Anwendung  von  (3)  und  (4)  auf  x,  y,  auf  die  Konstanten  und 
auf  die  aus  ihnen  durch  Addition  und  Multiplikation  hervorgehenden  Aus- 
drücke ergeben  sich  dann  nach  und  nach  alle  in  /"(ir,  y)  auftretenden  Sum- 
men und  Produkte.  Schliesslich  wird  dadurch  die  Summe  aller  in  /'(x,  y) 
auftretenden  Glieder,  die  x  und  ;/  enthalten,  durch  einen  Punkt  w  der 
ic-Axe  dargestellt,  dessen  Abscisse  der  Werth  dieser  Summe  ist.  Ist  femer 
c  das  in  /"(x,  y)  auftretende  konstante  Glied,  so  sei  C  die  Parallele  zur 
y-Axe  mit  der  Abscisse  —  c.  Alsdann  verlangt  /*(x,  y)  =  0,  dass  jener  Punkt 
w  im  Schnittpunkt  der  x-Axe  mit  C  liege,  sodass  wC  =  0  die  gesuchte 
planimetrische  Gleichung  ist.  Dabei  ist  tc  ein  planimctrisches  Produkt,  das 
ausser  dem  veränderlichen  Kurvenpunkt  p  nur  feste  Punkte  und  Geraden 
enthält. 

Um  z.  B.  die  Hyperbel 

xy  -\-  c  =  0 

darzustellen,  bilden  wir  den  Punkt  \xy^  der  x-Axe,  dessen  Abscisse  xy  ist, 
indem  wir  (4)  anwenden,  worin  für  u  und  v  die  Werthe  (l)  und  (2)  zu 
setzen  sind.     Dann  kommt  die  zugehörige  planimetrische  Gleichung: 

pa2AieA^[paj^A^{ei€^A^)Aia2{eai)]A^C  =  0, 

die,  wie  man  sieht,  auch  vom  zweiten  Grade  in  p  ist. 

Im  allgemeinen  jedoch  wird  der  Grad  der  planimetrischen  Gleichung 
in  p  höher  als  der  Grad  der  analytischen  Gleichung  /'(x,  y)  =  0.  Der 
Grund   dafür  ist,   dass   sich   der  Summenpunkt   [u  -|-  v]  zweier  Punkte  u 
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und  V  der  x-Axe  nach  (3)  als  Produkt  darstellt,  das  u  und  v  als  Fak- 
toren enthält.  Ist  also  z.  B.  u  ein  planimetrisches  Produkt,  das  a-mal  den 
Faktor  p  enthält,  v  eines,  das  j3-mal  den  Faktor  p  enthält,  so  enthält  das 
planimetrische  Produkt,  das  [u  +  v]  darstellt,  den  Faktor  p  {cc  -\-  j3)-mal. 
Wenn  z.  B.  der  Kreis: 

x^  +  y^  +  c  =  0 

dargestellt  werden  soll,  so  findet  man:  Das  Produkt,  das  x^  darstellt,  ent- 
hält p  zweimal,  ebenso  das  Produkt,  das  y*  darstellt.  Das  Produkt  also, 
das  X*  4"  y*  darstellt,  enthält  p  viermal.  Die  zugehörige  planimetrische 
Gleichung  wird  also  eine  vom  vierten  Grade.     Allgemein: 

Die  planimetrische  Gleichung,  die  durch  das  Grassmannsche 
Verfahren  aus  einer  geordneten  algebraischen  Gleichung  f{x^y)  =  0 
hervorgeht,  ist  in  dem  veränderlichen  Punkte  p  von  demjenigen 
Grade,  der  gleich  der  Summe  der  Grade  aller  Glieder  in  f{x^y) 
hinsichtlich  x  und  y  ist. 

So  giebt  z.  B.  die  Hyperbel  xy  -{-  c  =^  0  eine  Gleichung  zweiten 
Grades,  dagegen  die  Parabel  x^  —  y  =  0  eine  dritten  und  der  Kreis 
-c*  +  y*  -j-  c  =  0  eine  vierten  Grades. 

Nun  erhebt  sich  die  Frage:  Angenommen,  eine  algebraische  Gleichung 
«-ten  Grades  f{xy  y)  =  0  ist  durch  das  Grassmann'sche  Verfahren  in  eine 
planimetrische  Gleichung  (n  -j-  w»)-ten  Grades  verwandelt  worden,  was  für 
Kurven  werden  alsdann  durch  die  letztere  Gleichung  ausser  der 
Kurve  w-ter  Ordnung  dargestellt?  Grassmann  behauptet  auf  S.  85 
zum  Schluss,  dass  dies  nur  die  m-fach  zählende  unendlich  ferne  Gerade  A^  sei. 

In  der  That  erkennt  man  dies,  wenn  man  homogene  Koordinaten  ein- 
fährt: Das  Koordinatendreieck  bestehe  aus  den  Geraden  Ä^^  Ä^^  J.3,  sodass 
der  unendlich  ferne  Punkt  o^  der  x-Axe  die  Koordinaten  1,  0,  0,  der  un- 
endlich ferne  Punkt  Oj  der  y-Axe  die  Koordinaten  0,  1,  0  und  der  An- 
fangspunkt die  Koordinaten  0,  0,  1  hat.  Der  Punkt  e,  der  Einheitspunkt, 
soll  die  Koordinaten  1,  1,  1  haben.  Alsdann  hat  A^  die  Linienkoordinaten 
0,  1,  0,  A^  die  Linienkoordinaten  1,  0,  0  und  A^  die  Linienkoordinaten 
0,  0,  1.  Femer  sind  die  Koordinaten  von  e^  gleich  1,  0,  1,  die  von  Cj, 
gleich  0,  1,  1.  Hat  nun  p  die  Koordinaten  ar^,  a:^,  Xj,  so  findet  man  durch 
fortgesetzte  Matricenbildung  aus  (l)  und  (2)  sofort  die  der  Punkte  [x]  und 
[y]  der  X'Axe  und  zwar,  wie  von  vornherein  zu  erwarten  ist,  die  Koordi- 
naten a*i,  0,  0*3  für  [x]  und  die  Koordinaten  x^,  0,  x^  für  [y\. 

Wenn  nun  der  Punkt  u  der  a;-Axe  die  Koordinaten  w^,  0,  Mj  imd 
der  Punkt  v  der  x-Axe  die  Koordinaten  y^,  0,  v^  hat,  so  liefert  fortgesetzte 
Matricenbildung  nach  (3)  und  (4)  die  von  [u  +  ^]  und  ['**']•  Danach 
hat  der  Summenpunkt  [u  +  t']  <üö  Koordinaten: 

(5)  w^Vj  +  Wat;!,     0,     m,«;^ 

und  der  Produktpunkt  [uv]  die  Koordinaten 

Wi^i,     0,     u^v^. 

Wendet  man  dies  an  auf  die  Bildung  derjenigen  Punkte  der  j:-Axe, 
deren  Abscissen  ir*,  xy,  y^  u.  s.  w.  sind,  so  findet  man,  dass  allgemein  [x**^«^] 
die  Koordinaten  x\'x^^  0,  xj"^'^  hat.  Femer  hat  der  Punkt  der  x-Axe, 
dessen  Abscissc  gleich  ax^y*'^  ist,  die  Koordinaten  axf^x^^  0,  icS"*''^   da  der 


39()  AomerkuDgen  zu  den  Abhandlungen  über  Geometrie 

Punkt  [a]  der  x-Axe  die  Koordinaten  a,  0,  1  hat  Wollen  wir  aber 
die  Summe: 

(6)  aof^^  +  6xV 

durch  einen  Punkt  der  jc-Axe  darstellen,  so  haben  wir  in  den  Werthen  (5) 
für  Uj  und  m,  die  Werthe  ao^oo^^  ^"^'^  ^^d  für  v^  und  v^  die  Werthe 
hx\3\^  x^"^^  zu  setzen,  sodass  der  gesuchte  Punkt  der  x-Axe  die  Koordi- 
naten hat: 

(7)  axf{ij^x\^^  +  6j;Jx5a?+^     0,     sf'^^^-^y^K 

Ist  etwa  a  +  /^^y"l"^?  so  hat  also  derjenige  Punkt  der  x-Axe,  der  die 
Summe  (6)  darstellt,  solche  homogene  Koordinaten  (7),  von  denen  sich  der 
Faktor  xj+^  absondern  lässt,  sodass  die  übrigbleibenden  Koordinaten: 

ax?xj[  +  ft^xJxj+.^-y-^,    0,    x;+i^ 

genau  von  dem  Grade  «  -f-  j3  sind,  der  der  höchste  Grad  in  (6)  ist. 

So  ergiebt  sich,  indem  man  alle  Glieder  in  f{x^y)  sununirt,  dass 
schliesslich  derjenige  Punkt  der  x-Axe,  der  die  Sunune  aller  veränderlichen 
Glieder  in  f{x^y)  darstellt,  homogene  Koordinaten  hat,  von  denen  sich 
x^  so  o/t  absondern  lässt,  als  die  Summe  s  aller  Grade  aller  ein- 
zelnen Terme  die  Ordnung  n  der  Kurve  f(x^y)  =  0  übersteigt. 
Mithin  stellt  die  schliesslich  hervorgehende  planimetrische  Gleichung,  sobald 
man  sie  in  homogenen  Koordinaten  schreibt,  analytisch  eine  Gleichung  von 
der  Form  dar: 

^r"9^(^n  ^17  ^8)  =  0, 

wo  <p  homogen  und  ganz  vom  n-ten  Grade  in  x^^x^,  x^  ist.  Demnach  stellt 
die  planimetrische  Gleichung  ausser  der  Kurve  n-ter  Ordnung 
(p  =  0  oder  f{x^y)  =  0  noch  die  {s  —  n)-fach  zählende  unendlich 
ferne  Gerade  x^  =  0  dar.  Dabei  ist  s  die  Summe  der  Grade  aller 
Terme  der  Gleichung  /*(x,  y)  =  0. 

Immerhin  lässt  sich  die  Potenz,  in  der  die  unendlich  ferne  Gerade 
auftritt,  häufig  dadurch  erniedrigen,  dass  man  vor  der  Anwendung  des 
Grassmannschen  Verfahrens  die  Gleichung  f(x^y)  =  0  anders  schreibt. 
Man  bemerkt  nämlich  nach  (5),  dass  derjenige  Punkt  der  x-Axe,  der  die 
Summe  aus  ax"yf^  und  aus  einer  Konstanten  b  darstellt,  die  homogenen 
Koordinaten: 

asf^T^+bx^-^l*,     0,     x^-^i'* 

hat,  die  vom  selben  Grade  wie  die  Summe  ax^y^  -j"  ^  selbst  sind.  Wenn 
man  also  die  algebraische  Gleichung  f(x,  y)  =  0  vor  der  Anwendung  des 
Grassmannschen  Verfahrens  auf  eine  solche  Form  bringen  kann,  in  der 
sie  ausser  Produkten  nur  solche  Summen  enthält,  die  aus  nur 
zwei  Summanden  bestehen,  von  denen  der  eine  konstant  ist,  so 
hat  die  planimetrische  Gleichung  denselben  Grad  wie  die  analytische, 
vorausgesetzt  natürlich,  dass  man  die  analytische  Gleichung  entsprechend 
der  besonderen  Form,  auf  die  man  sie  gebracht  hat,  in  eine  planimetrische 
umwandelt.     So  z.  B.  kann  man  die  Gleichung  der  Hyperbel: 

cixy  +  ßx  +  yy  +  ö  =  0, 
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deren  direkte  Umwandlung  eine  Gleichung  vierten  Grades  liefern  würde, 
zunächst  auf  die  !Fonn: 

{ax  +  6)  (cy  +  d)  +  w  =  0 

briugen.  Konstruirt  man  nun  nach  und  nach  ax  -\-  h^  cy  -\-  d  u.  s.  w.,  so 
kommt  man  zu  einer  planimetrischen  Gleichung  von  nur  zweitem  Grade. 

Man  kann  das  Grassmann  sehe  Verfahren  noch  etwas  verbessern: 
Durch  Veränderung  des  Axenkreuzes  kann  man  ja  jeden  in  x^  y  linearen 
Ausdruck  zur  Abscisse  machen.  Darin  liegt,  dass  sich  jeder  Ausdruck 
von  der  Form 

durch  einen  Punkt  der  a:-Axe  darstellen  lässt,  der  p  nur  einmal  als  Paktor 
enthält  Verstehen  wir  uämlich  imter  G  irgend  eine  solche  feste  Gerade, 
die  eine  Gleichung  von  der  Form  ax  •\-  ßy  =  Const.  hat,  so  hat  derjenige 
Punkt  der  a;-Axe,  der  aus  dem  Punkte  p  oder  (a;,  y)  durch  Ziehen  der 
Parallelen  zu  G  hervorgeht,  das  heisst  der  Punkt  p{G A^  A^^  die  Abscisse 
*{ax  +  ßy)  :  a.  Femer  sei  c  derjenige  feste  Punkt  der  a;-Axe,  dessen  Ab- 
scisse gleich  1  :  a  ist.  Nach  (4)  hat  dann,  wenn  u  Y^p{GA^A^^  v  E^  c 
gesetzt  wird,  der  Pimkt 

p{GA^)AieA^[ca^{ea^)]A^ 

der  a:-Axe  die  Abscisse  ax  -{-  ßy,  Ist  femer  d  der  Punkt  der  x-Axe  mit 
der  Abscisse  y,  so  giebt  (3),  wenn  darin  für  u  der  soeben  gefundene  Punkt 
und  d  für  t;  gesetzt  wird,  den  Punkt: 

p{GA^)A^eA^[ca^{ea^)'\A^e^A^[da^(ea^y\Aj^ 

der  x-Axe,  dessen  Abscisse  ax  -\-  ßy  -{-  y  ist.  Dies  Produkt  enthält  aber 
der  veränderliche  Faktor  p  nur  einmal.     Hieraus  folgt: 

Der  Grad  der  planimetrischen  Gleichung  ist  nicht  höher  als 
der  Grad  der  analytischen  Gleichung,  sobald  letztere  Gleichung 
vor  der  Umwandlung  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden 
kann,  in  der  ausser  Produkten  nur  zwei  Arten  von  Summen  auf- 
treten, nämlich  entweder  lineare  Summen  (wie  «^  + /3y  +  y) 
oder  Summen  von  nur  zwei  Summanden,  von  denen  der  eine 
konstant  ist. 

Dass  Grassmann  selbst  die  schwache  Seite  seiner  Methode,  sobald 
sie  praktisch  angewandt  werden  soll,  erkannt  hat,  zeigen  seine  Ausfühiningen 
in  der  zweiten  Ausdehnungslehre,  Ges.  Werke  I,  2,  S.  207,  Z.  3 — 7.  Wie 
er  dort  sagt,  „ist  es  zweckmässig,  zuerst  die  algebraische  Gleichung  durch 
Veränderung  des  Koordinatensystemes  so  umzugestalten,  dass  sie  möglichst 
wenig  variable  Glieder  enthält,  ehe  man  zur  Ableitung  dei*  planimetrischen 
Formel  schreitet".  Ebenda,  Z.  10 — 15,  behauptet  er,  dass  die  Kurve 
dritter  Ordnung: 

pqr  =  m, 

bei  der  p^  q^  r  lineare  ganze  Funktionen  von  rr,  y  sind  und  tn  eine  Kon- 
stante bedeutet,  die  folgende  planimetrische  Gleichung  liefert  (in  der  wir 
wie  überall  im  Vorhergehenden  p  statt  x  schreiben,  tiotzdem  p  soeben  in 
anderer  Bedeutung  vorkam): 

paBc{ph)aCdEfp  =  0. 
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Fig.  40. 


Wir  wollen  dies  hier  zeigen  nnd  dadurch  ein  Versprechen  erfüllen,  das 
Herr  Engel  in  Bd.  I,  2,  S.  436,  Z.  10—13  gemacht  hat  Dabei  wollen 
wir  so  vorgehen,  dass  wir  wahrscheinlich  gerade  den  Gedankengang  wieder- 
geben, der  Grassmann  selbst  zu  jener  Behauptong  geführt  hat,  indem  wir 
einige  Bemerkungen   in  einem  Manuscripte   Grassmanns  zur  Richtschnur 

nehmen:  Durch  projektive  Eoor- 
dinatenänderong  verwandeln  wir 
die  drei  Geraden  p  =  0^  g  =  0, 
r  =  0  in  die  Geraden: 

««=0,  y  =  0,  l—x  —  y  =  0, 

sodass 

xy{l  —  X  —  y)  =  m 

die  Gleichung  der  Kurve  ist.  Es 
sei  (siehe  Fig.  40)  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  y-Axe  mit  a^ 
der  der  rc-Axe  mit  6,  der  An- 
fangspunkt mit  c,  der  Punkt  x  ==  0, 
y  =  1  mit  d  und  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  Geraden  x-{'y  =  0 
mit  f  bezeichnet.  Ferner  sei  0 
diese  Gerade  selbst,  B  die  Gerade  y  =  1  und  E  die  Gerade  x  =  m,  Ist 
nun  p  ein  beliebiger  Punkt  (x,  y),  so  giebt  die  Konstruktion  paBc(pb) 
einen  Punkt  u  mit  der  Abscisse  xy.  Daher  ist  paBc{pb)a  diejenige 
Gerade  parallel  zur  y-Axe,  deren  Abscisse  xy  ist.     Mithin  hat  der  Punkt 

V     --  uaOdE^paBc(pb)aCdE 

die  Abscisse  m  und  die  Ordinate  1 m,  sodass  er  auf  der  Geraden 

xy 


E+9=l- 


xy 


Flg.  41. 


mit  den  laufenden  Koordinaten  ^,  tj  liegt.     Diese  Gerade  ist  zu  C  parallel, 
geht  also  durch  f.     Für  J  =  J",  9  =  y  geht  die  Gleichung  der  Geraden  in 

die  der  Kurve  dritter  Ordnung  in  den 
laufenden  Koordinaten  a:,  y  über.  Dem- 
nach muss,  wenn  p  der  Kurve  angehören 
soll,  p  auf  dieser  Geraden  liegen,  die 
ihrerseits  in  der  Form  vf  darstellbar  ist. 
Folglich  ist  vfp  =  0  oder: 

paBc{ph)aCdEfp  =  0 

in  der  That  die  gesuchte  planimetrische 
Gleichung. 

Führt  man  die  vorhin  benutzte  pro- 
jektive Koordinatenänderung  nun  wieder 
rückwärts  aus,  so  geht  die  in  Fig.  41  dar- 
gestellte Konstruktion  der  Kurve  dritter 
Ordnung  hervor. 
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Schliesslich  sei  hervorgehoben,  dass  die  Grassmann  sehe  Methode  der 
Umwandlung  der  analytischen  Gleichung  in  eine  planimetrische,  wie  er  sie 
in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  giebt,  die  Koordinatenaxen  ungleichartig 
benutzt,  was  sich  wohl  verbessern  Hesse.  Es  sei  uns  gestattet,  hier  über- 
haupt die  Vermuthung  auszusprechen,  dass  sich  die  Methode  der  Umwand- 
lung noch  erheblich  verbessern  lässt,  und  auf  dies  interessante  Problem 
hinzuweisen. 


V.   Die  höhere  Projektivität  und  Perspektivität  in  der  Ebene; 

dargestellt  durch  geometrische  Analyse. 

Grelles  Journal  Bd.  42  (1851). 

Diese  und  die  folgende  Abhandlung  haben  noch  weniger  als  die  übrigen 
Arbeiten  Grassmanns  Beachtung  gefunden,  obgleich  sie  von  besonderer 
Wichtigkeit  sind,  was  wir  in  einer  nachfolgenden  Aimaerkung  zu  S.  97  noch 
näher  begründen  werden.  In  dem  Lebensbilde,  das  B.  Sturm,  E.  Schröder 
und  L.  Sohncke  im  14.  Bande  der  Mathematischen  Annalen,  1879, 
S.  1 — 45,  von  Grassmann  gegeben  haben,  wird  die  vorliegende  und  die 
folgende  Arbeit  —  ausser  in  der  tabellarischen  Uebersicht  —  überhaupt 
nicht  berücksichtigt,  was  wohl  dort  bei  den  Erörterungen  auf  S.  18,  19 
hätte  geschehen  sollen. 

Zu  S.  89,  Z.  14 — 8  V.  u.  Dies  ist  ein  Irrthum;  die  „aufgestellten 
Principien'^  allein  reichen  bekanntlich  nicht  zur  Begründung  dieses  Funda- 
mentalsatzes der  projektiven  Geometrie  aus.  Es  ist  merkwürdig,  dass 
Grassmann  den  hier  erwähnten  Satz  nicht  mit  zu  den  „wichtigeren  Er- 
gebnissen" rechnet. 

Zu  S.  91,  Z.  3—7.  Wie  der  Kegelschnitt  (8)  bei  der  Annahme,  dass 
c  auf  D  liegt,  in  zwei  Gerade  zAfällt,  erkennt  man  methodisch  so:  Wenn 
xaB  nicht  mit  B  vereint  ist,  so  ist  nach  der  Reduktionsregel  xaBcD^c, 
da  c^2>,  sodass  (8)  ergiebt: 

cxg  =  0, 

das    heisst,    dann    liegt   x   auf   cg.     Wenn    dagegen    xaB    mit  D   vereint 
ist,  so  ist 

xaBD  =  0, 

das  heisst,  x  liegt  auf  BDa. 

Zu  S.  91,  Z.  14  u.  f.  Die  Frage,  wann  xaBcBxB^  =  0  ist,  haben 
wir  in  einer  Anmerkung  zu  S.  63  methodisch  beantwortet.  Dort  stand 
allerdings  D^  statt  B^,  Das  Ergebniss  stimmt  also  mit  dem  auf  S.  91, 
Z.  3  V.  u.,  überein. 

Zu  S.  91,  Z.  17 — 15  V.  u.  Dass  der  Kegelschnitt  xaBcx  =  0  zer- 
fallt, erkennt  man  methodisch  so.     Wir  schreiben: 

xaBxc  =  0. 
Ist  x  nicht  vereint  mit  5,  so  ist  nach  der  Reduktionsregel 

xaBx  ^  (xa)Bx  ^  a?a, 
das  heisst,  xac  =  0;  x  liegt  dann  irgendwo  auf  ac.    Ist  dagegen  x  mit  B 
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vereint,  so  ist  xaB  EF?.  x,  sodass  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  zur  Iden- 
tität wü-d. 

Zu  S.  91,  Z.  9 — 8  V.  u.  Streng  genommen  ist  diese  Umkehrbarkeit  auf 
S.  88  unten  nicht  bewiesen,  da  die  beiden  ersten  Faktoren  von  xaBcBBi 
Punkte  und  die  beiden  letzten  Geraden  sind;  aber  der  Beweis  ist  leicht 
analog  zu  bilden. 

Zu  S.  93,  Z.  9  V.  u.  Nnmlich  die  auf  S.  91  unt<?n  angegebenen  vier 
Punkte. 

Zu  S.  94,  Z.  4 — 6  V.  o.  Denn  offenbar  wird  die  Gleichung  erfüllt, 
wenn  x  auf  B^  liegt.  Wenn  aber  x  nicht  auf  B^  liegt,  so  ist  xB^  ein 
von  Null  verschiedener  Zahlfaktor,  der  gestrichen  werden  darf,  sodass  die 
Gleichung  (ll)  hervorgeht. 

Zu  S.  94,  Z.  18.  Zunächst  nämlich  kann  die  Gleichung  auf  Z.  14 
nach   Umkehrung  so  geschrieben  werden: 

B^B^r^B^xDcBax  =  0. 

Nun  wird  jRjDjr^/^,  =^  ßj  gesetzt,  also: 

e^xDcBux  =  0. 

Wird  diese  Gleichung  wieder  umgekehrt,  so  geht  die  auf  Z.  18  hervor. 

Zu  S.  95,  Z.  7.  Die  Punkte  x,  für  die  X^  =  0  ist,  werden  erst 
von   Z.  15  V.  u.  an  betrachtet. 

Zu  S.  95,  Z.  9.    Mit  dem  bestimmten  Punkt  ist  der  Punkt  XÄ  gemeint. 

Zu  S.  95,  zweite  Formel  (12).  Hier  hat  sich  in  unseren  Abdruck 
ein  Druckfehler:  B  statt  A  eingeschlichen. 

Zu  S.  95,  Z.  6 — 3  V.  u.  Stillschweigend  wird  vorausgesetzt,  dass 
weder  pA  noch  (jA  für  alle  Punkte  x  gleich  Null  ist  und  dass  die  Kurven 
pA  =  0  und  (jA  =  0  nicht  derart  zerfallen,  dass  beide  eine  Kurve  niederer 
Ordnung  gemein  haben.  Im  ersteren  Fafle  würde  die  Zuordnung  ausarten, 
im  letzteren  Falle  müsste  man  diese  gemeinsame  Kurve  eliminiren. 

Zu  S.  96,  Z.  9 — 13.  Der  nachfolgende  Beweis  dieses  Satzes,  der 
übrigens,  wie  der  Text  lehrt,  auch  für  Produkte  PQ  von  Geraden  gilt,  ist 
nicht  ganz  einwandfrei,  da  er  wesentlich  voraussetzt,  dass  die  Kurven 
pR  =  0  und  (jB  =  0  keinen  Zweig  gemein  haben.  Er  wäre  daher  besser 
so  zu  formuliren:  Die  Anzahl  der  Punkte  ic,  die  ein  von  x  abhängiges 
fortschreitendes  Produkt  p(j  oder  PQ  gleich  Null  machen,  ist,  sobald  es 
nicht  unendlich  viele  derartige  Punkte  giebt,  gleich  a^  -\-  aß  -}-  ß\ 
wenn  x  in  p  oder  P  gerade  a-mal  und  in  q  oder  Q  gerade  /3-mal  auftritt. 
Ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  es  vorkommen  kann,  dass  ein  Punkt  x 
sowohl  pq  =  0  macht  als  auch  den  beiden  Kurven  pR  =  0^  qR  =i  0 
angehört.  Er  ist  alsdann  doppelt  zu  zählen,  wie  der  Gang  des  Be- 
weises lehrt. 

Zu  S.  96,  Z.  10  V.  u.  Gemeint  ist:  Die  Kurven  der  Schar  (12)  haben 
die  n^  festen  Punkte  gemein. 

Zu  S.  97,  Z.  17 — 15  v.  u.  Zwar  erwähnt  Grassmann  hier  nicht  die 
Umkehrung  dieses  Satzes,  wohl  aber  ist  sie  in  dem  Satze  auf  S.  102,  103 
der  folgenden  Abhandlung  VI  enthalten.  Vgl.  auch  S.  103,  Z.  17 — 19,  wo 
er  als  Beispiel  einen  speziellen  Fall  herausgreift.  Dass  jede  Kurve 
(w  +  w)-ter   Ordnung   in   der  im  Satze   angegebenen  Weise   erzeugbar  ist. 
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hätte  Grassmann  hier  auf  Seite  97  mit  wenigen  Worten  sagen  können: 
Nach  dem  Satze  auf  S.  80,  81  lässt  sich  ja  jede  Kurve  (n  +  m)-ter  Ord- 
nung durch  eine  planimetrische  Gleichung  darstellen,  die  den  veränderlichen 
Punkt  X  der  Kurve  (n  +  w»)-mal  als  Paktor  enthält.  Man  sieht  ohne 
weiteres,  dass  sich  diese  Gleichung  stets  auf  eine  solche  Form 

bringen  lässt,  in  der  X  gewisse  n  Faktoren  x  und  Y  die  übrigen  w  Fak- 
toren X  enthält,  während  A  eine  feste  Gerade  ist.  Nun  liegt  der  Fall  des 
Textes  vor,  auf  den  der  Satz  von  S.  97  anwendbar  ist,  das  heisst: 

Jede  ebene  algebraische  Kurve  {n  -\-  tn)-ter  Ordnung  kann  als 
Durchschnitt  zweier  projektiver  Kurvenbüschel  n-ter  bez.  w-ter 
Ordnung  erzeugt  werden.  Die  n*  bez.  w?  Scheitel  der  Büschel 
liegen  auf  der  Kurve  (n  -f-  i»)-ter  Ordnung. 

Man  vergleiche  hierzu  noch  S.  103  unten.  Die  Abhandlungen  V  und  VI 
von  Grassmann  sind  1851  erschienen,  während  M.  Chasles  den  speciellen 
Satz  für  n  =  2,  m  =  1  erst  1853  in  den  Comptes  Rendus  Bd.  36,  S.  943, 
und  E.  de  Jonquieres  den  allgemeinen  Satz  erst  1858  in  seinem  Essai  sur 
la  generation  des  courbes  geometriques,  Mem.  presentes  par  divers 
savante  etc.  Bd.  16,  gab.  Dennoch  wird  diese  Erzeugungsweise  der  Kurven 
höherer  Ordnung  durch  projektive  Büschel  von  Kurven  niederer  Ordnung 
beständig  Chasles  und  de  Jonquieres  zugeschrieben*).  Man  sehe  z.  B. 
A.  Clebsch,  Vorlesungen  über  Geometrie,  bearb.  von  F.  Linde- 
mann, 1.  Band,  Leipzig  1876,  S.  376,  femer  G.  Salmon,  Analytische 
Geometrie  der  höheren  ebenen  Kurven,  deutsch  bearb.  von 
W.  Fiedler,  2.  Aufl.,  Leipzig  1882,  S.  494,  und  E.  Pascal,  Reper- 
torium  der  höheren  Mathematik,  deutsch  von  A.  Schepp,  2.  Theil, 
Leipzig  1902,  S.  148.  In  Clebsch'  obengenannten  Vorlesungen  finden 
sich  in  der  Anmerkung  zu  S.  541  die  Worte:  „Es  lässt  sich  zeigen,  dass 
man  so  jede  Grassmannsche  Erzeugungsweise  auf  eine  Chaslessche  zuiUck- 
führen,  das  heisst  aus  den  Elementen  der  einen  die  der  andern  bestimmen 
kann".  Und  auch  H.  Schröter  in  seiner  Arbeit:  „Zurückführung  der 
Grassmannschen  Definitionen  einer  Kurve  dritter  Ordnung  auf 
die  von  Chasles,  Cayley  und  Hesse  angegebenen  Erzeugungs- 
weisen'', Crelles  Journal  Bd.  104  (1889),  S.  62—84,  scheint  nicht  be- 
merkt zu  haben,  dass  Grassmann  selbst  die  Zurückführung  der 
sogenannten  Grassmannschen  auf  die  sogenannte  Chaslessche  Er- 
zeugungsweise in  der  gegenwärtigen  Arbeit  schon  geleistet  hatte. 

Dass  dem  in  der  That  so  ist,  erläutern  wir  zum  Ueberfluss  an  solchen 
Beispielen,  die  H.  Schröter  selbst  in  seiner  Abhandlung  benutzt.  Zunächst 
knüpft  er  an  die  Grassmannsche  Definition  der  Kurve  dritter  Ordnung  an: 

axBcBxD^c^B^xa^  =  0, 
die  in  der  Ai'beit  II,  in  Crelles  Journal  Bd.  31  (1846),  vgl.  oben  S.  62,  63, 


*)  Doch  erkennt  zum  Beispiel  Gino  Loria  in  seinem  Nekrologe  auf  Jon- 
quieres, Bibliotheca  Mathematica,  3.  Folge,  Bd.  3,  S.  288,  Anm.  6  (1902)  die 
Priorität  Grassmanns  an,  fügt  aber  hinzu:  „mais  qui  lisait  ou  connaissait, 
vers  Tannee  1860,  les  travaux  de  l'inventeur  de  1' Ausdehnungslehre?" 
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gegeben  ist.  Nach  Grassmann  verfahren  wir  nun  so,  dass  wir  die  Glei- 
chung auf  die  Form 

bringen,  was  sofort  erreicht  ist,  wenn  wir: 

setzen.  B^  spielt  also  die  Rolle  der  Geraden  Ä  des  Textes.  Auf  ihr  wird 
g  beliebig  gewählt     Dann  ist  nach  (12),  S.  95: 

Xg  =  0 

bei  längs  Ä  (oder  B^)  variirendem  g  die  Gleichong  eines  Büschels  und 
zwar  eines  Büschels  von  Kegelschnitten  (n  =  2),  während  analog 

Tg  =  0 

die  eines  Strahlenbüschels  mit  dem  Scheitel  o^  ist.  Beide  Büschel  sind  zur 
Punktreihe  g  auf  Ä  (oder  Bi)  projektiv  und  daher  auch  aufeinander  pro- 
jektiv bezogen.  Entsprechende  Kegelschnitte  und  Strahlen  beider  Büschel 
schneiden  sich  in  Punkten  der  Kurve  dritter  Ordnung.  Nach  S.  95,  96 
findet  man  methodisch  die  n^  oder  vier  Scheitel  des  Kegelschnittbüschels, 
indem  man  die  Punkte  x  sucht,  für  die  XB^  =  0  ist.  Grassmann  selbst 
hat  auf  S.  63,  64  gezeigt,  dass  es  die  vier  Punkte 

a,     BD,     acB,     B^BcBaB^ 

sind  (vgl.  auch  unsere  Anm.  zu  S.  63).  Der  in  Schröters  Arbeit 
S.  64  erwähnte  Kegelschnitt  ISP^^  ist  nichts  anderes  als  unser  Kegelschnitt 
Xg  =  0,  und  Schröter  bestimmt  auf  S.  64,  65  auch  diese  vier  Punkte 
von  neuem.    Zur  Vergleichung  diene  die  Angabe  der  Bezeichnungen.    Statt 

X   a    B     c    B  B^  c^    B^  a^    g 

schreibt  Schröter: 

Schröter  wendet  sich  dann  zu  der  bei  Grassmann  oben  auf  S.  74 
angegebenen  zweiten  Definition  der  Kurve  dritter  Ordnung,  die  —  vgl. 
Fig.  14  —  so  lautet: 

ipca^C^h^  {xd)  (xaCb)  =  0. 

Nach  Grassmanns  eigener  Methode  bringen  wir  diese  Gleichung  wieder 
auf  die  Form 

XÄY=0, 
indem  wir  etwa: 

X^(xa^Cihi){xd)b,     Y^xa,     Ä^C 

setzen,  sodass  jetzt  C  der  Träger  der  Punktreihe  g  ist  und 

Xg  =  0     bez.      Yg  =  0 

das  Büschel  von  Kegelschnitten  imd  das  dazu  projektive  Strahlenbüschel 
mit  dem  Scheitel  a  darstellen.  Die  vier  Scheitel  des  Kegelschnittbüschels 
gehen  nach  Grassmann,  S.  95,  96,  hervor,  wenn  man  die  Punkt«  x 
sucht,  für  die 

XÄ  =  (xuiC^b^)  (xd)bC  =  0 
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ist.     Methodisch  findet  man  sie  so:  Erstens  ist  xa^Cib^^^=  0  für 

Ist  X  nicht  Tl  a^,  so  muss  dann  xa^  und  C^  mit  b^  vereint  sein,  das  heisst 

X  :h^  a^h^C^. 
Zweitens  ist  xd  =  0  für 

x  =  d. 
Drittens  könnte 

xa^Cj^b^  ^xd 

sein.  Dann  müsste  b^  auf  xd  oder  also  x  auf  b^d  liegen.  Multiplikation 
mit  Ci  ergäbe: 

xa^Ci  ^xdC^^ 

das  heisst  x -jEz  a^dC^.  Aber  a^dC^  liegt  im  Allgemeinen  nicht  auf  b^d. 
Dieser  dritte  Fall  ist  daher  ausgeschlossen.  Endlich  ist  X  =  0  auch  dann, 
wenn  xa^C^b^  und  xd  mit  b  vereint  sind.  Dann  liegt  x  auf  bb^G^a^  und 
auf  bd^  also: 

x  ^  bb^Ciü^ibd). 

Die  vier  gefundenen  Punkte: 

«11     «i^^i^n     ^»     bb^C^a^ibd) 

findet  auch  Schröter  S.  67  für  den  von  ihm  X^*^  genannten  Kegelschnitt, 
der  eben  unser  Kegelschnitt  Xg  =  0  ist.     Seine  Bezeichnungen  statt 

x  a^  G^  b^    d   a    C   b    g 
sind 

g   SB   b  SB,   S   M  a  «i   j. 

Wir   kommen    zu   Grassmanns    dritter  Definition    der  Kurve   dritter 
Ordnung  auf  Seite  74,  die  —  vgl.  Fig.  16  auf  S.  77  —  die  Form  hat: 

{xaÄ){xbB)(x.cG)  =  0. 

Wir  bringen  sie. auf  die  Form: 

x^  r  =  0, 

indem  wir  etwa: 

X^={xbB){xcG\     Y=Lxa 

setzen,  sodass,  wenn  g  ein  veränderlicher  Punkt  auf  A  ist,  Xg  =  0  das 
Kegelschnitt-  und  xag  =  0  das  Strahlenbüschel  darstellt.  Die  Scheitel 
des  Kegelschnittbüschels  sind  die  Punkte  rc,  für  die 

XÄ  =  (xbB)  (xcG) Ä  =  0 

ist.     Es  ist  erstens  xbB  =  0  für 

x^b^ 
zweitens  ist  xcC  =  0  für 

x^^c. 
Drittens  i^t  zu  setzen: 

xbB  ^  xcC, 

Multiplikation   mit  x  gäbe   entweder  xb  ^  xc^   was   zu  Punkten  x  auf  bc 
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fahren   würde,  die  jedoch  keine  Lösungen  ergeben,   oder  aber,   dass  x  mit 
B  und  C  vereint  ist,  das  heisst 

X       BC. 

Endlich  kann  noch  xhB  und  xcC  mit  A  vereint  sein,  was  zum  Punkte 

x  =  {ÄBh){ÄCc) 

führt,   wie   man   sofort  sieht.     Dies  deckt  sich,  wieder  mit  Schröters  Er- 
gebniss  auf  S.  73,  wo  er  statt 

xaÄhBcCg 
schreibt: 

Schröter  betrachtet  alsdann  noch  die  allgemein  gefassten  Grass- 
mann sehen  Definitionen  der  Kiirve  dritter  Ordnung  auf  (S.  75  und  81), 
Doch  wollen  wir  diese  Erläuterung  nicht  so  weit  ausdehnen.  Das  Vorher- 
gehende dürfte  zur  Genüge  zeigen,  dass  Schröters  Ergebnisse  direkt 
aus  Grassmanns  eigenen  Vorschriften  in  Grassmanns  Abhand- 
lung V  folgen.  Natürlich  sehen  wir  hierbei  von  den  Bemerkungen 
Schröters  über  die  Cayley-Hessesche  Erzeugungsweise  ab,  die  uns  hier 
nichts  angeht.    Wir  fassen  unsere  Betrachtung  zusammen  in  der  Behauptung: 

Die  Chasles  und  de  Jonquieres  zugeschriebene  Erzeugung  der 
algebraischen  Kurven  der  Ebene  ist  schon  vor  Chasles  und  Jon- 
quieres von  Grassmann  gegeben  worden.  Zugleich  hat  Grass- 
mann gezeigt,  wie  aus  der  linealen  Konstruktion  der  algebraischen 
Kurve  diese  neue  Erzeugung  abzuleiten  ist. 

Zu  S.  97,  letzter  Absatz,  und  S.  98.  Diese  Betrachtungen  sind  wohl 
nicht  einwandfrei.  Die  Sache  liegt  so:  Es  ist  X  ein  Produkt,  das  tt-mal  x 
als  Faktor  enthält.  Wird  g  irgendwie  auf  A  gewählt,  so  ist  Xg  =  0  die 
Gleichung  der  dem  Punkte  g  projektiv  zugeordneten  Kurve  «-ter  Ordnung, 
die  durch  die  «^  Scheitel  geht,  für  die  XA  =  0  ist.  Insbesondere  heisse 
diese  Zuordnimg  Perspektivität,  wenn  die  Kurve  X^  =  0  durch  g  geht, 
wie  auch  g  auf  A  gewählt  sei.  Also  muss  im  Falle  der  Perspektivität  X 
so  beschaffen  sein,  dass  die  Kurve  (w  +  l)-ter  Ordnung  Xx  =  0 
von  allen  Punkten  g  der  Geraden  A  erfüllt  wird.  Dies  ist  zum 
Beispiel  der  Fall,  wenn  X  die  im  Text  angegebene  Form  px  hat,  aber  es 
ist  nicht  bewiesen,  dass  dies  die  einzige  Möglichkeit  ist  Es  ist  ausserdem 
zu  bemerken,  dass  Grassmanns  Definition  der  Perspektivität  (im  Gegen- 
satze zu  der  der  Projektivität)  sich  nur  auf  die  Darstellung  der  Kurven 
durch  planimetrische  Produkte  bezieht,  dagegen  vag  wird,  wenn  man  die 
Betrachtungen  rein  geometrisch  anstellen  will.  In  der  That  ist  der  Satz, 
den  Grassmann  auf  S.  98  aufstellt,  in  der  nächsten  Abhandlung,  S.  104, 
Z.  9  — 12,  eine  Definition,  und  mit  Recht  hebt  Grassmann  daselbst, 
Z.  13  — 15,  hervor,  dass  man  noch  beweisen  muss,  dass  die  so  definirte 
Perspektivität  ein  specieller  Fall  der  Projektivität  ist. 
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VI.    Die  höhere  Projektivität  in  der  Ebene;  dargestellt  durch 

Punktions  Verknüpfungen. 

Grelles  Journal  Bd.  42  (1851). 

Zu  S.  99,  Z.  4  y.  u.     Gemeint  sind  ganze  rationale  Funktionen. 

Zu  S.  100,  Z.  3.     Der  Faktor  ist  natürlich  konstant. 

Zu  S.  100,  Z.  9.  Vorausgesetzt,  dass  die  Kurven  Ä  =  0  und  B  =  0 
keine  Kurve  niederer  Ordnung  gemein  haben,  indem  sie  zerfallen.  Dann 
müsste  man  von  dem  Ä  und  B  gemeinsamen  veränderlichen  Faktor  natür- 
lich absehen. 

Zu  S.  100,  Z.  11  u.  13.  Grassmann  schreibt  a  statt  a,  aber  a 
tritt  doch  schon  in  (1)  in  anderer  Bedeutung  auf.  Auf  S.  102  schreibt 
er  selbst  übrigens  a. 

Zu  S.  100,  Z.  19,  20.  Die  Worte:  „oder  durch  einen  Punkt  dieser 
Kurve"  gehören  zum  Hauptsatz,  nicht  zum  vorhergehenden  Relativsatz. 

Zu  S.  100,  Z.  17  V.  u.  Die  Kurven  -4  =  0  und  J5  =  0  werden  kurz 
mit  Ä  und  B  bezeichnet. 

Zu  S.  102,  Z.  12.  Denn  Ä  und  C  haben  n(m  -{-  n)  Punkte  gemein. 
Also  bleiben  noch  n(m  -\-  n)  —  mn  =  n^  Punkte  übrig. 

Zu  S.  102,  Z.  13.    In  der  That  ist  a  —  1  =  |w«  +  |m  —  1<  wl 

Zu  S.  102,  Z.  15.  Gemeint  ist:  Auf  C  wird  ein  Punkt  beliebig  ge- 
wählt; durch  ihn  und  jene  Punkte  legt  man  die  einzige  vorhandene  Kurve 
Ai  vom  w-ter  Ordnung  u.  s.  w. 

Zu  S.  102,  Z.  18.  ÄB^  und  A^B  bedeuten  natürlich  die  aus  A  und 
B^  bez.  Ai  und  B  bestehenden  zerfallenden  Kurven  (n  +  ♦n)-ter  Ordnung. 

Zu  S.  102,  Z.  13,  12  V.  u.  Denn  nach  S.  102  oben  bestimmen  gerade 
e  —  1  Punkte  eine  Kurve  (m  +  w)-ter  Ordnung. 

Zu  S.  102,  Z.  12 — 10  V.  u.  Denn  die  iw*  Schnittpunkte  von  A  und 
A^  gehören  den  beiden  Kurven  ABj^  und  A^B^  also  auch  der  Kurve  C  an. 

Zu  S.  102,  Z.  5  u.  3  V.  u.  Beweglich  wie  in  früheren  Abhandlungen 
im  Sinne  von  veränderlich  gemeint.  Man  vergleiche  übrigens  zu  diesem 
Satze  unsere  Anmerkungen  zu  S.  97. 

Zu  S.  103,  Z.  5.  Denn  als  die  mn  Punkte  der  C  wählt  man,  da 
m  =  1  ist,  solche  n  Punkte,  die  in  einer  Geraden  A  liegen.  Durch  diese 
n  Punkte  wird  eine  Kurve  «-ter  Ordnung  B  gelegt,  die  also  C  noch  in 
n*  Punkten  trifft,  durch  die  sich  eine  veränderliche  Kurve  B^  von  n-ter 
Ordnung  legen  lässt,  nämlich  eine  Kurve,  die  C  noch  in  einem  beliebig 
wählbaren  Punkte  trifft  und  durch  die  Wahl  dieses  Punktes  bestimmt  ist. 
Legt  man  durch  diesen  und  durch  den  (n  -f-  l)-ten  Schnittpunkt  von  A 
und  C  eine  Kurve  erster  Ordnung,  das  heisst  eine  Gerade  -4^,  so  trifft  A^ 
nach  dem  vorhergehenden  Satze  B^  ausser  in  jenem  gewählten  Punkte  von 
C  noch  in  n  —  1  Punkten,  die  auf  C  liegen.  Anders  ausgesprochen:  Alle 
n  Schnittpunkte,  die  B^  mit  C  ausser  den  n^  mit  B  gemeinsamen  Punkten 
noch  sonst  gemein  hat,  liegen  auf  einer  Geraden  -4^  durch  den  (n  +  l)-ten 
Schnittpunkt  von  A  und  C. 

Zu  S.  103,  Z.  13 — 15.  Denn  eine  Kurve  «-ter  Ordnung  wird  durch 
1 « (w  +  3)  Punkte  bestimmt.  Es  muss  also  mn  <i\n{n  -\-  3),  das  heisst 
n  ^  2m  —  3  sein.     Dies  ist  ei-st  von  iw  =  3  an  eine  Bedingung  für  w. 

Zu  S.  103,  Z.  18.     Wir  legen  hier  Gewicht  auf  das  Wörtchen:    „na- 
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mentlicV^  Es  zeigt  deutlich,  dass  Grassmann  hier  auch  an  den  allge- 
meinem Fall  der  Erzeugung  der  Kurven  durch  zwei  projektive  Kurven- 
büschel gedacht  hat.    Man  vergleiche  unsere  Auseinandersetzungen  zu  S.  97. 

Zu  S.  103,  zweite  Hälfte.  Es  sind  jetzt  statt  einer  Kurve  B^  deren 
zwei,  B^  und  B^,  durch  die  n^  Punkte  gelegt  worden,  in  denen  B  ausser 
in  den  n  Schnit^unkten  mit  Ä  nochmals  die  Kurve  C  trifft  Durch  diese 
n^  Punkte  gehen  also  drei  Kurven  n-ter  Ordnung  B^  B^^  B^.  Jede  trifft 
C  noch  in  n  weiteren  Punkten,  die  jedesmal  auf  einer  Geraden  A,  Ä^^  A2 
liegen.  Diese  drei  Geraden  treffen  sich  in  dem  nachher  mit  k  bezeichneten 
Punkte,  in  dem  Ä  die  Kurve  C  zum  (n  +  l)-ten  Male  trifft.  -4,  -4^,  A^ 
sind  also  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  mit  dem  Scheitel  k  und  J9,  B^^  B^ 
Kurven  eines  Kurvenbüschels  «-ter  Ordnung  mit  «*  Scheiteln  (Mittelpunkten). 
Nach  dem  ersten  Satze  auf  S.  101  besteht  zwischen  beiden  Büscheln  eine 
projektive  Bezeichnung. 

Zu  S.  103,  Z.  7  V.  u.  Die  3w  Durchschnitte  sind  die  Punkte,  in  denen 
Ä  und  B^  femer  A^  und  B^^  endlich  A^  und  i?,  einander  treffen. 

Zu  S.  103,  Z.  6,  5  V.  u.  Da  zwei  verschiedene  Kurven  (w  +  l)-ter 
Ordnung  nur  («  +  1)*  Punkte  gemein  haben,  müssen  hier  beide  Kurven 
nothwendig  zusammenfallen. 

Zu  S.  104,  Z.  9—15.  Vgl.  unsere  Bemerkung  zu  S.  97,  letzter  Ab- 
satz, und  S.  98. 

Zu  S.  105,  letzter  Absatz,  und  S.  106.  Etwas  unklar.  Grassmann 
geht  darauf  aus,  von  den  «*  Scheiteln  (Mittelpunkten)  des  auf  S.  103  ge- 
fundenen Büschels  n  —  1  auf  eine  Gerade  zu  bringen.  Zu  diesem  Zweck 
zieht  er  eine  Hülfsgerade  i?,  die  aber  mit  der  früheren  Kurve  B 
nichts  zu  thun  hat.  Uebereinstimmung  in  den  Bezeichnungen  wird  mit 
dem  Früheren  erreicht,  wenn  man  diese  Gerade  anders,  etwa  G^  nennt 
und  statt 

Sl  B  1\   1\    r^  p^   p^   i?3    kp^    kp^ 
liest: 

C   G  B   B^   B^  p    p^   p^   A^     A^. 

Zu  S.  106,  mittlerer  Absatz.  Zu  jedem  Punkte  i?i,  i?2,  i?8  .  .  .  auf  B 
gehört  eine  Kurve  J\,  Tj,  Pj  .  .  .,  aber  auch  ein  projektiv  zugeordneter 
Strahl  durch  k.  In  Fig.  23,  S.  105,  wird  die  aus  der  projektiven  synthe- 
tischen Geometrie  wohlbekannte  Konstmktion  ausgeführt. 

Zu  S.  106  Z.  3  V.  u.  Denn  x  liegt  auf  kg^  dem  der  Kurve  V  zuge- 
ordneten Strahl  durch  k. 

Zu  S.  107,  Z.  1,  2.  In  einer  späteren  Abhandlung  geschieht  dies 
nicht,  wohl  aber  in  der  vorhergehenden  in  §  5.  Beachtet  man  noch,  dass 
die  vorliegende  Arbeit,  siehe  S.  108,  vom  Juli  1850,  aber  die  vorher- 
gehende, siehe  S.  98,  vom  Juli  1851  datirt  ist,  was  man  zunächst  für 
einen  Druckfehler  halten  könnte,  so  lassen  beide  Umstände  darauf  schliessen, 
dass  höchst  wahrscheinlich  die  Arbeit  VI  älter  als  die  Arbeit  V 
ist.  Nur  die  ersten  Worte  auf  S.  98  und  die  Seiten  107,  108  wären  also  vor 
der  Drucklegung  von  VI,  da  inzwischen  auch  V  fertig  war,  hinzugekommen, 
wobei  dann  Grassmann  den  Hinweis  S.  107,  Z.  1,  2,  in  einen  Hinweis 
auf  die  vorhergehende  Arbeit  umzuwandeln  vergessen  hätte. 

Zu  S.  107 ,  Z.  4.     Früher,   das  heisst  in  der  Arbeit  V  auf  S.  95  u.  f. 
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VII.    Erzeugung  der  Kurven  vierter  Ordnung  durch  Bewegung 

gerader  Linien. 
Grelles  Journal  Bd.  44  (1852). 

Zu  S.  109,  Z.  13  V.  u.     Siehe  S.  83. 

Zu  S.  111,  Z.  8.  Hier  müsste  eigentlich  noch  bemerkt  werden,  dass 
diejenigen  Ecken  des  Polygons,  die  von  der  Diagonale  getroffen  werden, 
Dämlich  X  und  t/,  nicht  an  Gerade  gebunden  sind. 

Zu  S.  111,  Z.  10,  11.     Der  gemeinschaftliche  Schenkel  ist  Z. 

Zu  S.  111,  Z.  12,  11  V.  u.  „Statt  der  Diagonale"  bezieht  sich  auf 
die  unter  4)  erwähnte  Diagonale. 

Zu  S.  112,  Z.  11  V.  u.  Grassmann  wählt  ein  Sechseck  und  kein 
Fünfeck,  weil  sich  sonst  nicht  die  allgemeinste  Kurve  vierter  Ordnung  er- 
giebt,  denn  später,  vgl.  Anm.  zu  S.  126,  Z.  1 — 5,  braucht  er  alle  festen 
Elemente  des  Sechsecks. 

Zu  S.  112,  Z.  1  V.  u.  „Spitze",  um  die  Gegenseite  des  Fünfecks  nach- 
her als  Grundseite  bezeichnen  zu  können. 

Zu  S.  113,  Z.  1  u.  4.  Hier  hat  sich  der  Druckfehler  p  statt  p^  ein- 
geschlichen. 

Zu  S.  114,  Formeln  (7)  und  (8).     Vgl.  S.  59,  60. 

Zu  S.  115,  Satz.     Vgl.  S.  88. 

Zu  S.  117,  Z.  1.  Gemeint  ist,  dass  die  erstere  durch  alle  Punkte 
geht,  die  Ä  gleich  Null  machen,  u.  s.  w. 

Zu  S.  118,  Z.  21,  22.  Denn  xaB  ist  nach  dem  Satze  auf  S.  117 
theilbar,  wenn  a  in  B  liegt,  ebenso  xaB\^  dies  ausserdem,  wenn  h^m  B  liegt, 
endlich  xhC^  wenn  6  in  C  liegt.  Nach  dem  Satze,  der  auf  S.  118  voran- 
geht, ist  femer  xaBh^{xh)  oder  also  \(xaB)h^{xl))  auch  dann  theilbar, 
wenn  h^  mit  h  zusammenfällt,  und  xaB{xhC)  oder  also  [{xa)B^  [(^^)^] 
dann,  wenn  B  mit  C  zusammenfällt. 

Zu  S.  118,  Z.  19,  18  V.  u.     Dies  folgt  aus  dem  Satze  auf  S.  117. 

Zu  S.  118,  Z.  17  V.  u.  Dies  folgt  aus  dem  obigen  Satze  auf  S.  118, 
sobald  man  das  Produkt  so  schreibt:  \x{aB)h^{xh\  wo  also  h^  und  b  die 
konstanten  und  xaB  und  x  die  veränderlichen  Faktoren  sind. 

Zu  S.  118,  Z.  8 — 4  V.  u.  Die  Theilgeraden  sind  nämlich:  B^  wenn  a 
in  B  fällt,  femer  a\^  wenn  h^  in  B  ftllt,  ferner  ah,  wenn  h^  in  h  ftlllt, 
endlich  66j,  wenn  a,  6,  h^  auf  einer  Geraden  liegen. 

Zu  S.  119,  Z.  5—9.  Die  Theilgeraden  sind:  B,  wenn  a  in  5  fällt, 
ferner  C,  wenn  b  in  C  fällt,  femer  afe,  wenn  B  ^lE  C^  endlich  a6,  wenn  afe, 
B  und  C  durch  einen  Punkt  gehen. 

Zu  S.  119,  Z.  15  V.  u.     Nämlich   nach  dem  letzten  Satze  auf  S.  118. 

Zu  S.  119,  Z.  9  V.  u.  Gemeint  ist  der  Satz  auf  S.  116,  in  dem 
xaB\  für  -4,  ferner  xh  für  B  und  ä^  für  c  zu  setzen  ist. 

Zu  S.  119,  Z.  7  V.  u.  Hier  ist  derselbe  Satz  anzuwenden,  indem 
xaBh^{xh)d^  für  A^  xe  für  B  und  /^  für  c  zu  setzen  ist. 

Zu  S.  119,  Z.  4  V.  u.  Gemeint  ist  der  erste  Satz  auf  S.  118,  wobei 
xaBbi{xb)di  und  xc  die  beiden  Faktoren  sind.  In  ihnen  sind  wieder 
xaBbi{xb)di  und  x  die  veränderlichen,  dagegen  d^  und  e  die  konstanten 
Faktoren. 

Orassmann,  Werke.  II.  86 
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Zu  S.  120,  Z.  8,  7  V.  u.  In  jenem  Satze  auf  S.  114  ist  nämlich  q 
durch  6^,  D  durch  d^f^  und  e  durch  h  zu  ersetzen.  Der  Punkt  BD  des 
Satzes  ist  der  noch  fehlende  Punkt  d^fiB. 

Zu  S.  121,  (2).  Wir  wollen  dies  unter  Benutzung  der  Reduktions- 
regel (siehe  S.  377)  methodisch  ableiten:  Es  ist  xnB  =  0,  wenn  a:  =E  o, 
femer  xhC  =  0^  wenn  x~  6,  drittens  xeE  =  0^  wenn  x^e.  Treten 
diese  Fälle  nicht  ein,  so  kann: 

xaBE^xbC 

sein.     Multiplikation  mit  b  giebt: 

xaBb  ^  xb^     da     xb'^b, 

und,  wenn  dies  mit  B  multiplicirt  wird: 

xaB  s^xbBy     da     xaB'^B 

das  heisst:  x  liegt  auf  B,  Ebenso  ergiebt  sich  x  auf  (7,  also  x^=lBC. 
In  der  That  ist  dann  xaB  =  {BC)aB^BC,  xbC=  {BC)bC  =  BC, 
Nun  ist  anzunehmen: 

xaB(xbC)D  =  0, 

das  heisst:  xaB  und  xbC  sind  mit  2)  vereint.     Also: 

xaB(xbC)^D, 

Multiplikation  mit  B  oder  C  giebt,  da  xaB'^B,  xbC^C: 

xaB^DB    und     xbC^DC, 

Multiplikation  nait  a  bez.  6  giebt  weiterhin: 

xaE=  DBa     und     xb  ^=  DCb, 
Also  ist 

a;^  :2)i?a(i)C&). 

In  der  That  ist  dann  xa^DBa,  xaB^.DB,  xb^DCb,  xbCE^DC, 
daher  xaB(xBC)  D       DB{DC)D  =  0.     Nun  sei: 

xaB(xbC)  D{xeE)  =  0, 

Multiplikation  mit  D  giebt  entweder  den  schon  erledigten  Fall 

xaB(xbC)D  =  0 

oder,  dass  auch  xeE  mit  D  vereint  sein  muss,  also  x  vereint  mit  DEe. 
Dagegen  giebt  Multiplikation  mit  -E,  weil  xeE  =^  0  schon  erledigt  ist, 
dass  xaB{xbC)B  mit  E  vereint  ist,  also: 

xaB{xbG)DE=0. 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  durch  die  schon  gefxmdenen  Punkte  a,  6, 
BG^  BBa{pCb)  oder  a,  6,  c,  d  gehenden  Kegelschnitts,  von  dem  man  nach 
folgender  Methode  beliebig  viele  Punkte  finden  kann:  Jede  Gerade  durch  6, 
z.  B.  die  Gerade  mb  —  wo  w  ein  beliebiger  Punkt  ist  —  trifft  den 
Kegelschnitt  außer  in  b  noch  in  einem  zweiten  Punkte  x.  Nach  der  Glei- 
chung des  Kegelschnittes  liegt  dieser  Punkt  auf  der  Geraden  xbC(DE)Ba 
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oder,  da  xb^mb  ist,  auf  der  Geraden  mbC{DE)Ba.  Da  er  außerdem 
auf  mb  liegt,  so  ist: 

x^mbC(DE)Ba(mb). 

Wie  auch  m  gewählt  sein  mag,  stets  ist  dies  ein  Punkt  des  ffiegelschnittes. 
Setzen  wir  z.  B.  w  ^  DE,  so  ist  mbC{DE)  ee  DEb^  also 

X  =  BEbBa{DEb)  =  BEbB, 

nach  der  Reduktionsregel.  Dies  ist  der  von  Grassmann  mit  r  bezeich- 
nete Punkt.  Wir  kennen  nun  von  dem  Kegelschnitt  die  fünf  Punkte  a,  6, 
c,  d,  r.  Für  die  oben  gesuchten  Punkte  x,  für  die  xaB(xbC)B(xeE)  =  0 
ist,  liegen  jetzt  zwei  Bedingungen  vor:  Erstens  sollen  sie  mit  BEe  vereint 
sein  und  zweitens  auf  diesem  Kegelschnitt  liegen.  Sie  sind  demnach 
die  Schnittpunkte  f  und  g  der  Geraden  BEe  mit  dem  Kegelschnitte  durch 
a,  6,  c,  d,  r. 

Endlich  haben  wir 

xaB{xbC)B{xeE)F  =  0 

zu  setzen,  das  heisst  xaB(xbC)B  und  xeE  sollen  mit  F  vereint  sein. 
Letzteres  sagt  aus,  dass  x  auf  FEe,  ersteres,  dass  x  auf  dem  Kegelschnitt 

xaB{xbC)BF=0 

liegt.  Dieser  Kegelschnitt  unterscheidet  sich  von  dem  vorigen  durch  F 
statt  E  und  geht  daher  durch  die  von  Grassmann  genannten  Punkte 
a,  6,  c,  d,  s. 

Zu  S.  121,  (3).  Hier  kann  man  ganz  analog  methodisch  vorgehen, 
um  die  Grass  mann  sehen  Formeln  zu  erhalten.  Wir  begnügen  uns  mit 
der  Angabe  der  Gleichung  des  in  der  letzten  Zeile  auftretenden  Kegelschnitts: 

xaBbi(xb)F=0, 

Zu  S.  122,  (4).     Ebenso;  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  hier: 

xaBbi{xb)diEF=0. 

Zu  S.  122,  (5).  In  der  dritten  Zeile  tritt  f  auf,  das  erst  in  der 
übernächsten  als  BE  definirt  wird.    Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  hier: 

xaBb^CxBF=0. 

Zu  S.  122,  (G).     Die  Gleichungen  der  beiden  Kegelschnitte  sind: 

xaBb^Cxc^  =  0.     xaBb^GxBc^EF  =  0. 

Zu  S.  122,  Z.  3  V.  u.  Es  geht  nämlich  xb(xaBbj)d^^x  =  0  aus  der 
unter  (9),  S.  114,  angegebenen  Form  axBcx  =  0  hervor,  wenn  a,  i?,  c 
durch  6,  xaBbi,  d^  ersetzt  werden. 

Zu  S.  123,  Z.  5.  Gemeint  ist,  dass  durch  die  neun  Punkte  unendlich 
viele  Kurven  dritter  Ordnung  gehen. 

Zu  S.  123,  Z.  6.  „Jene  Produkte"  sind  diejenigen,  deren  Verschwinden 
in  §  3  untersucht  wurde. 

Zu  S.  123,  Z.  9.  Die  Hinzufügung  des  Faktors  G  ist  auch  deshalb 
nöthig,  weil  die  Gleichung  sonst  zum  Schlüsse  zwei  ungleichartige  Fak- 
toren hätte. 

26* 
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Zu  S.  124,  Z.  3.  Denn  durch  die  drei  Punkte  kann  man  eine  Gerade, 
durch  fünf  der  übrigen  einen  Kegelschnitt  legen.  Beide  zusammen  bilden 
eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  zu  den  unendlich  vielen  Kur>'en  dritter 
Ordnung  durch  die  neun  Punkte  gehört. 

Zu  S.  126,  Z.  1 — 5.  Hieraus  erhellt,  dass  beim  zweiten  und  fünften 
Satze,  S.  112,  113,  noch  zwei  lineare  Bedingungen  hinzugefügt  werden 
dürfen,  beim  sechsten  nur  noch  eine,  dass  dagegen  beim  ersten,  dritten  und 
vierten  Satze  gerade  die  geringste  Zahl  von  Daten,  die  möglich  ist,  benutzt 
wird.  Deshalb  muss  Grassmann  im  ersten  Satze  noth wendig  ein  Sechsock 
statt  eines  Fünfecks  benutzen,  vgl.  die  Anm.  zu  S.  112,  Z.  11  v.  u. 

Zu  S.  126,  mittlerer  Abschnitt.  Siehe  hierzu  die  beistehende  Fig.  42, 
in  der  die  Reihenfolge  der  Konstruktionen  angegeben  ist.  Die  zum  Theil 
noch    willkürlichen   Geraden    sind   durch   strichpunktirte   Linien  angedeutet. 

Flg.  42. 


Zu  S.  126,  Z.  4  u.  3  v.  u.  Es  handelt  sich  hier  um  zwei  verschiedene 
Kegelschnitte. 

Zu  S.  127,  Z.  1 — 3.  f  und  g  werden  erst  Z.  11  u.  9  v.  u.  bestimmt. 
Zu  dem  hier  behandelten  dritten  Fall  vgl.  beistehende  Fig.  43  mit  Angabe 
der  Reihenfolge  der  Konstruktionen.  Dabei  haben  wir  r  und  s  nach  dem 
Pascal  sehen  Satze  aus  den  Sechsecken  a,  i,  Ä,  Z/,  r,  r  und  a,  t,  //,  6,  c,  s 
konstruirt. 

Zu  S.  128,  (4).  Die  Fälle  (4)  bis  (6)  sind  von  Grassmann  nicht 
ausführlich  behandelt  worden.  Wir  leiten  daher  hier  die  Formeln  metho- 
disch ab.  Im  Falle  (4)  sind  die  neun  Punkte  er,  6,  c,  ri,  c,  /",  g^  //,  i  ge- 
geben, von  denen  nach  S.  123 

e,  /i  g    bez.     e,  d,  h 
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auf  Geraden  und 


a,  6,  c,  d,  Ä,  i     bez.     a,  c,  /",  ^r,  /i,  t 


auf  Kegelschnitten    liegen.     Alsdann    sollen   B^  6^,  d^,  E,  F  so   bestimmt 
werden,  dass  die  Formeln  (4),  S.  122,  gelten,  die  wir  so  zusammenstellen: 


(ß) 

00 

(?) 


6ftiB  E^  c, 

ab,E=f, 

BE  -  g, 

Uh,  i)  =  F.la,  b,  c,  d,  r], 
[  wo  r=:EFdiB. 

Fig.  43. 


(ß)  giebt  mit  a  multiplicirt  ab^^  fa,  das  heisst:  b^  liegt  auf  af;  (a)  giebt 
mit  b  multiplicirt  bb^  z=  c6,  das  heisst:  6j  liegt  auf  bc,  daher: 

b,  -z  bc(af). 

Wird  dies  in  (a)  und  (d)  eingesetzt,  so  kommt  bcB^^c  und  afE^f, 
das  heisst:  c  liegt  auf  B  und  /'  auf  JJ.  (i)  giebt  mit  /*  multiplicirt,  weil 
f  axd  E  liegt: 
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dagegen  mit  c  multiplicirt,  weil  c  auf  B  liegt: 

B  =  cg. 

Setzen  wir  die  fttr  ftj ,  £,  5  gefundenen  Werthe  in  (er),  (6)  und  (e)  ein,  so 
werden  diese  Gleichungen  erfQllt.     Dagegen  geben  (ß)  und  (y): 

(•,)  bciaf)d^(cg)a{bd,)  =  d, 

(9)  bd,((,f)  =  e. 

(rj)  giebt  mit  a  multiplicirt  hc{af)d^{cg)a  -  da,  dies  mit  cg  multiplicirt: 
'bc{af)d^{cg)  da{cg),  dies  mit  d^  multiplicirt  bc{af)d^  ...  da{cg)d^, 
das  heisst:  d^  liegt  auf  da{cg)[bc{af)'\.  (O)  giebt  mit  h  multiplicirt 
}>d^  EU  e}>,  das  heisst:  d^  liegt  auf  eh.     Also  ist: 

d^  =  da{cg)\hc{af)'\{eh). 

Dies  ist  aber  der  bei  Orassmann  angegebene  Punkt,  nämlich  zunächst  der 
Punkt  adBb^{eb)  oder,  da  c,  6,  d  auf  einer  Geraden  liegen,  also  eh  -z  bd 
ist,  der  Punkt  adBbi{bd),  Setzen  wir  ihn  in  (rj)  und  (d)  ein,  so  gehen 
identisch  erfüllte  Gleichungen  hervor,  weil  d'^eb  und  e'^gf.  Es  handelt 
sich  also  nur  noch  um  die  Erfüllung  der  Forderungen  (f ).  Der  in  (f)  auf- 
tretende Kegelschnitt  enthält  die  Punkte  a,  6,  c,  ri,  Ä,  t,  die  ja  nach  Vor- 
aussetzung wirklich  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.     Nach  (^)  ist  ferner 

F  =  hi. 

r  soll  auf  B  und  auf  dem  Kegelschnitt  liegen.    Dasselbe  thut  aber  c,  also  ist 

(c,  r)  =  J?  .  [a,  b,  c,  (J,  ä]. 

Hierdurch  wird  r  bestimmt.  Wird  die  zweite  Formel  in  (f)  mit  d^  multi- 
plicirt, so  kommt  rd^  ^  EFd^'  dies  giebt  mit  E  multiplicirt  rd^E^^  EF, 
das  heisst  rd^E  liegt  auf  F,     Wegen  F^=:hi  liegt  auch  h  auf  F,  daher: 

F=rd^Eh, 

Zu  S.  128,  (5).     Hier  sind   a,  6,  c,  (J,  c,  /",  </,  Ä,  i  so   gegeben,   dass 
nach  S.  123 

c,  /;  <7     bez.     e,  Ä,  t 

je  auf  einer  Geraden  und  also  die  Punkte 

o,  fc,  c,  (J,  Ä,  t     bez.     a,  6,  c,  ei,  /,  ^ 

je  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Es  handelt  sich  dann  nach  (5),  S.  122, 
dainim,  B,  ft^,  C,  2),  JE,  F  so  zu  bestimmen,  dass  die  Formeln  gelten: 

(«)  BC=b, 

(ß)  ab,C  =  c, 

(y)  DCb^BaD  =  d, 

(S)  BE=f, 

(0  efCb,Ba{ef)=-.g.          '. 

[(Ä,  i)-    FFe  .  [a,  ft,  c,  (I,  r], 

^^  \              wor  =  DF. 
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Nach  (j3)  geht  C  durch  c,     (a)  giebt  also  mit  c  multiplicirt 

Nach  (a)  geht  femer  B  durch  b.  Wir  ziehen  B  beliebig  durch  b. 
Nun  ist  (er)  erfüllt.  Setzen  wir  C  l^bc  in  (ß)  ein,  so  kommt  ab^(bc)  ^  c, 
das  heisst,  wenn  mit  a  multiplicirt  wird,  ab^^  ca^  sodass  b^  auf  ac 
liegt,  (y)  giebt  mit  a  multiplicirt:  BCb^Ba^^da^  dies  mit  J5  multiplicirt 
JDCb^B  ^daB^  dies  mit  ft^  multiplicirt:  DCb^^  daBb^^  das  heisst  ft^ 
liegt  auf  daB{j)C).     Da  ft^  auch  auf  ac  liegt,  folgt: 

6i  =  rfaJ5(D(7)(ac). 

Jetzt  ist  (|3)  auch  erfElllt,  wie  man  durch  Einsetzen  der  gefundenen  Werthe 
von  b^  und  C  sieht.     Femer  kann  {y)  so  geschrieben  werden: 

b^{BC)BaB  =  d, 
also,  wenn  der  Werth  von  b^  eingesetzt  wird: 

daB{DC){ac){DC)BaD  =  d, 
das  heisst: 

daB{DC)BaD  =  d, 

Dies  reducirt  sich  auf  daD^^  d^  das  heisst  d  liegt  auf  D.  Nach  (d) 
liegt  auch  f  auf  D,  also  kommt: 

D  =  fd. 

Durch  die  gefundenen  Werthe  wird  (y)  erfüllt.  Nach  (d)  geht  J5  durch  /*. 
Wir  ziehen  E  beliebig  durch  f.  Nun  ist  auch  (d)  erfüllt.  Sehen  \vir 
vorläufig  von  der  Gleichung  (f)  ab,  so  bleiben  die  Forderungen  (f)  zu 
erfüllen.  Danach  liegt  r  auf  2).  Da  auch  ei  auf  D  liegt,  so  ergiebt  sich, 
dass  der  Kegelschnitt  durch  die  Punkte  a,  6,  c,  (J,  r,  Ä,  t  von  der  Geraden 
D  m  d  und  r  geschnitten  wird.     Also  wird  r  bestimmt  durch: 

(d,  r)  =  2).[a,  6,  c,  el,  Ä]. 

Nach  (f)  muss  jetzt  nur  noch  FEe  ^  hi  und  die  Bedingung,  dass  r  auf 
1^  liegt,  erfüllt  werden.  Da  aber  e,  Ä,  »  auf  einer  Geraden  liegen,  so  giebt 
ersteres:  FEe  ^  cä,  das  heisst  multiplicirt  mit  E:  FE  ehE,  sodass  F 
durch  ehE  geht.     Mithin  ist: 

F  ^  ehEr. 

Jetzt  sind  alle  Forderungen  erfüllt  bis  auf  die  Gleichung  («).  Es  lässt 
sich  aber  leicht  einsehen,  dass  auch  diese  Gleichung  jetzt  befiriedigt  wird. 
Wenn  wir  nämlich  die  im  Vorhergehenden  konstmirten  Punkte  und  Geraden 
benutzen  und  mit  ihrer  Hülfe  das  Produkt  (vgl.  (5)  auf  S.  122): 

xaBb^CxD(xeE)F 

bilden,  so  wissen  wir,  dass  es  für  neun  Punkte,  durch  die  unendlich  viele 
Kurven  dritter  Ordnung  gehen,  gleich  Null  ist,  und  zwar  sind  a,  6,  c,  d, 
c,  /",  Ä,  i  acht  von  diesen  Punkten.  Nach  Voraussetzung  geht  aber  jede 
Kurve  dritter  Ordnung,  die  diese  acht  Punkte  enthält,  auch  durch  g.  Also 
ist  g  der  neunte  Punkt,  für  den  jenes  Produkt  gleich  Null  ist.     Nach  (5), 
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S.  122,  ist  aber  efCb^Ba{ef)  dieser  neunte  Punkt,  das  heisst:  die  Glei- 
chung (f)  ist  erfüllt. 

Zu  S.  128,  (6).  Wieder  sind  «,  6,  c,  (J,  c,  /",  g^  Ä,  i  gegeben  und 
dabei  liegen  e^  f^  g  nach  S.  123  auf  einer  Geraden,  während  die  sechs 
übrigen  Punkte  a,  6,  c,  d,  A,  »  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  Nach  (6), 
8.  122,  handelt  es  sich  darum,  i?,  6^,  (7,  c^,  2>,  JEJ,  J^  so  zu  bestimmen,  dass 
die  Forderungen  erfüllt  werden: 

(a)  BC=h, 

(ß)  ab,C=c, 

(y)  DCbiBaD  =  d, 

(6)  J)E=e, 

(0  (fi  9)^^"^'  [«,  ^,  c,  «-'i ,  '"l,     wo     r  =  6i c-i  if, 

(? )  (Ä,  i)  =  F .  [a,  6,  c,  (I,  sj,       wo     s    £  J'^i^Jci 7). 

Nach  {ß)  geht  C  durch  c.     («)  giebt  daher  mit  c  multiplicirt : 

C  -  -  ftc. 

Nach  (a)  geht  ferner  5  durch  b.  Wir  ziehen  5  beliebig  durch  b. 
Dann  ist  (a)  erledigt.  Setzen  wir  C^=bc  in  (^)  ein,  so  kommt  a6i(c6)^c 
oder  6o(afe^)  ^  c,  das  heisst:  aft^  geht  durch  c  oder  also:  b^  liegt  auf  ac. 
Nun  giebt  (>)  mit  a  multiplicirt:  DCb^Ba  E£E  Ja,  dies  mit  JB  multiplicirt: 
DCh^B  ^  dfl5,  dies  mit  DC  multiplicirt:  DCb^  ^  daB{DC\  das  heisst: 
l>i  liegt  auch  auf  daB{pC),     Denmach  ist: 

b^  =  daB{BC){ac\ 

Durch  die  für  b^  und  C  gefundenen  Ausdrücke  wird,  wie  mau  leicht  sieht, 
{ß)  erfüllt.     Nach   (y)  geht  ferner  D  durch  (J,  nach  (d)  durch  e,  also: 

Jetzt  ist  auch,  wie  man  rechnerisch  sofort  bestätigt,  die  Gleichung  {y)  er- 
füllt.    Nach  (d)  geht  E  durch  c,  nach  (c)  durch  /",  also: 

Nach  (i)  liegt  r  auf  jB.  Auch  b  liegt  auf  5.  Ferner  liegen  a,  Z/,  r,  /",  ^,  r 
nach  (f)  auf  einem  Kegelschnitte.     Folglich  bestimmt  sich  r  so: 

(6,  r)  =  J5  .  [a,  6,  c,  /;  (/]. 

Nach  (a)  geht  fejCi  durch  r  oder  also  rft^  durch  q.  Daher  kommt  zur 
Bestimmung  von  e^\ 

(r,  Cj)  =  r&i  .  [a,  b,  c,  f,  g]. 

Nunmehr  ist  auch  (e)  erfüllt,  da  e,  /",  g  auf  einer  Geraden  liegen,  nämlich 
auf  E.  Nach  (f )  geht  1^'  durch  h.  Aus  der  zweiten  Gleichung  (f)  folgt 
femer  durch  Multiplikation  mit  Cj,  dass  sc^^^lFEc^  ist,  hieraus  durch 
Multiplikation  mit  J5J,  dass  sc^E^FE  ist.  Wird  dies  mit  h  multiplicirt, 
so  folgt,  da  F  mit  h  vereint  ist: 

F^sc^Eh, 
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Wird  dieser  Werth  in  die  zweite  Gleichung  (f)  eingesetzt,  so  kommt 
s  ^  sc^EhEc^D  ^  sc^Ec^D  ^z  sc^D^  also  liegt  s  auf  D.  Da  auch  d  auf 
2)  liegt,  so  foljgt,  weil  a,  6,  c,  d,  5,  Ä  nach  (f)  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen  sollen: 

(d,  s)  =  2).[a,  6,  c,  (J,  Ä], 

wodurch  5  bestimmt  wird.  Wir  behaupten,  dass  jetzt  auch  (f)  erfüllt  ist. 
Für  die  zweite  Gleichung  (f)  leuchtet  dies  sofort  ein.  Was  die  erste  an- 
betrifft, so  ist  zu  beachten,  dass  a,  6,  e,  d^  h,  i  nach  Voraussetzung  auf 
dem  darin  auftretenden  Kegelschnitt  liegen  und  auch  F  durch  h  geht.  Es 
bliebe  also  nur  noch  übrig,  festzustellen,  dass  F  auch  durch  i  geht.  Dies 
folgt  so:  Derjenige  Punkt  t,  der  nach  (f)  aus  a,  b,  c,  d,  c,  f,  g  durch 
die  gefundenen  Punkte  und  Geraden  B^  fej,  (7,  c^,  D,  i^',  P  bestimmt  wird, 
liegt  mit  a,  6,  c,  <?,  c,  /"^  g  auf  unendlich  vielen  Kurven  dritter  Ordnung.  Das- 
selbe thut  der  gegebene  Punkt  i,  der  also  mit  ihm  identisch  sein  muss. 

Zu  S.  128,  Z.  12 — 15.  Dies  und  das  Folgende  ist  durch  unsere  obigen 
Anmerkungen  schon  genügend  erläutert. 

Zu  S.  129,  Z.  10—12.  Wir  haben  dies  in  Fig.  42  und  43  durch 
Nummerirung  der  auf  einander  folgenden  Konstruktionen  deutlich  zu  machen 
versucht. 

Zu  S.  129,  Z.  13—17.     Dies  wird  in  §  8  gezeigt. 

Zu  S.  129,  130.  Die  §§  6,  7  sind  Einschaltungen  von  Dingen,  die 
aus  der  projektiven  Geometrie  bekannt  sind. 

Zu  S.  130,  Z.  13.  Die  in  §  6  mit  6r,  H^  g^  bezeichneten  Elemente 
heissen  hier  B^  D,  c. 

Zu  S.  130,  Z.  20  V.  u.  „Punktirte  Gerade"  bedeutet:  geradliniger 
Träger  einer  Punktreihe. 

Zu  S.  131,  Z.  14 — 11  V.  u..  Diese  Annahme  ist  statthaft,  weil  die  For- 
meln (ß),  S.  128,  dann  immer  noch  bestimmte  Punkte  und  Geraden  liefern. 

Zu  S.  131,  Z.  10  V.  u.  u.  f.  Man  wird  diese  Schlüsse  besser  verstehen, 
wenn  man  einen  bestimmten  Fall,  etwa  den  erst-en,  herausgreift.  Es  han- 
delt sich  alsdann  um  Folgendes:  Eine  Kurve  vierter  Ordnung  Sl  ist  gegeben, 
man  soll  auf  ihr  neun  Punkte  a,  6,  c,  d^  e,  /*,  g^  //,  i  so  bestimmen,  dass 
erstens  e^  f,  g  und  e,  Ä,  i  jo  auf  einer  Geraden  liegen  und  dass  zweitens 
durch  alle  neun  Punkte  unendlich  viele  Kurven  dritter  Ordnung  gehen. 
Zu  diesem  Zweck  wird  e  beliebig  auf  Sl  gewählt.  Von  e  aus  werden  zwei 
Geraden  gezogen,  die  Ä  noch  in  je  drei  Punkten  treffen.  Von  diesen 
Punktetripeln  werden  zwei  Punktepaare  ausgewählt  und  mit  /",  g  bez.  /*,  i 
bezeichnet.  Eine  beliebige  Gerade  L^  trifft  Sl  in  vier  Punkten,  von  denen 
drei  mit  ?i,  y,  w  bezeichnet  werden  mögen.  Durch  die  acht  Punkte  e,  /", 
g,  Ä,  i,  w,  y,  w  geht  jedenfalls  eine  Kurve  dritter  Ordnung.  Nun  wird  der 
an  die  Spitze  dieses  Paragraphen  gestellte  Satz  benutzt:  L^  ist  die  im 
Satze  zuerst  erwähnte  Gerade,  und  ?/,  y,  w  sind  die  im  Satze  zuerst  ge- 
nannten Durchschnittspunkte.  Die  Kurve  dritter  Ordnung  schneidet  Sl  in 
zwölf  Punkten,  zu  denen  e,  /",  g,  //,  e,  u,  v,  w  gehören,  ausserdem  noch 
vier  Punkte,  die  a,  6,  c,  d  genannt  werden.  Nach  dem  Satze  gehen  durch 
fl,  6,  c,  d,  e,  /;  f/,  Ä,  i  unendlich  viele  Kurven  dritter  Ordnung. 

Zu  S.  132,  Z.  4.  Das  Produkt  ist  dasjenige,  das  in  den  Formel- 
gruppen (1)  bis  (6)  auf  S.  121,  122  jedesmal  zu  Anfang  steht  und  dort 
gleich  Null  gesetzt  ist. 
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Zu  S.  132,  Z.  16.    Von  hier  an  wird  vom  ersten  der  sechs  Falle  ab- 
gesehen.    Er  wird  auf  8.  133,  Mitte,  besonders  besprochen. 
Zu  S.  132,  Z.  4  V.  u.     Gemeint  ist  (6)  auf  S.  113. 
Zu  8.  133,  Z.  13.     Mit    der    ersten  Formel    ist    die   Formel   (l)    auf 
S.  116  gemeint.     Das  Produkt,  um  das  es  sich  handelt,  ist  hier  nach  (l), 
S.  121,  das  Produkt  xaB\{xh)d^{xe)fy 

Zu  S.  134,  Z.  3.  Um  genau  zu  (1),  S.  116,  zu  kommen,  muss  man 
11  mit  F  bezeichnen. 

Zu  S.  134,  Z.  4.     Gemeint  ist  der  Satz  auf  8.  109. 
Zu  8.  134,  Z.  18.     Die   acht  Punkte  sind   die   in   der  Anmerkung  zu 
8.  131,   Z.  10  V.  u.  mit  u,  v,  tr,  e,  /*,  </,  A,  i  bezeichneten  Punkte.     Man 

vgl.  hierzu  nebenstehende  schematische  Fig.  44. 
Alle  darin  angegebenen  Punkte  sollen  auf  der 
Kurve  Sl  liegen. 

Zu  8.  134,  Z.  5 — 1  V.  u.  Beziehen  wir  uns 
auf  Fig.  44,  so  können  wir  Grassmanns  Ver- 
fahren so  wiedergeben:  Durch  a,  &,  c,  d,  c,  /",  ^,  ä,  t 
gehen  unendlich  viele  Kurven  dritter  Ordnung. 
Wählen  wir  einen  Punkt  x  beliebig  auf  3f,  so 
geht  also  durch  jene  neun  Punkte  und  x  eine  be- 
stimmte Kurve  idtter  Ordnung.  Da  sie  die  vier 
Punkte  c,  /*,  (/,  x  von  M  enthält,  so  zerfällt  sie 
in  die  Gerade  M  und  einen  Kegelschnitt  durch  o,  ft,  c,  d,  h,  %. 

Zu  8.  135,  Z.  3,  4.  Die  soeben  erwähnte  zerfallende  Kurve  dritter 
Ordnung  trifft  Sl  ausser  in  a,  h^  c,  d,  c,  /",  ^,  Ä,  %  nach  dem  8atze  auf 
8.  131  noch  in  drei  Punkten,  die  auf  einer  Geraden  i,  liegen,  die  durch 
h  geht.  Da  aber  M  zur  Kurve  dritter  Ordnung  gehört  und  M  mit  5i 
ausser  c^  f^  g  noch  einen  Punkt  gemein  hat,  so  geht  L^  durch  diesen 
vierten  Punkt. 

Zu  8.  135,  Z.  9,  10.  Das  in  Klammem  Stehende  bezieht  sich  auf 
den  ersten  der  sechs  Fälle. 

Zu  8.  135,  Z.  10—12.  Nach  8.  132  findet  man  Pi,  p^,  p^,  wenn 
man  in  das  Produkt  je  irgend  einen  Punkt  der  ersten,  zweiten  oder  dritten 
Kurve  dritter  Ordnung  einsetzt,  der  aber  keiner  der  Punkte  a,  6,  r,  (J,  c,  /", 
(7,  Ä,  %  sein  darf.  Da  ^,  Jlf,  N  bez.  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Kurve 
angehört,  erhellt  die  Richtigkeit  des  Textes. 

Zu  8.  135,  Z.  15  u.  3  v.  u.  Dass  hier  eine  Kurve  vierter  Ordnung 
durch  weniger  als  sechzehn  Punkte  bestimmt  ist,  ist  nicht  absurd,  wenn 
man  bedenkt,  dass  diese  Punkte  nicht  beliebig  auf  der  Kurve  liegen,  son- 
dern gegenseitig  durch  gewisse  Beziehungen  bedingt  werden.  Wir  zählen 
übrigens  fünfzehn  statt  vierzehn  Punkte. 

Zu  8.  135,  Z.  8  V.  u.  Vgl.  J.  Steiner,  Die  geometrischen  Konstruk- 
tionen, ausgeführt  mittels  der  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises, 
Berlin  1833,  8.  93,  wo  allerdings  einer  fester  Kreis  benutzt  wird,  der 
jedoch  durch  einen  festen  Kegelschnitt  ersetzbar  ist.  (Auch  Gesammelte 
Werke,  Berlin  1882,  I.  Band,  8.  512,  oder  Ostwalds  Klassiker  der  exakten 
Wissenschaften,  Nr.  60,  Leipzig  1895,  8.  68.) 
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Vin.    Allgemeiner  Satz  über  die  lineale  Erzeugung  aller 

algebraischen  Oberflächen. 

Grelles  Journal  Bd.  49  (1866). 

Zu  S.  144,  Z.  8.    Dies  geschieht  in  der  Abhandlung  XI,  §  3,  S.  174. 

Zu  S.  144,  Z.  11  V.  u.  Denn  x  -\-  y  und  x  —  y  brauchen  den  Punkt 
p  zu  ihrer  Konstruktion  je  einmal,  das  Produkt  (x  ••{-  y)  {x  —  y)  bedarf 
also  seiner  zweimal ,  ebenso  z^^  also  die  Differenz  (x  -{-  y)  {x  —  y)  —  z^ 
insgesamt  viermal  In  der  früheren  Form  x^  —  y^  —  z^  =  1  wäre  der 
Punkt  p  sechsmal  nöthig  gewesen.  Im  Übrigen  bemerken  wir  zu  den 
beiden  letzten  Absatzen  dieser  Arbeit,  dass  Grassmann  immer  nur  solche 
lineale  Konstruktionen  benutzt,  deren  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  sämt- 
lich reell  sind. 

IX.    Grundsätze  der  stereometrischen  Multiplikation. 
Grelles  Journal  Bd.  49  (1866). 

In  dieser  und  den  Abhandinngen  X,  XI,  XII  treten  an  die  Stelle  der 
früher  in  der  Ebene  benutzten  „planimetrischen"  Produkte,  die  gleich  Null 
gesetzt  wurden,  fortschreitende  Produkte  „nuUter  Stufe".  Man  wird  be- 
merken, dass  auch  jene  planimetrischen  Produkte  von  nullter  Stufe  sind, 
sobald  man  in  der  Ebene  jene  Stufenzahlen,  die  ^  0  (mod.  3)  sind,  gleich 
Null  setzt.  Im  Räume  tritt  eben  die  Zahl  4  an  die  Stelle  der  Zahl  3, 
sodass  also  trotz  der  verschiedenen  Ausdrucksweise  das  in  den  Arbeiten 
IX — XII  Gesagte  die  naturgemässe  Verallgemeinerung  der  früheren  Be- 
trachtimgen  vorstellt. 

Zu  S.  148,  Z.  10.  Gemeint  sind  diejenigen  vorher  erwähnten  Pro- 
dukte, die  vier  Buchstaben  enthalten. 

Zu  S.  148,  Z.  12 — 10  V.  u.  Ist  einer  der  Faktoren  von  nullter  Stufe, 
so  ist  dies  selbstverständlich.  Sieht  man  hiervon  ab,  so  kommen  nur  folgende 
Produkte  in  Betracht: 

ahc,     abC^     Äßy^     aßy 

sovrie  die  aus  ihnen  durch  Permutation  hervorgehenden.  Setzt  man  (1=  r.d 
und  Ä^  aS^  so  leuchtet  der  Satz  wegen  des  vorhergehenden  Satzes  un- 
mittelbar ein. 

Zu  S.  149,  Z.  7.  „Die  Definition  3)  vollkommen"  soll  bedeuten:  Die 
beiden  Definitionen  3)  auf  S.  146  zusammen. 

Zu  S.  149,  Z.  12,  11  V.  u.     Nämlich: 


abc  .  d  .  a^  abc(da), 
ab  .  cd  .  a^  ab(cd  .  a). 


ab  .  c  .  da^=^  ab{c  .  da), 
(I  ,  bc  .  da^=:  a(bc  .  da). 


a  .  bcd  .  a  =  a(bcd  .  a),  ,  a.b.  cda  ^  a(b  .  cda). 

Zu  S.  149,  Z.  3,  2  V.  u.     Nämlich: 

abc  ,  d  .  ab  ~  abc{d  .  ab\ 
ab  .  cd  .  ab  ^  ab(cd  .  aft), 
ab  ,  c  .  dab  ^  ab{c  .  dab)^ 
abc  .  da  ,b^  abc{da  .  b). 
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Zu  S.  150,  Z.  17  V.  u.  Die  Bedeutung  dieser  Formel  tritt  deutlicher 
hervor,  wenn  man  sich  überlegt,  dass  sich  aus  A,  5,  F  folgende  Produkte 
überhaupt  bilden  lassen: 

ABr,  BAT,  r{AB),  r{BA)', 
BFA,  FBA,  A{Br\  A{rB); 
TAB,     AFB,     B{rA\     B{Ar), 

Die  je  in  einer  Zeile  stehenden  vier  Produkte  sind  einander  nach  der  ersten 
Regel  dieses  Paragraphen  kongruent.  Die  Produkte  der  letzten  Zeile  sind 
so  beschaffen,  dass  in  ihnen  B  weder  mit  A  noch  mit  F  direkt  multi- 
plicirt  wird.  Von  solchen  Produkten  sieht  aber  der  Text  ab.  Es  bleiben 
also  die  acht  ersten  Produkte,  die  im  allgemeinen  zwei  verschiedene  Be- 
deutungen haben.  Die  Formel  BAF  =  BFA  des  Satzes  sagt  also  aus,  dass 
unter  den  im  Satze  angegebenen  Bedingungen  die  Reihenfolge,  in  der  B 
mit  A  und  F  vereinigt  und  fortschreitend  multiplicirt  wird,  gleichgültig  ist. 

Zu  S.  150,  Z.  6,  5  V.  u.  In  der  That,  soll  BAF^BFA  sein,  was 
ja  nach  der  vorigen  Anmerkung  die  Kongruenz  der  acht  in  den  beiden 
ersten  Zeilen  genannten  Produkte  nach  sich  ziehen  würde,  so  erkennt  man 
leicht,  wenn  man  für  A,  B,  F  Punkte,  Geraden  oder  Ebenen  setzt,  dass 
man  immer  darauf  zurückkommt,  dass  eine  der  drei  im  Satze  angegebenen 
Bedingungen  1),  2)  oder  3)  bestehen  muss.  Eigentlich  ist  dies  schon  auf 
S.  149  gezeigt  worden. 

Zu  S.  150,  Z.  4  V.  u.  Gemeint  ist  der  Fall  2)  des  Satzes,  wo  von 
den  beiden  Faktoren  A  und  F  der  eine  ganz  im  andern  liegt. 

Zu  S.  150,  Z.  1  V.  u.  Man  versteht  dies,  wenn  man  beachtet,  dass 
hier  F  die  Rolle  des  im  Satze  mit  B  bezeichneten  Faktors  spielt,  sodass 
nach  der  zweiten  Formel  des  Satzes,  wenn  statt  A^  ß,  F  bez.  AB^  F,  B 
geschrieben  wird,  sofort  folgt: 

ABFB  =  AB(FB). 

Die  erste  Formel  des  Satzes  giebt,  wenn  darin  A^  ß,  F  bez.  durch  ß,  A, 
FB  ersetzt  werden: 

AB{FB)  =  A{FB)B. 

Zu  S.  151,  Z.  7 — 9.  Zwar  enthält  die  Formel  auf  S.  150  unten  nur 
Produkte  von  vier  Faktoren,  aber  wenn  allgemein  ein  klammerloses  Pi'o- 
dukt  von  der  Ali,  wie  es  der  Satz  verlangt,  vorgelegt  wii*d,  so  hat  es 
offenbar  die  Form: 

A,A,  .  .  .  A„BrBJ,J,  .  .  .  J„. 

Setzt  man  A^A^  .  .  .  A^^  A^  so  ist  das  Theilprodukt 

A^A^.  .  .  A^BFB  =  ABFB  =  AB(FB\ 
sodass  kommt: 

A,A,  .  .  .  A„BrBA,A,  .  .  .  A^  -    A,A,  .  . .  A„B(rB)J,J,  .  .  .  A„. 

Zu  S.  151,  Z.  16  V.  u.  Da  nämlich  die  Summe  der  Stufenzahlen 
kleiner  als  fünf  oder  grösser  als  sieben  ist. 
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Zu  S.  152,  Z.  7.     Denn  es  ist: 

U.   S.  W. 

Zu  S.  153,  Z.  3  V.  u.  Das  obige  Produkt  PQ  ist  nämlich  von  nullter 
Stufe,  da  P  und  Q  Geraden  sind. 

X.    lieber  die  verschiedenen  Arten  der  linealen  Erzeugung 

algebraischer  Oberflächen. 

Grelles  Journal  Bd.  49  (1866). 

Zu  S.  157,  Z.  19  V.  u.    Nach  heutigem  Sprachgebrauch:  Strahlenbündel. 

Zu  S.  157,  Z.  17  V.  u.  Besser  gesagt:  |a  stellt  alle  Geraden  einer 
Ebene  dar. 

Zu  S.  157,  Z.  14  V.  u.  Besser  gesagt:  |-4.  stellt  die  Punkte  einer 
geradlinigen  Punktreihe  dar. 

Zu  S.  157,  Z.  11  V.  u.  Besser  gesagt:  Xa  stellt  alle  Punkte  einer 
Ebene  dar. 

Zn  S.  158,  Z.  3  u.  f.  Vermuthlich  hat  hier  Grassmann  den  in  der 
Abhandlung  XII,  S.  188,  gegebenen  Beweis  im  Auge,  der  jedoch  nicht 
erschöpfend  ist,  wir  wir  dort  noch  erläutern  werden.  Vgl.  auch  unsere 
Anmerkxmg  zu  S.  89,  Z.  14 — 8  v.  u. 

Zu  S.  158,  Z.  19  v.u.  Siehe  J.  Steiner,  Systematische  Entwicklung  der 
Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander,  I.  Theil,  Berlin  1832, 
S.  XIV,  wo  allerdings  Strahlbüschel  statt  Strahlenbüschel  steht.  Vgl.  auch 
Steiners  Gesammelte  Werke  Bd.  I,  S.  237,  od.  Ostwalds  Klassiker  Nr.  82,  S.  8. 

Zu  S.  158,  Z.  2  V.  u.     Nämlich  auf  S.  156,  Z.  6—4  v.  u. 

Zu  S.  159,  Z.  10  v.  u.  Es  ist  nicht  geschickt,  das  Produkt  mit  p  zu 
bezeichnen;  es  braucht  nämlich  durchaus  nicht  gerade  einen  Punkt  vor- 
zustellen.    Dasselbe  gilt  S.  160,  Z.  10. 

Zu  S.  160,  Z.  14.  pa  kann  —  da  ^  durchaus  nicht  nothwendig  ein 
Punkt  ist  —  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  oder  Ebene  bezeichnen.  Das 
Erste  ist  ausgeschlossen,  weil  sonst  pa(Ah)  die  Stufe  4  hätte.  Also  hat 
pa(Äb)  die  Stufe  1  oder  2.  In  pa(Äh)  .h  ,  c  ist  also  die  Stufenzahl 
3  oder  4,  daher  Formel  (2)  anwendbar. 

Zu  S.  160,  Z.  16.  Man  setze  nämlich  in  Formel  (3)  A^pa^ 
B  =  6,  r=Ä. 

Zu  S.  160,  Z.  18.  Weil  pa  eine  Gerade  oder  Ebene  ist,  ist  p  von 
der  Stufe  1  oder  2,  das  heisst  in  p ab  ist  die  Summe  der  Stufenzahlen 
kleiner  als  fünf,  also  pab  ^p(ah)  nach  (2).  Also  muss  p  die  Stufe  1 
haben,  weil  sonst  p(ab)  die  Stufe  4  hätte.  Demnach  ist  p{ab)  eine  Ebene, 
p{ab)A  ein  Punkt.  Mithin  sind  in  p(^ab)Ä  .  b  .  c  die  Stufenzahlen  der 
drei  Faktoren  gleich  Eins,  daher  (2)  anwendbar,  also 

p(ab)Ä  ,b  ,  c  ^p{ab)A(bc). 

Zu  S.  160,  Z.  12  V.  u.  u.  f.  Schreibt  man  nämlich  statt  paaB  die 
Umkehrung  Baap,  so  ist  Ba  ^z  6,  Baa  _  ba  "  ab.  Der  feste  Hülfs- 
punkt  ist  6,  die  feste  Hülfsgerade  ab. 
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Zu  S.  160,  Z.  2,  1  V.  u.  Hier  spielen  c^,  ^«_i»  •  •  •  ^i  Ji^ch  einander 
die  Eolle  des  Punktes  b.  In  der  Ebene  a^  muss  eine  Gerade  A„  gewählt 
werden,  die  nicht  durch  c^  geht,  sodass  a^  ^  ^n-^n  ^^^  ^-  ^-  ^* 

Zu  S.  161,  Z.  1 — 4.     Eine  Figur  zeigt  zunächst  sofort,  dass 

ist,  wenn  man  beachtet,  dass  a^^-c^A^^  a^  y~  c^A^  und  B^^a^a^  ist. 
und  dass  die  Ebenen  or^,  a^  und  Ji^[fiiCi)A^(c^c^)  drei  Schnittgeraden  durch 
einen  Punkt  haben.     Also  ist: 

Wird  x{aiC^)Bi^y  gesetzt,  so  ist  dies  Produkt  kongruent: 

Analog  dem  Vorigen  folgt,  wenn  B^  die  Schnittlinie  von  a^  und  a^  ist, 
dass  dies  Produkt  kongruent  y{c^c^)B^(c^c^)  ist.     Demnach  ist: 

u.  s.  w. 

Zu  S.  161,  Z.  19  V.  u.  Setzt  man  A  -  pa,  B  ^  c,  Fe^  B^  so  ist 
nach  (3): 

pac(cB)^AB{rB)       ABrB=pacBc, 

also  in  der  That 

pac{cB)b  ^EpacBch       p{ac)Bch, 

Aber  p{ac)B  ist  ein  Punkt,  daher  nach  (2): 

p(nc)B  .  c  .1)  J=lp{ac)Bich). 

Zu  S.  161,  letzter  Absatz.  Hier  ist  das  Ergebniss  des  §  2  mit  ein- 
geschlossen. 

Zu  S.  162,  Z.  18 — 16,  V.  u.  Diese  offenen  Figuren  im  Räume  gehen 
durch  Dualität  nicht  wieder  in  ebensolche  über.  Daher  hat  diese  mangel- 
hafte Verallgemeinerung  von  der  Ebene  her  hier  etwas  Gekünsteltes.  Nach 
unserer  Ansicht  sind  die  §§  4,  5  an  manchen  Stellen  unklar,  aber  aller- 
dings auch  nicht  von  wesentlicher  Wichtigkeit. 

Zu  S.  163,  Z.  20  u.  f.  Der  Anfangsstrahl  soll  eine  beliebige  Gerade 
in  der  Ebene  |  sein.  Sie  trifft  ct^  in  einem  Punkte,  der  ersten  Ecke  der 
offenen  Figur;  die  Gerade,  die  diesen  Punkt  mit  a^  verbindet,  ist  die  zweite 
Seite  der  offenen  Figur  u.  s.  w.  Giebt  man  jenem  Anfangsstrahl  in  der 
bestimmt  gewählten  Ebene  5  alle  möglichen  Lagen,  so  beschreibt  die  erste 
Ecke  die  Gerade  ^a^,  die  zweite  Seite  die  Ebene  ia^a^^  die  zweite  Ecke 
die    Gerade    la^a^ofg    u.   s.   w.,     schliesslich    die    letzte    Seite    die    Ebene 

Zu  S.  163,  Z.  17—10  V.  u.  Der  Text  ist  etwas  unklar:  Wenn  der 
Anfangsstrahl  beliebig  in  5  gewählt  würde,  müsste  die  erste  Ecke  auf 
ihm  und  nicht  auf  A^  liegen.  Grassmann  denkt  sich  also  wohl  als  An- 
fangsstrahl eine  solche  sonst  beliebige  Gerade  in  J,  die  -4^  trifft.  Wird 
nun  die  Ebene  ^  festgehalten,  während  sich  der  Anfangsstrahl  in  t,  um 
den  Punkt  ^-4^  dreht,  so  ist  der  Ort  der  letzten  Seite  der  offenen  Figur 
die  Ebene  lA^B^  ,  ,  ,  A^B^,     Dabei  bleibt  die  ganze  offene  Figur  fest  mit 
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Ausnahme  des  Anfangs-  und  Endstrahls.  Beim  Produkt  ^Ä^B^ . , .  A^B^Ä^,^^^ 
dagegen  ist  die  letzte  Ecke  der  Schnittpunkt  der  Ebene  ^A^B^  , . .  A^B^ 
mit  der  festen  Geraden  A^^^.  Hier  bleibt  also  die  ganze  offene  Figur  mit 
Ausnahme  des  Aufangsstraiils  allein  fest. 

Zu  S.  165,  Z.  4.  Da  a,  b,  c  Punkte  sind,  kommen  von  den  Pro- 
dukten des  §  4  nur  die  von  der  Form  xa^a^  .  .  .  a„a„,  xA^B^  . .  .  A^B^ 
und  IA^B^,..A^B^A^_^^  in  Betracht.  In  allen  drei  Fällen  war  bei  fest- 
gehaltenem X  bez.  l  auch  die  letzte  Ecke  der  offenen  Figur  fest. 

Zu  S.  165,  Z.  5.  An  die  drei  mit  a,  5,  c  endigenden  offenen  Figuren 
schliesst  also  Grassmann  noch  beliebige  Endstrahlen  an. 

Zu  S.  165,  Z.  7  u.  f.  Da  q^^ahc  noch  mit  weiteren  festen  Ele- 
menten multiplicirt  werden  soll,  so  handelt  es  sich  um  Produkte,  wie  sie 
in  §  4  betrachtet  werden,  nämlich  um  Produkte  von  der  Form  QCi^a^,,,a^a^^ 
qA^^B^  . .  .  A^B„,  qA^B^  .  .  .  A^B^A^^^i  (wo  jetzt  q  statt  |  steht).  Im 
ersten  Fall  wurde  der  Anfangsstrahl  in  der  Ebene  q  beliebig  gewählt,  in 
den  beiden  anderen  aber  durch  den  Punkt  qA^  gelegt,  was  Grassmann, 
wie  oben  gesagt,  nicht  ausdrücklich  erwähnt  hat.  Dementsprechend  würde, 
wenn  unsere  Auffassung  des  Früheren  richtig  ist,  hier  eine  Lücke  sein,  die 
sich  jedoch  leicht  ausfüllen  lässt:  Der  Punkt  jp,  von  dem  in  der  Folge  die 
Rede  ist,  darf  nicht  beliebig  auf  ab  gewählt  werden,  sondern  —  im  2.  und 
3.  Fall  —  im  Schnittpunkt  von  ab  mit  der  Geraden,  die  c  mit  qA^ 
verbindet. 

Zu  S.  165,  Z.  11 — 8  V.  u.  Da  y  eine  Ebene  ist,  so  ist  sie  als  eines 
der  in  §  4  betrachteten  Produkte  xA^B^  .  .  .  A^B^A^_^^^^  S*'iö>i  .  .  •  ^n^^i 
^A^B^  , , .  A^B^  entstanden  zu  denken.  Jedesmal  war  die  letzte  Seite  der 
offenen  Figur  bei  festgehaltenem  x  bez.  ^  an  eine  Ebene  gebunden.  Grass- 
mann  fügt  nun  auf  dem  Endstrahl  noch  einen  Endpunkt  der  Figur  be- 
liebig hinzu,  der  irgendwie  auf  y  gewählt  werden  kann. 

Zu  S.  166,  Z.  16 — 21.  unserer  Ansicht  nach  ist  hier  wieder  eine 
kleine  Lücke:  Da  a  weiterhin  mit  festen  Elementen  multiplicirt  werden 
soll,  muss  der  Anfangsstrahl  der  vierten  offenen  Figur  unter  Umständen 
durch  den  Schnittpunkt  von  a  mit  einer  festen  Geraden  A^  gehen,  p  muss 
dabei  im  Schnitt  von  aß  mit  cA^c  gewählt  werden. 

Zu  S.  167,  Z.  19  V.  u.     Nändich  der  Produkte  ^,  r,  ö,  s. 

XI.    Die  stereometrische  Gleichung  zweiten  Grades  und  die 

dadurch  dargestellten  Oberflächen. 

Grelles  Journal  Bd.  49  (1855). 

In  dieser  Arbeit  zeigt  Grassmann,  dass  eine  stereometrische  Glei- 
chung zweiten  Grades  die  allgemeinste  geradlinige  Fläche  zweiter  Ord- 
nung darstellt.  Nach  dem  in  der  vorhergehenden  Abhandlung,  S.  169, 
aufgestellten  Satze  lassen  sich  auch  die  nicht-geradlinigen  Flächen 
zweiter  Ordnung  durch  stereometrische  Gleichungen  darstellen.  Aus  beiden 
Sätzen  müssen  wir  den  Schluss  ziehen,  dass  eine  nicht -geradlinige  Fläche 
zweiter  Ordnung  durch  eine  stereometrische  Gleichung  von  höherem  als 
zweitem  Grade  dargestellt  wird,  indem  also  die  Fläche  entweder  mehrfach 
gezählt  auftreten  wird  oder  kombinirt  mit  anderen  Flächen  oder  Ebenen. 
Es  ist  dies  eine  UnvoUkommenheit  der  Grassmann  sehen  Methode.    Grass- 
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mann  selbst  geht  auf  diesen  Umstand  nirgends  ein;  wir  dürfen  überhaupt 
wohl  annehmen,  dass  er  die  Erzeugung  der  Flächen  bedeutend  weniger 
intensiv  studirt  hat  als  die  der  ebenen  Kurven.  Man  könnte  natürlich  die 
nicht-geradlinigen  Flächen  zweiter  Ordnung  doch  durch  eine  stereometrische 
Gleichung  zweiten  Grades  darstellen,  sobald  man  imaginäre  Elemente 
bei  der  Konstruktion  zuliesse. 

Zu  S.  171,  Z.  8.  Zunächst  nämlich  zerspalten  wir  iS  in  zwei  Faktoren 
A  und  ß,  sodass  die  Gleichung  lautet:  x{AB)  =  0.  Nach  S.  151  dürfen 
die  Faktoren  x,  A^  B  beliebig  gestellt  und  zusammen gefasst  werden.  Von 
A  und  B  wird  nur  der  eine  den  Faktor  x  enthalten,  etwa  B.  Dann  schreiben 
wir  xA ,  B  =  0,  Nun  verfahren  wir  mit  B  wie  vorhin  mit  CJ.  Sei 
B  :^  rj  und  enthalte  etwa  A  den  Faktor  a?,  so  kommt  xAFA  =  0  u.  s.  w. 
Schliesslich  wird  der  letzte  Faktor  rechts  x  selbst.  —  Es  möge  übrigens 
beachtet  werden,  dass  li  (=  Reihe)  nur  eine  symbolische  Bedeutung  hat, 
denn  in  xRx  =  0  soll  nicht  etwa  das  erste  x  mit  dem  Produkte  R  multi- 
plicirt  werden,  sondern  nach  und  nach  mit  den  einzelnen  Gliedern  der 
Reihe  R. 

Zu  S.  171,  Z.  19 — 17  V.  u.  Im  Anschluss  hieran  weisen  wir  auf 
einen  Umstand  hin,  der  schon  von  anderer  Seite  hervorgehoben  worden 
ist  (siehe  R.  Sturm,  E.  Schröder  und  L.  Sohncke,  Math.  Annalen 
Bd.  14,  1879,  S.  20):  Zu  dem  im  Text  ausgeschlossenen  ersten  Fall  gehört 
—  in  möglichst  einfacher  Form  gewählt  —  z.  B.  die  Gleichung  xatthycx  =  0^ 
wo  allerdings  die  linke  Seite  kein  Produkt  nullter  Stufe  ist.  Man  erkennt 
leicht,  dass  alle  Punkte  x^  die  dieser  Gleichung  genügen,  eine  Kurve 
erfüllen,  nämlich  einen  Kegelschnitt.  Denn,  wenn  die  Ebene  abc  die  Ebenen 
a  und  y  in  den  Geraden  Ä  und  G  schneidet,  so  liegen  alle  Punkte  x^  die 
jener  Gleichung  genügeu,  in  der  Ebene  abc  und  zwar  so,  dass  sie  die 
planiraetrische  Gleichung  xaÄbCcx  =  0  erfüllen.  Gleich  Null  ge- 
setzte stereometrische  Produkte  von  anderer  als  nullter  Stufe, 
die  X  enthalten,  können  also  algebraische  Kurven  im  Räume 
darstellen.     Grassmann  ist  jedoch  hierauf  nicht  eingegangen. 

Zu  S.  172,  Z.  4  V.  u.  „Jedesmal",  das  heisst  für  jedes  bestimmt  ge- 
wählte X. 

Zu  S.  173,  Z.  13 — 8  V.  u.  Natürlich  sind  alle  vorkommenden  Punkte, 
Geraden  und  Ebenen  als  reell  vorausgesetzt.  Grass  mann  benutzt  hier 
den  Satz,  dass  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  eine  reelle  Gerade  enthält^ 
unendlich  viele  reelle  Geraden  hat.  Doch  beweist  er  die  Geradlinigkeit 
der  Fläche  auch  imabhängig  hiervon  auf  S.  174  oben. 

Zu  S.  174,  Z.  16  V.  u.  Bei  dem  Citat  auf  §  3  fehlt  bei  Grassmanu 
die  Seitenangabe  und  man  könnte  es  nach  den  vorhergehenden  Worten  auf 
die  Abhandlung  IX  —  ihrer  Uebcrschrift  halber  —  beziehen.  Es  scheint 
uns  aber  der  Hinweis  auf  Abhandlung  X  als  richtig.  Vgl.  insbesondere 
S.  161  unten. 

Zu  S.  174,  Z.  9,  8  V.  u.     Na«h  S.  152. 

Zu  S.  175,  Z.  18—15  V.  u.  Wir  hoben  schon  bei  S.  158,  Z.  3  u.  f. 
hervor,  dass  Grassmann  glaubt,  diesen  Satz  durch  Benutzung  der  Be- 
griffe der  stereometi'ischen  Multiplikation  allein  beweisen  zu  können.  Vgl. 
unsere  Anmerkung  zu  S.  188. 

Zu  S.  176,  Z.  2  V.  u.     Vgl.  S.  59. 
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Zu  S.  177,  Formeln  (d).  Vgl.  beistehende  Fig.  45.  Ist  nämlich  y 
ein  Punkt  des  Kegelschnitts,  x  ein  Punkt  auf  yg^  so  liest  man  die  Formeln 
unmittelbar  ab. 

Zu  S.  177,  Z.  7.  Grassmann  lässt  hier 
stillschweigend  die  Bedingungen  fort,  dass  auch 
E  durch  g  gehen  und  D  und  F  einander 
schneiden  sollen.  In  der  That  sind  diese  Be- 
dingungen unnöthig.  Wenn  nämlich  nur  A  und 
C  einander  in  g  treffen,  die  fünf  Geraden  A^  B, 
C,  D^  E  sonst  aber  ganz  beliebig  liegen,  und 
wenn  x  ein  Punkt  ist,  für  den 

xADEFCx  =  0 

ist,  so  wird  diese  Bedingung  auch  durch  jeden  Punkt  x'  auf  xg  erfüllt. 
Denn  für  einen  solchen  Punkt  ist  xA^xA^  also  xADEFC £^xABEFC. 
Da  diese  Ebene  durch  C  geht,  also  g  enüiält  und  xADEFCx  =  0  sein 
soll,  so  enthält  die  Ebene  xADEFC  die  Punkte  g  und  a>,  das  heisst  auch  x\ 
weil  x'  auf  xg  liegt.  Demnach  ist  xADEFCx  '=  0.  Die  Fläche  zweiter 
Ordnung  ist  mithin  ein  Kegel  mit  der  iS^itze  g.  Uebrigens  kann  dieser 
Kegel  bei  besonderer  Lage  der  fünf  Geraden  ausarten.    Vgl.  dazu  S.  179  oben. 

Zu  S.  177,  Z.  16  — 18.  Denn  wenn  x  ein  Punkt  ist,  für  den 
xAB  .  .  .  A^B^Ax  =  0  ist,  und  wenn  x'  in  der  Ebene  xA  liegt,  so  ist 
xA  ^  xA^  also  xAB  .  , ,  A^B^A^  xAB  .  . .  A^B^A.  Diese  Ebene  durch 
A  enthält  ar,  weil  xAB,..A^B^x  =  0  ist,  und  ist  mithin  die  Ebene  xA^ 
in  der  x   liegt;  daher:  xAB  .  .  ,  A^B^x  =  0, 

Zu  S.  177,  Z.  18 — 21.  Ist  nämlich  x  irgend  ein  Punkt,  der  der 
Gleichung  genügt,  so  schneidet  die  Ebene  xA  die  Gerade  B^  in  einem 
Punkte  X.  Dieser  genügt  nach  dem  Vorigen  auch  der  Gleichung.  Wir 
brauchen  also  nur  diejenigen  Punkte  auf  B^  zu  suchen,  die  der  Gleichung 
genügen,  um  alsdann  sofort  Ebenen  durch  A  zu  finden,  deren  Punkte 
sämtlich  der  Gleichung  genügen.  Zu  bemerken  ist  nur  noch,  dass  B^  nach 
Voraussetzung  A  nicht  schneidet,  da  ^  im  Produkte  auf  B^  folgt. 

Zu  S.  177,  Z.  18  V.  u.  Bei  Grassmann  steht  hier  als  Citat  nur: 
§  3;  dies  ist  wohl  durch  unser  Citat  zu  ersetzen.  Denn  zunächst  ist,  weil 
xAB  ,  ,  .  A^B^Ax  von  nullter  Stufe  ist,  nach  dem  ersten  Satze  auf  S.  152: 

xAB  .  . .  A^B^Ax  =  xAB  .  . .  A„{xAB^. 
Nun  aber  ist  nach  dem  Satze  auf  S.  150  unter  2),  weil  x  in  B^  liegt: 

xAB„  =  x{AB:). 
Also: 

xAB  .  .  .  A^B^Ax  =  xAB  . . .  A^{x  .  AB^. 

Dies  aber  ist  ein  Produkt  nullter  Stufe  mit  den  drei  Faktoren  xAB  .  . .  -4„, 
ic,  AB^^  das  nach  S.  151  beliebig  geordnet  werden  kann.    Daher  auch  so: 


xAB  .  ..  A^x  ,AB^, 


oder,  wie  im  Text: 


xAB  .  .  ,A^x.B^A. 

Orassmann,  Werke.   II.  27 
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Zu  S.  177,  Z.  1  Y.  u.  Grassmann  sagt  hier  wie  später  stets:  kon- 
jugirt  statt:  isolirt. 

Zu  S.  179,  Z.  1 — 5.  Wenn  nämlich  zunächst  eine  der  Greraden  die 
folgende  schnitte,  so  würde  das  Zerfallen  unmittelbar  aus  dem  Satze  auf 
S.  160  oben  folgen.  Nehmen  wir  daher  an,  keine  der  Geraden  schneide 
die  folgende.  Dann  ist  xABCBE  nach  S.  159  u.  nur  dann  gleich  Null, 
wenn  a:  in  ^  liegt.  Für  jeden  andern  Punkt  x  dagegen  ist  xÄBCDE 
eine  Ebene.  Da  der  Kegel  die  Gerade  A  enthält,  so  kann  er  nur  so  zer- 
fallen, dass  ihm  eine  Ebene  durch  Ä  angehört.  Sind  z  und  x  irgend  zwei 
Punkte  dieser  Ebene,  so  ist  xÄ^x'A^  also  xABCDE^xABCDE, 
Es  soll  aber  xABCI>Ex  =  0  und  xABCDEx=0  sein,  also  müsste 
die  Ebene  xABCBE  die  Punkte  x  und  x  enthalten.  Dies  ist  jedoch  eine 
Ebene  durch  E.  Beim  Zerfallen  muss  also  E  die  Gerade  A  schneiden,  da 
X  und  X  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene  durch  A  bedeuten.  Der  Kegel 
kann  also  nur  noch  dann  zerfallen,  wenn  A  und  E  in  einer  Ebene  a 
liegen,  und  a  muss  dann  dem  Kegel  angehören.  Ist  x  ein  Punkt  von  a, 
so  ist  xA^a^  xAB^  aBj  xE^a^  xED^aD.  Da  aber  die 
Gleichung  xABCDEx  =  0  nach  S.  152  so  geschrieben  werden  kann: 
xABC{xED)  =  0,  so  kommt  aBC(aD)  =  0,  das  heisst  C  muss  die  Gerade 
aB(aD)  schneiden. 

XII.    Die  sterometrischen  Gleichungen  dritten  Grades  und 
die  dadurch  erzeugten  Oberflächen. 

Grelles  Journal  Bd.  49  (1855). 

Zu  S.  180,  Z.  8  V.  u.  Vgl.  unsere  Anmerkung  zu  S.  171,  Z.  8.  R 
hat  auch  hier  nur  symbolische  Bedeutung  und  soll  kein  Produkt  vorstellen. 

Zu  S.  181,  Z.  11—23.  Nach  dem  Satze  in  §  5,  S.  151,  kann  zu- 
nächst derjenige  der  drei  Faktoren  A^  B,  xB^^  der  von  zweiter  Stufe  ist, 
ans  Ende  gestellt  werden,  sodass  also  die  beiden  ersten  Faktoren  entweder 
die  Stufenzahlen  1,  1  oder  3,  3  haben.  Der  Faktor  zweiter  Stufe  wird  dann 
wie  im  Text  in  zwei  Faktoren  von  entweder  je  erster  oder  je  dritter  Stufe 
zerlegt.  Das  Produkt  hat  dann  die  Form  ÄB(rj),  wo  für  die  Stnfen- 
zahlen  von  ^,  B,  1\  A  die  vier  im  Text  angegebenen  Möglichkeiten  vor- 
liegen. Da  FA  in  x  linear  ist,  so  ist  F  oder  A  konstant.  Wir  können  A 
als  konstant  betrachten.  Die  Summe  der  Stufenzahlen  von  AB^  F,  A  ist 
vier  oder  acht.  Daher  ist  der  letzte  Satz  von  S.  148  anwendbar,  das 
heisst  das  Produkt  gleich  AI^  .  F .  A, 

Zu  S.  181,  Z.  13  V.  u.  Schlösse  die  Reihe  der  abwechselnden  Punkte 
und  Ebenen  mit  einem  Punkte,  so  wäre  das  ganze  Produkt  eine  Gerade, 
was  ja  ausgeschlossen  ist. 

Zu  S.  182,  Formeln  (l)  bis  (4).  Sie  sind  anders  geordnet  als  die 
vier  Fälle  auf  S.  181,  denen  die  Reihenfolge  (l),  (3),  (4),  (2)  entsprechen 
würde.  Infolge  davon  enthält  das  Original  später  einige  Fehler  in  der 
Bezeichnung,  die  wir  verbessert  haben.  Vgl.  das  Verzeichniss  der  Abweichungen 
vom  Original. 

Zu  S.  182,  Z.  17 — 19.  Wir  erinnern  daran,  dass  die  Anzahl  der 
festen  Geraden  gerade  sein  muss. 
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Zu  S.  182,  Z.  12  V.  u.  Die  letzten  Ecken  der  drei  offenen  Figuren 
sind  die  Punkte  a;9l,  x9}^,  xdi^.  Es  wird  also  verlangt,  dass  sich  die 
Ehjene  von  x^i  und  -4,  die  von  x^^  und  Ä^  und  die  von  x'Si^  und  A^  in 
einem  Punkte  der  Ebene  a  treffen.  Als  letzte  Seiten  der  drei  offenen 
Figuren  sind  die  Geraden  von  den  Punkten  ajSl,  a^SR^,  x^^  ^^^^  diesem 
Punkte  von  a  gewählt. 

Zu  8.  182,  Z.  5-1  V.  u.  Ist  81  die  Reihe  bß,  3Ii  die  Reihe  b^ß^ 
und  S}^  ^®  Reihe  b^ß^y  so  sind  xbj  xb^^  xb^  die  von  der  Spitze  x  des 
Tetraeders  ausgehenden  Kanten.  Die  Ecken  der  Grundfläche  sind  xbß^ 
xb^ßi,  xb^ß2'  Die  festen  Punkte  jener  drei  Kanten  sind  b,  6j,  b^j  der 
feste  Punkt  der  Grundfläche  ist  a.  Die  Ecken  der  Grundfläche  liegen 
in  den  festen  Ebenen  ß^  ß^^  ß^. 

Zu  S.  182,  Z.  1  V.  u.,  u.  S.  183,  Z.  1—3.  Sind  die  Reihen  SR,  9ii, 
und  9?2  die  Geradenpaare  BCy  B^C^  and  -BjCj,  so  ist  ein  Punkt  von  a 
die  Spitze  der  ersten  Pyramide,  wobei  die  von  dieser  Spitze  ausgehenden 
Kanten  -4,  -4^,  A^  treffen  und  die  Endpunkte  dieser  Kanten  auf  C,  C^,  C^ 
liegen.  Diese  letzteren  Punkte  sind  zugleich  die  Grandpunkte  der  andern 
Pyramide  mit  der  Spitze  x,  deren  von  x  ausgehende  Kanten  B^  B^ ,  B^  treffen. 

Zu  S.  183,  Z.  17  V.  u.     Eigentlich  r{a^a)a.     Aber  nach  l),  S.  150, 

Zu  S.  184,  Z.  9  V.  u.  Denn  ca  ist  von  nullter  Ordnung  und  nicht 
gleich  Null,  das  heisst  eine  Zahlgrösse. 

Zu  S.  184,  Z.  4  V.  u.  Eigentlich  tritt  zu  scp2a  nicht  der  Faktor  c, 
sondern  cce  hinzu;  aber  nach  dem  Satze  in  §  5,  S.  151,  ist 

scp^a  .  Ca  _-  scp^a  .  c    a. 

Za  S.  185,  Z.  4  v.  u.  „In  allen  Fällen",  das  heisst:  auch,  wenn 
PiPiPü  =  0  ist. 

Za  S.  186,  Z.  9  — 15.  Dies  ist  eigentlich  nui-  eine  Wiederholung 
einer  Stelle  von  S.  185. 

Zu  S.  186,  Z.  9  V.  u.     Nach  S.  152. 

Zu  S.  187,  Z.  13—19.     Vgl.  S.  157  and  S.  171. 

Zu  S.  187,  Z.  5,  4  V.  u.  Was  geometrisch  sofort  aus  einer  Figur 
erhellt,  aber  im  Folgenden  auch  analytisch  bewiesen  wird. 

Zu  S.  187,  Z.  3  —  1  V.  u.  Denn  nach  S.  150  ist  ABrB^A(rB)B. 
Ist  aber  die  Summe  der  Stafenzahlen  von  JT  und  B  gleich  vier,  während 
r  nicht  mit  B  vereint  liegt,  so  ist  FB  eine  von  Null  vei'schiedene  Zahl- 
grösse, daher  ABFB  E^  AB. 

Zu  S.  188,  Z.  1  —  5.     Zunächst  ist  nämlich  nach  dem  Vorhergehenden 

ABB,  . .  .  B„rB„  -  {ABB,  . . .  B^_,)  B„rB,  ~  ABB,  .  .  .  B,_,B„, 

also: 

ABB, . .    B,rB„B„_,  =  ABB,  . . .  B,_,B,B,_,  = 

^  (ABB,  .  .  .  B„_,)B„_,B,B,_,   =  ABB, . .  .  B„_,B„_, 

U.  8.    W. 

27* 
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Zu  S.  188,  Z.  5,  6.     Es  war  xaabßc^yc.     Hieraus  folgt: 
xaabßcßbaa  E^  pcßbaa, 
das  heisst  nach  dem  Vorhergehenden: 

xa  ^EE  ycßbaa. 

Zu  S.  188,  Z.  15 — 19.  Grassmann  benutzt  hier  den  Satz,  dass  es 
nur  eine  projektive  Beziehung  zwischen  zwei  Ebenen  giebt,  sobald  man 
vier  Punkten  der  einen  Ebene  allgemein  vier  der  andern  zugeordnet  hat, 
also  einen  Satz,  der  sich  mittels  der  stereometrischen  Multiplikation  allein 
nicht  beweisen  lässt.  Vielleicht  hat  er  durch  das  Wort  „kollinear"  an- 
deuten wollen,  dass  er  hier  etwas  wo  anders  her  entlehnt.  Im  Hinblick 
auf  einige  fiiiher  von  uns  hervorgehobenen  Stellen  sind  wir  jedoch  im 
Zweifel,  ob  er  sich  darüber  klar  war,  dass  es  sich  um  einen  durch  stereo- 
metrische Multiplikation  allein  nicht  beweisbaren  Satz  handelt. 

Zu  S.  188,  Z.  11  V.  u.  bis  S.  189,  Z.  17.  Hier  steht  im  Original 
^9  ^1  ^4  ^^AÜ  k^^  k^j  A;^,  was  wir  zu  ändern  genötigt  waren,  weil  sonst 
o,,  aj,  a^  in  zwei  verschiedenen  Bedeutungen  vorkämen. 

Zu  8.  189,  Z.  12.  In  dieser  Formel  sind  vier  Formeln  zusammen- 
gefasst,  von  denen  die  erste  lautet: 

und    die    andern   drei  hieraus   hervorgehen,    wenn   a  iind  o^   bez.   durch   b 
und  b^  oder  c  und  c^  oder  d  und  d^  ersetzt  werden. 

Zu  S.  190,  Z.  7,  8.     Vgl.  unsere  Anmerkung  zu  S.  188,   Z.  15 — 19. 

Zu  S.  190,  Satz  8.  Dieser  Satz  ist  schlecht  stilisirt,  was  daher  rührt, 
dass  der  Satz  im  Original  mit  den  Worten:  „Durch  zwei  Punkte"  beginnt. 
Um  möglichst  schonend  vorzugehen,  haben  wir  nur  diese  Worte  durch: 
„Bei  zwei  Punkten"  ersetzt,  obgleich  der  Satz  dann  immer  noch  zu  wünschen 
übrig  lässt. 

Zu  8.  190,  Z.  11  V.  u.  Die  Projektionsebene  ist  die  einzuschaltende 
Ebene. 

Zu  S.  191,  Z.  13.  Die  Projektionspunkte  sind  die  oben  mit  ki^k^^h^ 
bezeichneten  Punkte. 

Zu  S.  192,  Z.  10.     Vgl.  S.  182. 

Zu  S.  192,  Z.  12.     Auf  S.  185. 

Zu  S.  192,  Z.  5  V.  u.  Wie  im  Original  steht  hier  irrthümlich  Strahlen- 
büschel statt  Ebenenbüschel,  was  leider  übersehen  worden  ist. 

Zu  S.  193,  Z.  2.  q)  hat  hier  eine  andere  Bedeutung  als  früher.  Die 
vorher  mit  gpW,  gp9ti',  gjJRj'  bezeichneten  Ebenen  heissen  jetzt  gp,  gp^,  gpg- 
Nachher  freilich,  auf  Z.  19  v.  u.,  ist  cp  doch  wieder  die  frühere  Ebene,  da 
dort  ^SR'"-  q)  ist. 

Zu  S.  193,  Z.  19  V.  u.  Hierdurch  ist  die  Gleichimg  (1)  auf  die  ein- 
fachere Form  gebracht: 

x(a:3ii)  (a;3tj)a  =  0. 

Zu  S.  194,  Z.  7  V.  u.  Vgl.  S.  76.  6  ist  die  Ebene,  die  zur  Fläche 
zweiter  Ordnung  hinzutritt. 

Zu  S.  195,  Z.  1.  Die  allgemeine  Fläche  dritter  Ordnung  enthält  be- 
kanntlich   27    Gerade,    nach    G.    Salmon,    Cambridge    and    Dublin    Math. 
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Journ.  Bd.  4,  S.  118,  252  (1849).  Aber  es  kann  vorkommen,  dass  von 
diesen  27  Geraden  nur  drei  reell  sind,  nach  L.  Schläfli,  Qnarterly 
Journal  Bd.  2,  S.  118   (1858). 

Zu  S.  195,  S.  18 — 21.  Diese  Annahme  ist  erlaubt,  sonst  nämlich 
enthielte  die  Fläche  alle  Geraden  durch  jene  drei  im  Texte  genannten  Ge- 
raden, das  heisst,  sie  zerfiele  in  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  eine  Ebene. 

Zu  S.  195,  Z.  9  V.  u.     Vgl.  unsere  Anmerkung  zu  S.  193,  Z.  19  v.  u. 

Zu  S.  196,  Z.  4.  Lässt'  man  auch  imaginäre  Gerade  zu,  so  ist  hier^ 
mit  bewiesen,  dass  jede  Fläche  dritter  Ordnung  in  der  Form 

a?a(ar9li)(fl;SRg)=0 

darstellbar  ist,  also  als  Durchschnitt  dreier  projektiver  Ebenenbündel  — 
Grassmann  sagt:  Ebenenbüschel  zweiter  Stufe  —  erzeugt  werden  kann. 
Dieser  Satz  kommt  vor  Grassmann  nicht  vor.  Man  nennt  deshalb  diese 
Erzeugungsart  die  Grassmannsche.  Vgl.  H.  Schröter  in  Grelles  Journal 
Bd.  62  (1863),  S.  265—280,  insbes.  S.  265  und  S.  280,  wo  Schröter 
eine  Bemerkung  macht,  die  schon  Grassmann  auf  S.  194,  195  hat.  Vgl. 
femer  das  Lebensbild  Grassmanns  von  B.  Sturm,  E.  Schröder  und 
L.  Sohncke,  Math.  Annalen  Bd.  14  (1879),  S.  19,  20. 

Zu  S.  196,  Z.  16.  Vgl.  S.  185.  Hervoi-zuheben  ist,  dass  die  da- 
maligen Betrachtungen  unabhängig  davon  waren,  ob  die  Reihen  8t,  9i^,  Vt^ 
aus  Geraden  oder  aus  abwechselnden  Punkten  und  Ebenen  bestehen. 

Xin.    Sur  lee  difförents  genres  de  multiplication. 
Grelles  Journal  Bd.  49  (1855). 

S.  202,  Z.  4.  V.  u. 

Das  hier  stillschweigend  eingeführte  associative  Gesetz  der  Multipli- 
kation wird  später  ebenso  wieder  fallen  gelassen;  die  meisten  der  Grass- 
mann sehen  Multiplikationsarten  sind  nicht  assoeiativ. 

Die  Beschränkung  der  Produkte  auf  zwei  Faktoren  ist  eine  wirkliche 
Einschränkung  des  Problems.  Es  können  nämlich  bei  Produkten  mit  drei 
oder  mehr  Faktoren  noch  neue  Gleichungen  hinzukommen,  z.  B.  die  Glei- 
chungen des  associativen  Gesetzes,  oder  die  nach  Analogie  der  Jacobischen 
Identität  gebildeten  Gleichungen 

UV  ,  w  •-{-  VW  ,  u  -\-  wu  .  v  =  0, 

die  eine  lineale  Multiplikationsart  im  Sinne  Grassmanns  definiren. 

üeberhaupt  sind  die  Forderungen,  die  Grassmann  an  diese  Einheiten 
stellt,  zum  Theil  ziemlich  willkürlich.  Eine  wesentliche  Beschränkung  liegt 
darin,  dass  nur  die  Einheitsprodukte  gleicher  Stufe  durch  lineare  Gleichungen 
verbunden  sein  sollen;  dadurch  werden  gerade  solche  Fälle  ausgeschlossen, 
die  Mancher  für  die  interessantesten  und  wichtigsten  halten  wird,  und  die 
überdies  auch  grössere  Schwierigkeiten  darbieten.  Man  sehe  die  Aus- 
führungen in  dem  Werke:  Theorie  der  Transformationsgruppen,  unter  Mit- 
wirkimg von  Fr.  Engel  bearbeitet  von  S.  Lie,  Bd.  III  (Leipzig  1893), 
S.  748  u.  flf. 

Was  die  Beziehimgen  von  Grassmanns  Multiplikationsarten  zu  be- 
stinunten  Gruppen  angeht,  so  ist  Folgendes  ohne  Weiteres  ersichtlich:   Hat 
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mau  durch  ein  System  von  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Einheits- 
produkten eine  Multiplikationsart  im  Sinne  Grassmanns  deiinirt,  so  kann 
man  in  allgemeinster  Weise  neue  Einheiton  einführen,  zwischen  deren  Pro- 
dukten dieselben  Bedingungsgleichungen  bestehen.  Die  linearen  Substitu- 
tionen, durch  die  dies  geschieht,  bilden  dann  nothwendig  eine  Gruppe  (die 
sich  natürlich  unter  Umstanden  auch  auf  die  identische  Transformation 
reduciren  kann).  Einige  Gruppen  kann  man  geradezu  in  dieser  Weise 
definiren,  so,  wie  Grassmann  selbst  schon  bemerkt  hat,  die  Gruppe  der 
linearen  Aendemngen  (die  allgemeine  lineare  Gruppe)  und  die  Gruppe  der 
circulären  Aendemngen  (die  erweiterte  Gruppe  der  Drehungen  um  einen 
festen  Punkt).  Als  ein  allgemeines  Princip,  wodurch  man  aus  der  Mannig- 
faltigkeit aller  projektiven  Gruppen  eine  besondere  Klasse  herausheben  könnte, 
eignet  sich  dieses  Verfahren  indessen  kaum.  Denn  einmal  hat  die  ganze  Frage- 
stellung vom  gruppentheoretischen  Gesichtspunkt  aus  unseres  Erachtens  nur 
ein  untergeordnetes  Interesse,  sodann  aber  ist  die  Beziehung  zwischen 
Gruppe  und  „Multiplikationsart**  nicht  umkehrbar:  Die  Multiplikationsgesetze 
sind  durch  die  Gruppe  im  Allgemeinen  noch  nicht  völlig  definirt,  und  es 
können  auch  (schon  im  Falle  von  zwei  Einheiten)  zu  einer  Gruppe  mehrere 
ganz  verschiedene  Multiplikationsarten  gehören. 

Anders  liegt  die  Sache  bekanntlich  im  Falle  der  Systeme  complexer 
Zahlen,  deren  Beziehung  zu  einer  gewissen  Klasse  von  Gruppen  eindeutig 
umkehrbar  ist. 

S.  204,  Z.  19  v.  u. 

Die  zweite  Forderung  bedarf  einer  Erläuterung.  Hat  man  nämlich 
die  erste  Forderung  durch  ein  System  von  Bedingungsgleichungen  befriedigt, 
und  verlangt  man,  dass  diese  fortbestehen,  wenn  man  z.  B.  an  Stelle  der 
Einheiten  u^  und  Mg  die  neuen  Einheiten  j\u^  -f~  ^^2  ^^°^  !h^h  "f"  Ih^ 
einführt,  so  ergeben  sich  im  Allgemeinen  neue  Bcdingungsgleichungen  für 
die  Produkte  der  Einheiten  Mj,  .  .  .  w^.  Es  wii-d  nun  (wie  aus  den  geführten 
Beweisen  hervorgeht)  angenommen,  dass  diese  neuen  Gleichungen  auch 
wieder  der  ersten  Forderung  genügen  sollen.  Die  zweit«  Forderung  ent- 
hält also  die  allerdings  nicht  ausdrücklich  formulirte  Annahme,  dass  die 
Zahlen  quadrupel  x^,  y^  für  alle  Einheitspaare  dieselben  sind,  und  dass 
auch  die  noch  zu  suchenden  Relationen  sich  nicht  ändern,  wenn  man 
z.  B.  Mj  durch  —  «^  ersetzt. 

Diese  Voraussetzungen  sind  von  uns  auch  der  Berechnung  der  aus  zwei 
Einheiten  abzuleitenden  Multiplikationsart^n  zu  Gnmde  gelegt  worden. 

S.  206,  Z.  14.    l'equation  obtenue,  gemeint  ist  die  Gleichung 

«l,lW2«2  H h  «n-l,«-l^*««*n  +  ««,«^1^1  =  0. 

S.  206,  Theoreme  2. 

Der  Satz  ist  so  zu  verstehen,  dass  man  sowohl  bei  den  Einheiten  als 
auch  bei  den  Koefficienten  die  Indices  1  .  .  .  n  vertauschen  darf,  und  zwar 
})eidemal  in  beliebiger  Weise. 

S.  209,  Z.  14  V.  u.     Pour  trouver  .  .  . 

Dies  ist  nicht  zu  verstehen.  Gemeint  ist  \ielleicht:  Wir  wollen  uns 
mit  den  (übrigens  ohne  Weiteres  ersichtlichen)  Relationen  zwischen  den 
GriJssen  a',  y  nicht  aufhalten,  da  in  dem  nächsten  Fall  (4)  dieselben  Rela- 
tionen auftreten. 


und  Analysis.    XÜI,  S.  202—211;  XTV,  S.  218.  423 

S.  211  unten. 

Die  über  den  Fall  zweier  Einheiten  aufgestellte  Behauptung  erweist 
sich  nicht  als  stichhaltig,  und  demgemäss  erleiden  die  Theoreme  4  und  5 
im  Fall  n  =  2  eine  Ausnahme. 

Es  giebt  bei  zwei  Einheiten  zwölf  Systeme  von  Bedingungsgleichungen, 
die  Grassmanns  erster  und  zweiter  Forderung  genügen. 

Lassen  wir  die  trivialen  linealen  Multiplikationsarten 

(0)  (keine  Bedingimgsgleichung), 

(1)  eieg  =  egCi, 

(2,3,4)  ei*  =  e8*  =  0,     c^Cj,  +  CgC^  =  0, 

(1,  2,  3,  4)  6i«  =  62«  =  c^e,  =  e^e,  =  0 

bei  Seite,  und  setzen  wir  zuerst  voraus,  dass  die  Bedingungsgleichung  (l) 
nicht  erfüllt  ist,  so  haben  wir  zuerst  die  von  Grassmann  angegebenen 
Multiplikationsarten 

(4)  v  +  V=o, 

(2,3)  wi«2  +  «*8«i  =  0,   V  =  V; 

die  Aenderungen,  die  diese  Gleichungen  nicht  zerstören,  sind  aber  nicht 
nur  die  circulären,  sondern  sie  bilden  (in  beiden  Fällen)  die  umfassendere 
Gruppe 

U^  =  X^Ui  +  a-,f*5,       M^'  =  +  (iTjMi  —  JjWj) 

(ohne  Bedingungsgleichung  für  die  x). 

Dazu  kommen  die  von  Grassmann  übersehenen  Fälle 

(3)  Mi^  -=  u^\  und 

(2,4)  MjUjj  +  MjMl  =  0,      Mi*  +  V  =  0, 

beide  mit  der  Gruppe 

«*i'  =  a^iWi  +  x^u^,     V  =  +  (%^^i  +  ^1*^2)- 

Aus  diesen  vier  Fällen  (3),  (4),  (2,  3),  (2,  4)  gehen  dann  noch  vier 
weitere  hervor,  wenn  man  die  Bedingung  (1):  t/^w^  =  u^u^  hinzufügt.  Die 
Gruppe   der  erlaubten  Aenderungen   wird   dadurch   offenbar  nicht  geändert. 

Da  die  zuletzt  en^ähnten  Gruppen  die  circulären  Aenderungen  nicht 
enthalten,  so  bleibt  das  Theorem  6  auch  in  dem  Fall  von  zwei  Einheiten 
bestehen. 


XIV.    Die  lineale  Erzeugung  der  Kurven  dritter  Ordnung. 
Grelles  Journal  Bd.  62  (1866). 

Zu  S.  218,  Z.  6  V.  u.  Der  ausführliche  Titel  ist:  „Sopra  un  algoritmo 
proposto  per  esprimere  gli  allineamenti  e  sull'  ordine  0  la  classe  del  luogo 
geometrico  dei  punti  0  delle  rette  soggetti  ad  una  legge  di  allineamento. 
Sunto  del  M.  E.  Prof.  Bellavitis.  Letto  neir  adunanza  deir  I.  R.  Istituto 
Veneto  il  di  26  decembre  1854.  Venezia,  nel  priv.  stab.  naz.  di  G.  An- 
tonelli,  1855."     Durch  Vermittelung   des  Herrn  E.  Wölffing  in  Stuttgart 
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sind  wir  in  den  Besitz  eines  Exemplars  dieser  Abhandlung  gelangt,  das  an- 
scheinend nur  ein  Separatabdruck  aus  den  Atti  dell'  I.  R.  Istituto  Veneto 
ist.  Darin  sind  die  Seiten  mit  1  — 17  numerirt,  und  wir  werden  sie  mit 
diesen  Zahlen  citiren. 

Zu  S.  218,  Z.  4  V.  u.  u.  f.     A.  a.  0.  S.  4,  9,  12. 

Zu  S.  219,  Z.  2—4.  Bellaritis,  S.  4,  9,  15.  Chasles'  Abhand- 
lung haben  wir  schon  in  der  Anmerkung  zu  S.  97,  Z.  17 — 15  v.  u.  citirt. 

Zu  S.  219,  Z.  20—21.  Dies  geschieht  auf  S.  228,  229.  Der  Fehler 
von  Bella  vi  tis  liegt  auf  der  Hand. 

Zu  S.  219,  Z.  3,  2  V.  u.     A.  a.  0.  S.  4. 

Zu  S.  220,  Z.  2.  Wir  haben  in  unseren  Anmerkungen:  vereinigte 
Lage  gesagt. 

Zu  S.  220,  Z.  6.     A.  a.  0.  S.  4. 

Zu  S.  220,  Z.  8.  A.  a.  0.  S.  5.  Ausserdem  braucht  Bellavitis  filr 
die  Punkte  grosse  und  für  die  Geraden  kleine  Buchstaben. 

Zu  S.  221,  Regel  6  und  7.  Diese  Regeln  sind  eine  Folge  der  im 
Vorhergehenden   von  uns   oft   angewandten   „Reduktionsregel",  vgl.   S.  377. 

Zu  S.  222,  Z.  15.  Streng  genommen  ist  dies  nicht  korrekt.  Den 
eigentlichen  Nachweis  hat  Grassmann  dort  unterdrückt.  Wir  haben  ihn 
in  einer  Anmerkung  gegeben. 

Zu  S.  222,  Z.  19.  Etwas  inkonsequent  bezeichnet  Grassmann  hier 
Punkte  durch  griechische  Buchstaben. 

Zu  S.  222,  Z.  20  u.  f.     Vgl.  Fig.  11,  S.  65. 

Zu  S.  222,  Z.  13  V.  u.  Es  muss  auch  gezeigt  werden,  dass  diese 
Bedingung  hinreicht.     Dies  geschieht  auf  S.  227. 

Zu  S.  222,  Z.  3  V.  u.  Bei  dieser  Fassung  ist  auch  das  Unendlichfeme 
berücksichtigt. 

Zu  S.  223,  Z.  7.  Statt  „berührt"  stände  hier  und  auch  später 
besser:  trifft. 

Zu  S.  223,  Z.  22  v.  u.  Vom  Jahre  1706.  Opera,  herausgegeben  von 
S.  Horsley,  Bd.  1,  London   1729. 

Zu  S.  224,  Z.  13.     Für  „Kurve"  stände  besser:  Zug. 

Zu  S.  224,  Z.  19  V.  u.  Das  „Kurvenstück"  ist  ein  Bogenelement 
der  Kurve. 

Zu  S.  225,  Z.  1.     Der  Winkel  hat  veränderliche  Grösse. 

Zu  S.  225,  Z.  6.  Das  heisst,  wenn  B  die  Gerade  ca  nicht  zwischen 
c  und  a  trifPt. 

Zu  S.  225,  Z.  12,  11  V.  u.  Gemeint  ist,  dass  m  der  Punkte  a,  (3,  y 
auf  den  un verlängerten  Strecken  ah^  bc^  ca  liegen  sollen. 

Zu  S.  226,  Z.  8.  Unter  den  „sieben"  Fällen  sind  diese  verstanden: 
Bewegung  von 

1)  jp  und  q  hinsichtlich  a&,  die  sich  umkehrt,  wenn  y  zwischen  a 
und  b  liegt, 

2)  q  hinsichtlich  ha  und  6c,  die  sich  umkehrt,  wenn  B  zwischen  ha 
und  bc  liegt, 

3)  q  und  r  hinsichtlich  bc,  die  sich  umkehrt,  wenn  a  zwischen  b 
und  c  liegt, 

4)  r  hinsichtlich  cb  und  ca,  die  sich  umkehrt,  wenn  C  zwischen  cb 
und  ca  liegt, 
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5)  r  und  jp^  hinsichtlich  ca^  die  sich  umkehrt,  wenn  /3  zwischen  c 
und  a  liegt, 

6)  Pi  hinsichtlich  ac  und  a&,  die  sich  umkehrt,  wenn  A  zwischen  ac 
und  ab  liegt, 

7)  j^i  und  jp  hinsichtlich  a.  In  den  sechs  ersten  Fällen  giebt  es 
(m  +  3  —  «)-mal  Umkehr. 

Zu  S.  226,  Z.  2  V.  u.  Denn  eine  Sehne  dieses  Zuges  trifft  den  andern 
Zug  deshalb  nicht,  weil  sie  ihn  sonst  —  da  der  andere  Zug  keinen  Wende- 
punkt hat  —  nicht  nur  einmal,  sondern  zweimal  schneiden  müsste.  Diese 
Gerade  hätte  also  mit  der  Kurve  dritter  Ordnung  vier  Punkte  gemein,  was 
unmöglich  ist. 

Zu  S.  227,  Z.  3 — 6.  Hierdurch  wird  nachgewiesen,  dass  der  im  Zusatz 
auf  S.  226  angegebene  besondere  Fall  vermieden  werden  kann,  was  Grass - 
mann  nachher,  Z.  10,  ausdrücklich  noch  einmal  betont. 

Zu  S.  227,  Z.  18.     Vgl.  §  2,  S.  222. 

Zu  S.  228,  Z.  16.  A.  a.  0.  S.  13  mit  Rücksicht  auf  das  auf  S.  12 
Gesagte. 

Zu  S.  229,  Z.  9.     Gemeint  ist  die  Gleichung  auf  S.  218. 

Zu  S.  229,  Z.  23—14  v.  u.  Vgl.  Satz  Nr.  2  auf  S.  74  und  die 
Figur  14.     Die  dort  benutzten  Bezeichnungen 

a     C     b      ttj^     C^     b^     d 
sind  jetzt  ersetzt  durch 

a    Ä     a^     b      B     b^     c. 
Die  auf  S.  75  genannten  neun  Punkte  sind  also  jetzt  diese: 

rt,  6,  c,     AB^     (ö«iH^M>     ca^A^     cb^B,     aa^B^     bb^A. 
In  Figur  33  sind  dies  die  Punkt«: 

a,  b,  c,     g,     c,     h,     /,     d,     f. 

Zu  S.  230,  Z.  1,  2.     Dies  wurde  auf  S.  76  unten  bewiesen. 

Zu  S.  230,  Z.  14.  Von  hier  an  beginnt  der  Beweis  dafür,  dass  die 
durch  (4)  dargestellte  Kurve  dritter  Ordnung  die  durch  (2)  angegebene 
Konstruktion  zulässt. 

Zu  S.  231,  Z.  8.  Denn  alle  Kurven  dritter  Ordnung  durch  die  acht 
Punkte  d,  a,  e,  6,  /*,  Ä,  y,  i  haben  noch  einen  neunten  Punkt  gemein.  Eine 
solche  Kurve  besteht  aus  den  Geraden  dg^  ah^  e/*,  eine  andere  aus  den 
Geraden  de,  6*,  gf.  Beide  haben  noch  den  Schnittpunkt  von  ah  und 
bi  gemein. 

Zu  S.  231,  Z.  19  V.  u.  Bellavitis  schreibt  a.  a.  0.  S.  16,  Z.  3  v.  u., 
die  Gleichung  so: 

XAbCdEf{XJg)  .  XEh  \\  0,     wobei     fJ  ||  0,     gE  ||  0. 

Zu  S.  231,  Z.  16  V.  u.  Eigentlich  wäre  eine  neue  Figur  am  Platze 
gewesen.  Grass  mann  hat  sich  damit  beholfen,  das  Noth  wendigste  in 
Fig.  33  einzutragen. 

Zu  S.  231,  Z.  13  V.  u.     Vgl.  S.  219,  Z.  2. 

Zu  S.  231,  Z.  5  V.  u.  Im  Original  steht  g  statt  x^  aber  obgleich  hier 
x^g  ist,  muss  doch  dem  Sinne  des  Textes  nach  x  stehen. 
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Zu  S.  232,  Z.  6.  Denn  für  x  =  6  ist  xc  -  ef,  fx  "  ef.  Die  Glei- 
chung (9)  giebt  also 

efDpEdF{efB)  .  MC  =  0 
oder: 

€fDpEdF{efB)C{dh)  =  0. 

Also  liegt  h  auf  efDpEdF{efB)Cd  und  ausserdem  liegt  h  auf  cf^  sodass 
der  im  Text  angegebene  Punkt  h  hervorgeht. 

Zu  S.  232,  Z.  19.  Soll  nämlich  x^i  2L\xi  gd  liegen,  so  ist  xd=Egd, 
xdC       gdC^g,  ddk  g  mit  C  vereint  ist.     Also: 

xfB  .  xdC  =  xfBg  =  B, 

da  B  mit  g  vereint  ist.     Demnach  giebt  (9) 

ieDpEdFB  =  0 
oder: 

BFdEpDei  =  0, 

sodass  i  auf  BFdEpDe  liegt.  Ausserdem  liegt  i  auf  gd^  daher  der  Punkt 
*  des  Textes. 

Zu  S.  232,  Z.  19  v.  u.  Diese  Annahme  macht  auch  Bellavitis,  vgl. 
S.  231:  Ff=0. 

Zu  S.  232,  Z.  2  V.  u.  Es  war  nämlich  A^zgf,  g^BC,  also 
Ä  T^  BCf;  femer  war  a^  ^  hc  .  de  und  h  FCdEpJ)e{fg).  Also 
Ä  ^  FCdEpDeA  und  a^  -  FCdEpDeAc{de),  und  wegen  FC  =  c 
kommt  der  im  Text  angegebene  Wert  von  a^.  Femer  war  \^=:%c  ,ef 
und  i  ^  BFdEpI)e(gd),  also  kommt,  da  ^rf  -i  5,  auch  der  Werth  ftj 
des  Textes. 

Zu  S.  233,  §  7.  Grassmann  beabsichtigt  nun  zu  zeigen,  dass,  wenn 
neun  Pimkte  beliebig  gegeben  werden,  stets  eine  planimetrische  Gleichung 
aufgestellt  werden  kann,  die  die  Kurve  dritter  Ordnung  durch  die  neun 
Punkte  darstellt.  Beim  Beweis  entlehnt  er  Sätze  aus  der  projektiven 
Geometrie. 

Zu  S.  233,  Z.  4 — 10.  Dies  folgt  sofort,  wenn  man  die  linke  Seite 
einer  planimetrischen  Gleichung  dritten  Grades  zuerst  in  zwei  Faktoren  zer- 
legt und  dann  einen  der  Faktoren  nochmals  zerlegt  u.  s.  w. 

Zu  S.  233,  Z.  11—14.  Z.  B.  seien  A,  B  zwei  Gerade  durch  den 
Punkt  c.  Dann  haben  P^xaA,  Q^xbB  die  Eigenschaft,  dass  P  =  0 
für  X  ^  a,  Q  =  0  für  x  ^b  und  ausserdem  noch  PQ  =  0  für 
X  -    AB  ^  c  ist. 

Zu  S.  233,  Z.  18  —  14  v.  u.  Grassmann  behauptet:  Sind  fünf  Ele- 
mente, z.  B.  fünf  Punkte  c^,  f^^^  ^j,  Ä^,  ij,  und  ausserdem  fünf  Strahlen 
durch  einen  Punkt  J,  etwa  ed,  fd^  gd^  hd^  id  gegeben,  so  kann  man  ein 
Produkt  xA  bilden,  das  in  ed,  fd,  gd^  hd^  id  übergeht,  sobald  man  darin 
X  durch  e^^  f^^  g^^  h^,  t'^  ersetzt.  A  soll  dabei  eine  Reihe  fester  Punkte 
und  Geraden  sein,  sodass  also  A  an  sich  kein  Produkt  ist,  sondern  nur 
symbolische  Bedeutung  hat.  —  Dass  dem  in  der  That  so  ist,  kann  man 
mit  Hülfe  von  Sätzen  der  projektiven  Geometrie  leicht  erkennen:  denn  der 
Ort  der  Punkte,  die  so  liegen,  dass  das  Doppelverhältniss  der  Strahlen  von 
ihnen  nach  e^,  f^j  g^^  \  oder  i^  gleich  dem  von  cd,  fd^  gd,  hd  oder  id  ist, 


und  Analysis.     XIV,  S.  232-237.  427 

ist  ein  Kegelschnitt  durch  e^,  /i,  g^y  h^  bez.  durch  c^,  /i,  g^  tj.  Beide 
Kegelschnitt«  haben  ausser  c^,  /j,  g^  noch  einen  (reellen)  Punkt  d^^  gemein, 
der  sich  natürlich  lineal  konstruieren  lässt.  Nun  sind  die  fünf  Strahlen 
^^i>  fi^iy  9i^iy  ^^i>  *i^i  2U  den  fünf  Strahlen  ed,  fd,  gd^  hd^  id  pro- 
jektiv. Also  lässt  sich  zu  jedem  Strahl  durch  d^  der  zugehörige  Strahl 
durch  d  lineal  konstruieren.  Das  ist  es  aber,  was  Grassmann  behauptet. 
—  Es  ist  zu  betonen,  dass  Grassmann  in  §  7  nur  einen  allgemeinen 
üeberblick  geben  will;  erst  in  §  8  wird  die  in  §  7  entwickelte  Methode 
auf  einen  bestimmten  Fall  angewandt. 

Zu  S.  234,  Z.  6.     Gleichung  (2)  steht  auf  S.  218. 

Zu  S.  234,  Z.  14,  13  v.  u.  Denn  es  ist  ea^c  ^  o,  ,  ec^  af ,  cd  .  eCy 
und  dies  ist,  da  a/"  und  cd  nach  Voraussetzung  nicht  zusammenfallen,  nur 
dann  gleich  Null,  wenn  e  auf  cd  liegt,  was  ausgeschlossen  wurde. 

Zu  S.  235,  Z.  1—6.  Die  Gleichung  (12)  ist  bis  jetzt  erfüllt  durch 
X  ^  a^  6,  c,  rf,  weil  dann  p  oder  q^O  ist.     Dagegen  für 

^  =  e,  f,  g,    Ä,    % 
ist 

jp^^e»  A  ffii  ^1»  »1» 

Es  kommt  also  darauf  an,  die  in  (12)  noch  verfügbaren  Konstanten  so 
zu  wählen,  dass  (12)  befriedigt  wird,  sobald  für  p  und  q  eines  der  fünf 
Werthepaare,  die  hier  stehen,  gesetzt  wird. 

Zu  S.  235,  Z.  13 — 16.  Gemeint  ist:  Ist  i^h^e^=0,  so  ist  erreicht, 
dass  (12)  für  pE^i^,  q^i^  gilt,  ohne  dass  k  in  besonderer  Weise  ge- 
wählt zu  werden  braucht.  Ist  aber  i^bj^e  nicht  gleich  Null,  so  wählen  wir 
k  so,  dass  i^ki^  =  0  ist.  Alsdann  ist  (12)  wiederum  für  jp  ^^r  i^,  q  ^^  i^ 
erfüllt.  Um  nun  beide  Möglichkeiten  zu  umfassen,  wählen  wir  k  in 
jedem  Falle  so,  dass  i^ki^  =  0  ist;  das  heisst  k  wird  auf  i^i^  gewählt. 

Zu  S.  235,  Z.  11 — 7  V.  u.  Ausserdem  ist  k  an  i^i^  gebunden,  also 
ist  k  ein  Schnittpunkt  der  hier  erwähnten  Kurve  dritter  Ordnung  mit  der 
Geraden  i^ig. 

Zu  S.  235,  Z.  4,  3  V.  u.  /*,  g^,  \  sind  die  Werthe  von  q  für 
x^^E  f,  g,  h  .  .  .     Diese  drei  Punkte  liegen,  da  q  ~  xbB  ist,  auf  B. 

Zu  S.  236,  Z.  3,  4.  Hier  wird  also  der  Satz  benutzt:  Wenn  eine 
Kurve  dritter  Ordnung  zwei  Geraden  enthält,  so  zerfällt  sie  in  drei  Geraden. 

Zu  S.  236,  Z.  10 — 16.  Im  Original  steht  hier  überall  ^  und  Ä  statt 
g^  und  Äg.  Es  ist  dies  ein  Irrthum,  dessen  Beseitigung  in  der  Folge  er- 
heblichere Korrekturen  des  Textes  nöthig  gemacht  hat,  die  wir  weiter  unten 
erwähnen. 

Zu  S.  236,  Z.  19.  k  wird  also  auf  aß  gewählt.  Ausserdem  liegt  k 
auf  i^i^,  das  heisst:  es  ist  k^  aß(i^Q.     Vgl.  Z.  4  v.  u. 

Zu  S.  236,  Z.  19  V.  u.  Man  muss  sich  nämlich  daran  erinnern,  dass 
h^  nach  S.  235,  Z.  15  v.  u.  der  gemeinsame  Punkt  von  kf,  ^g^^gi  und 
kh^Ch^  ist. 

Zu  S.  237,  Z.  3 — 5.  Wegen  des  oben  erwähnten  Fehlers  musste  hier 
der  Text  erheblich  geändert  werden.  Vgl.  das  Verzeichniss  der  Abwei- 
chungen vom  Original. 
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Zu  S.  237,  Z.  20,  21.  Auch  hier  entsprechende  Abänderungen.  Wegen 
seines  obigen  Fehlers  zählt  Grassmann  nur  351  statt  369  Faktoren. 
Vgl.  das  Verzeichniss  der  Abweichungen  vom  Original. 

Zu  S.  238,  Z.  20  V.  u.  Auf  S.  103  ist  nämlich  w  =  2  anzunehmen. 
Dann  sind  dort  ein  Strahlenbüschel  und  ein  dazu  projektives  Kegelschnitt- 
büschel zu  konstruiren,  deren  Durchschnitt  die  dort  mit  C  bezeichnete 
Kurve  dritter  Ordnung  ist.  Auch  werden  dort  nur  drei  (statt  sechs)  Kegel- 
schnitte J?,  J5i,  B^  konstruirt,  weil  sie  für  die  Herstellung  der  projektiven 
Beziehung  ausreichen.  Diese  drei  Kegelschnitte  haben  mit  C  vier  Punkte 
gemein.  Der  auf  S.  237,  Z.  9  v.  u.  erwähnte  elfte  Punkt  /  ist  der  Punkt, 
in  dem  auf  S.  103  die  Gerade  A  die  Kurve  C  ausser  in  den  beiden 
Punkten,  durch  die  der  Kegelschnitt  B  gelegt  wurde,  zum  dritten  Male  trifft 

Zu  S.  238,  Z.  18 — 15  v.  u.  Zum  Beweise  des  Satzes  b)  wird  die 
Gleichung  (1)  auf  S.  218  benutzt: 

xaBcDxD^c^B^a^x  =  0. 

Giebt  man  x  acht  verschiedene  Lagen  auf  der  Kurve,  aber  nicht  die  Lage 
a  und  rtj  —  diese  Punkte  gehören  der  Kurve  an  — ,  so  gehören  dazu  je 
acht  Punkte  xaBcD  und  xa^B^i\Di  auf  D  und  2)^  und  die  Verbindende 
je  zweier  entsprechenden  dieser  Punkte  geht  durch  den  betreffenden  Punkt 
X  der  Kurve  dritter  Ordnung.  In  dem  Text  des  Satzes  b)  sind  a,  ttj,  I>,  D^ 
mit  a,  ft,  Ä,  B  bezeichnet.  —  Zum  Beweis  des  Satzes  c)  wird  die  Glei- 
chung (3)  auf  S.  218: 

xaA  .  xbB  .  xcC  =  0 

benutzt,  a,  6,  c  gehören  der  Kurve  dritter  Ordnung  an.  Dem  Punkte  x 
werden  noch  sieben  andere  Lagen  c?,  c,  /*,  p,  /*,  i,  k  auf  der  Kurve  ertheilt. 
Dann  liegen  drei  Büschel  von  je  sieben  Strahlen  mit  den  Mittelpunkten 
«,  h^  c  vor,  deren  Strahlen  nach  den  sieben  Punkton  gehen.  Sie  treffen  die 
drei  Geraden  A^  B,  C  in.  je  sieben  Punkten,  und  diese  dreimal  sieben 
Punkt^i  liegen  zu  je  dreien  nach  der  planimetrischen  Gleichung  auf  einer 
Geraden,  nämlich  auf  der  Geraden  xaA  .  xbB,  wo  .r  =  (I,  e,  /*,  ^,  h,  i,  k 
zu  setzen  ist.  —  Zum  Beweise  des  Satzes  d)  wird  die  Gleichung  (2)  auf 
S.  218  benutzt,  aber  in  etwas  verallgemeinerter  Form: 

xaAa^  .  xhBh^  .  xcCc^  =  0. 

rt,  bj  c  sind  wieder  die  Büschelmittelpunkte.  Die  drei  andern  Büschel  sind 
die  aus  o^,  ft^,  c^.  —  Zum  Beweise  der  drei  Sätze  b),  c),  d)  ist  zu  be- 
merken, dass  die  zwei  bez.  drei  ausgewählten  Punkte  der  Kurve  dritter 
Ordnung  Punkte  allgemeiner  Lage  auf  der  Kurve  sind. 

Zu  S.  238,  Z.  15 — 13  v.  u.  Der  Beweis  des  Satzes  e)  ist  nach  einem 
Grass  man  nschen  Manuskripte  so:  Sind  «^  .  .  .  a^^  Punkte  einer  Kurve  3.  0. 
Cj,  so  seien  C^  und  (7/  zwei  durch  sie  gehende  Kurven  4.  0.,  die  sonst 
noch  6  Punkte  a^  .  .  .  a^ß  gemein  haben.  Durch  a,i  .  .  .  a^r^  geht  ein  Kegel- 
schnitt (^2,  der  C^  noch  in  «j^,  a^g,  a^,,  und  0/  noch  in  o^q,  a^i?  ^2 
schneide.  Endlich  sei  G  die  Gerade  a^TÜ^^  und  G'  die  Gerade  020021- 
Sowohl  C^  und  G'  als  auch  Cj'  und  G  und  ebenso  Cj  und  C^  bilden  zu- 
sammen je  eine  Kurve  5.  0.  Die  1.  und  3.  haben  die  zwanzig  Punkte 
a^  ...  0^5,  a^7  .  .  .  Oj^    gemein    und    fallen   also   zusammen.     Ebenso   die    2. 
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und  3.,  die  a^  ...  0^5,  o^^,  a^g,  0^07  a^i,  ^^2  gemein  haben.  Da  a^g  auf 
C^  und  0/  liegt,  gehört  a^g  zur  Kurve  5.  O.  und  liegt  demnach  auf  C3 
oder  O2,  d.  h.  augenscheinlich  auf  C^. 

Zu  S.  238,  Z.  13 — 9  v.  n.    Es  seien  a  bis  Ä  die  zehn  Punkte,  vertheilt 
in  zweimal  zwei  Gruppen  zu  je  fünf,  etwa: 

1)     abcde,     fghik;  2)     abcdf^     eghik. 

Jedesmal  wird  durch  die  fünf  Punkte  ein  Kegelschnitt  gelegt.  Es  seien 
dies  die  Kegelschnitte: 

1)      a,     jS;  2)     y,     8. 

a  und  y  treffen  einander  in  a,  6,  c,  d,  femer  treffen  ß  und  8  einander  in 
g^  h^  $,  k.  a  und  <^  schneiden  einander  ausser  in  e  noch  in  drei  Punkten, 
ß  und  y  schneiden  einander  ausser  in  f  noch  in  drei  Punkten.  Durch 
diese  zweimal  drei  Punkte  geht  nach  Satz  e)  ein  Kegelschnitt 

Zu  S.  238,  Z.  6 — 2  v.  u.     Beweis   analog   dem   des   Satzes   e),    wenn 
man  die  Kurvengrade  um  Eins  reducirt. 


XVI.    Lösung  der  Gleichung  x^  -\-  y^  -\-  z^  -^  u^  =  0. 
Grunerts  Archiv  Bd.  49  (1868). 

S.  242,  Z.  11,  10  V.  u.  Leider  verräth  Grassmann  nicht,  auf  welche 
Weise  man  sich  so  leicht  davon  überzeugen  kann,  und  doch  ist  gerade  das 
der  Punkt,  auf  den  Alles  ankommt,  denn  solange  diese  Behauptung  nicht 
wirklich  bewiesen  ist,  ist  man  nicht  sicher,  dass  durch  das  Folgende  wirklich 
alle  Lösungen  der  Aufgabe  geliefert  werden. 

XVin.    Zur  Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung. 
Göttinger  Nachrichten  1872. 

Zu  S.  247,  Z.  1  des  Textes.  Siehe  A.  Clebsch:  „lieber  zwei  Er- 
zeugungsarten der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung",  Math.  Annalen  5.  Bd. 
(1872),  S.  422—426. 

Zu  S.  248,  Z.  1.     Erklärung  der  Zuges  auf  S.  223. 

Zu  S.  248,  Satz  4.     Beweis  auf  S.  223,  224. 


XIX.    lieber  zusammengehörige  Pole  und  ihre  Darstellung 

durch  Produkte. 
Göttinger  Nachrichten  1872. 

S.  251,  Z.  17.  Gemeint  ist  offenbar  (a^x^  +  «2^2  +  «a^s)"- 
S.  253,  Z.  18  „abzuleiten",   nämlich  linear,  durch  eine  möglichst  ein- 
fache   Konstruktion.  Von    einer    „Aufgabe"    kann    man    natürlich    nicht 
eigentlich  reden. 

S.  253,    Z.   12  V.  u.     Die    Bezeichnung    ist   undeutlich.     Gemeint    ist 
natürlich 

0  =  a^ab  =  a^cd  =  ce^ory,     u.  s.  w. 
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S.  254,  Mitte.  Die  Wendelinie  ist,  wie  Grass  mann  gelegentlich  be- 
merkt, die  von  C  leb  seh  so  genannte  „Polardeterminante".  S.  Grelles 
Journal  Bd.  59,  S.  125. 

S.  255,  oben.  Der  Schluss  beruht  auf  der  gerade  in  solchen  Fallen 
unzuverlässigen  Methode  der  Konstantenzählung,  und  das  angegebene  Resultat 
ist  auch  nicht  allgemein  richtig. 

S.  255,  Z.  14.  P^  ist  nichts  Anderes  als  eine  Kurve  »w-ter  Klasse. 
Die  Unsymmetrie  in  der  Bezeichnung  der  Kurven  n-ter  Ordnung  und  der 
Kurven  n-ter  Klasse,  die  dem  Princip  der  Dualität  zuwiderläuft,  hat 
Grassmann  in  seinem  späteren  Aufsatz,  CVelles  Journal  Bd.  84,  beseitigt. 

S.  255,  unten.  Das  behandelte  Problem  lautet,  etwa  fttr  Kurven  5.  0. 
ausgesprochen  in  der  Ausdrucks  weise  von  Reye:  „Es  soll  ein  Punkt  ge- 
funden werden,  der  zusammen  mit  einer  durch  ihn  bestimmten  Kurve  2.  Klasse 
eine  zu  der  Kurve  5.  O.  apolarc  Kurve  3.  Klasse  bildet." 

Die  berührte  Fragestellung  scheint  von  den  Geometem  noch  nicht 
wieder  aufgenommen  worden  sein  sein. 


XX.    Die  neuere  Algebra  und  die  Ausdehnungslehre. 
Mathematische  Annalen  Bd.  7  (1874). 

Im  Original  werden  zur  Bezeichnung  der  äusseren  Multiplikation  bald 
runde,  bald  scharfe  Klammem  verwendet.  Da  hier  die  runde  Klammer 
auch  zur  Bezeichnung  sogenannter  symbolischer  Produkte  dient,  so  haben 
wir,  in  üebereinstimmung  mit  den  Bezeichnungen  von  Ä^,  überall  die 
scharfe  Klammer  als  Zeichen  der  äusseren  Multiplikation  gesetzt. 

S.  257,  oben.  Auf  den  „Fundamentalsatz"  bezieht  sich  die  Darlegung 
weiter  unten  S.  265. 

S.  259,  Z.  1  V.  u.  Im  Original  steht  statt  „specieller  Complex**: 
linearer  Complex.  Unter  einem  linearen  Complex  versteht  man  bekanntlich 
einen  solchen,  dessen  Gleichung  die  Linienkoordinaten  im  ersten  Grade  ent- 
hält. Hier  ist  ein  linearer  Complex  gemeint,  dessen  Invariante  verschwindet, 
und  der  sich  also  auf  die  Gesamtheit  aller  Geraden  reducirt,  die  eine  be- 
stimmte Gerade  treffen. 

Auf  S.  541  und  546  des  Originals  steht  statt  {xa)  und  (a;ä)  (==  [xa] 
und  [:rä])  im  Original  irrthümlich  (ax)  und  (äx). 

S.  262.  a  =  ajif^.  Die  Bezeichnung  der  Lücke  durch  eine  der  vor- 
kommenden Veränderlichen  wäre  besser  vermieden  worden,  da  es  doch  nicht 
angeht,  dass  das  Zeichen  aaf*  gleichzeitig  zwei  verschiedene  Bedeutungen 
hat.     Man  müsste  sonst  konsequenter  Weise  ay**  =  ax"y"  setzen! 

S.  267,  Z.  3.  So  ist  der  hervorgehende  Ausdruck  .  .  .,  nämlich  nach- 
dem man  jedes  Glied  noch  dui-ch  eine  passend  gewählte  Potenz  von  (pQ  =  ajif 
dividirt  hat. 

S.  267.  Statt  der  in  drei  Fällen  unrichtigen  Zahlenkoefficienten  sind 
die  bei  Clebsch  angegebenen  richtigen  Werthe  gesetzt  worden. 
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Es  dürfte  am  Platze  sein,  mit  einer  kritischen  Besprechung  dieser 
Arbeit  eine  Auseinandersetzung  über  die  Beziehungen  der  Ausdehnungslehre 
zur  Algebra  der  linearen  Transformationen  überhaupt  zu  verbinden. 

Bekanntlich  waren  die  in  der  Aasdehnungslehre  von  1844  liegenden 
Keime  unentwickelt  geblieben,  und  es  waren  in  der  Folgezeit  von  anderen 
Mathematikern  umfangreiche,  von  Grassmann  nicht  beeinflusste  Unter- 
suchungen angestellt  worden,  die  namentlich  zur  Ausbildung  der  sogenannten 
symbolischen  Methode  geführt  haben.  Grassmann  hat  erst  verhältniss- 
mässig  spät,  und  nach  langer  Entfremdung  von  der  Mathematik  überhaupt, 
auf  Anregung  von  Clebsch  in  diese  Entwickelung  eingegriffen,  und  den 
Versuch  gemacht,  seine  Ideen  in  dem  Gedankenkreise  der  Invariantentheorie 
nachträglich  noch  zur  Geltung  zu  bringen.  Unter  diesen  Umständen  ist  es 
nun  nicht  zu  verwundem,  und  jedenfalls  zu  entschuldigen,  wenn  es  Grass- 
mann —  wie  dem  Herausgeber  scheint  —  nicht  mehr  gelungen  ist,  sich  das 
wahre  Yerhältniss  seiner  Ausdehnungslehre  zu  jenen  Methoden  völlig  klar 
zu  machen. 

Dieses  Yerhältniss  ist  nämlich,  nach  des  Herausgebers  Ansicht,  das  der 
Unterordnung,  der  Art,  dass  die  hier  in  Betracht  konunenden  Theile 
der  Ausdehnungslehre  vollständig  in  der  weiter  entwickelten  und  sorgfältiger 
durchdachten  symbolischen  Methode  aufgehen,  und  als  selbständige  Disciplin 
überflüssig  werden.  Es  lässt  sich  nämlich  —  soweit  Invariantenbildungen 
in  Frage  kommen  —  zu  jedem  Schritte  der  Ausdehnungslehre  eine  ent- 
sprechende Operation  im  symbolischen  Rechnen  nachweisen,  während  das 
Umgekehrte  nicht  ohne  Weiteres  der  Fall  ist. 

Es  scheint  uns  daher  eine  nutzlose  Verwickelung  zu  bedeuten,  wenn 
man  beide  Vorstellungsweisen  mit  ihrer  verschiedenen  Terminologie  neben 
einander  benutzen  will,  wie  es  Grassmann  in  der  vorliegenden  Abhand- 
lung gethan  hat:  Es  heisst  das  nur,  eine  und  dieselbe  Sache  zweimal  in 
etwas  verschiedener  Weise  bezeichnen;  denn  auf  eine  abweichende  Be- 
zeichnung, so  dass  man  z.  B.  ay^  flir  a^  schreibt,  kommt  schliesslich  der 
ganze  Unterschied  hinaus.  Der  Grundgedanke  ist  beidemal  derselbe,  wenn 
er  auch,  entsprechend  dem  selbständigen  Ursprung  beider  Disciplinen,  in 
verschiedene  Worte  gekleidet  wird,  und  wenn  man  sich  auch  die  Ausdrücke 
in  beiden  Fällen  ein  wenig  anders  entstanden  denkt.  Ganz  identisch  sind 
aber  die  anzustellenden  Rechnungen.  Es  ist  uns  daher  nicht  recht  ver- 
ständlich, was  Grassmann  meint,  ^enn  er  (in  §  3)  seinen  Ausdrücken 
eine  „reale"  Bedeutung  zuschreibt,  die  der  anderen  Methode  fremd  sei; 
namentlich  aber  können  wir  nicht  zugeben,  dass  es  Fälle  geben  könnte,  in 
denen  die  symbolische  Methode  versagte,  und  die  Ausdehnungslehre  er- 
gänzend einzugreifen  hätte.  Das  ist  durch  die  Natur  der  Dinge  völlig 
ausgeschlossen. 

So  enthalten  auch  die  in  der  vorliegenden  Abhandlung  ausgesprochenen 
Sätze  nichts  Specifisches,  der  Ausdehnungslehre  Eigenthümliches,  und  ihr 
Beweis  erfordert  im  Rahmen  der  gewöhnlichen  Theorie  niu:  wenige  Zeilen, 
ohne  dass  neue  Begriffe  und  Zeichen  nothwendig  wären.  So  ergiebt  sich 
der  Satz  in  §  4  ohne  Weiteres,  wenn  man  die  Abhängigkeit  zwischen  x  und  y 
derart  bestimmt,  dass  o"~^ay  =  0,  (xy)  =  aj*  wird,  und  dann  jeden 
symbolischen  Faktor  {ab)  nach  der  Formel  {xy)  ,  {ab)  =  aj)  —  a^ft^ 
umwandelt. 


432  Anmerkungen  zu  den  Abhandlungen  über  Geometrie 

Der  Satz  erscheint  also,  nachdem  das  —  in  dem  Werke  von  C  leb  seh 
angewendete  —  Verfahren  einmal  gefunden  ist,  ziemlich  selbstverstilndlich. 
Als  eine  ,,Anwendung  der  Ausdehnungslehre  auf  Invarianten theorie"  kann  er 
kaum  angesehen  werden,  und  ebensowenig  kann  man  sagen,  dass  er 
„beinahe  alle  Beziehungen,  die  zwischen  binären  Formen  herrschen ^^  zur 
Evidenz  bringt. 

Natürlich  wollen  wir  nicht  behaupten,  dass  es  nicht  möglich  sei,  die 
Begriffe  der  Ausdehnungslehre  derart  zu  entwickeln,  dass  sie  ein  vollstän- 
diges Aequivalent  der  symbolischen  Methode  wird.  Dies  ist  sogar  sehr 
leicht;  nur  sehen  wir  nicht,  was  es  nützen  soll. 

Bei  der  grossen  Rolle,  die  in  der  Ausdehnungslehre  überhaupt  ab- 
kürzende Bezeichnungen  spielen,  ist  es  nöthig,  einmal  darauf  hinzuweisen, 
dass  diese  durchaus  nicht  immer  zweckmässig  gewählt  sind.  Namentlich 
vermissen  wir  in  den  späteren  Abhandlungen  Grass manns  (seit  1872) 
ein  einheitliches  Princip  in  der  Wahl  der  Zeichen.  Einige  Male  schwankt 
Grassmann  zwischen  mehreren  verschiedenen  Bezeichnungen.  Manche 
Zeichen  sind  viel  zu  undeutlich,  um  bei  weitergehenden  Anwendungen 
brauchbar  zu  sein;  man  muss  zu  vielerlei  im  Gedächtniss  behalten.  Es 
kommt  auch  vor,  dass  gewisse  Zeichen  mehrere  Bedeutungen  haben.  (Man 
vergleiche  unsere  Schlussbemerkungen  zu  den  Abhandlungen  XXI  und  XXII, 
S.  437,  438.)  Wenn  daraus,  soweit  uns  bekannt,  ernstere  Uebelstände 
nicht  hervorgegangen  sind,  so  liegt  das  lediglich  daran,  dass  Grassmann 
in  der  späteren  Zeit  Anwendungen  der  massenhaft  eingeführten  Symbole 
nur  noch  in  sehr  geringem  Umfange  gemacht  hat. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  auf  einen  Umstand  hinweisen,  der  namentlich 
bei  einer  Darstellung  der  Invariantentheorie  im  Gewände  der  Ausdehnungs- 
lehre sich  störend  fühlbar  machen  müsste.  Es  ist  die  Mchrgestultigkeit  im 
Ausdruck  der  linearen  Transfoimationen ,  wodurch  die  Zahl  der  Begriffe 
und  Zeichen  unnöthig  vergrössert  wird.  Die  linealen  Aenderungen  sind 
gewiss  nicht  zu  entbehren;  die  sogenannten  Quotienten  aber,  so  geistreich 
sie  ersonnen  sind,  sind  innerhalb  des  Systems  der  Ausdehnungslehre  selbst 
vollkommen  überflüssig.  Denn  gleich  Null  gesetzte  Lückenausdrücke  mit 
zwei  Lücken  —  bilineare  Formen  in  der  heute  üblichen  Ausdruckweise  — 
leisten  genau  Dasselbe,  ja  sie  werden  Grassmanns  Principien  in  noch 
vollkommenerer  Weise  gerecht;  und  sie  können  ihrerseits  nicht  durch  die 
Quotienten  vertreten  werden,  da  sie  das  Anfangsglied  in  der  Reihe  der 
Connexe  bilden,  also  in  einem  systematischen  Ausbau  der  Ausdehnungs- 
lehre nicht  fehlen  dürfen. 

Wir  haben  bei  diesen  Ausstellungen  aus  zwei  Gründen  verweilt.  Der 
erste  ist,  dass  die  Schriften  einiger  Mathematiker,  die  mit  ihren  Arbeiten 
an  Grassmann  anknüpfen,  mit  der  sonst  in  Betracht  kommenden  Litte- 
ratur  aber  offenbar  ungenügend  bekannt  sind,  die  gerade  einem  solchen 
Calcul  gegenüber  doppelt  noth wendige  Kritik  der  Methode  ganz  und  gar 
vennissen  lassen.  Manche  schwören  auf  Grass  mann  wie  auf  eine  Art  von 
Evangelium,  und  wollen  seine  Methoden,  d.  h.  heute  nicht  viel  mehr,  als 
seine  eigenthümliche  Ausdrucks  weise,  überall  angewendet  wissen*).  Diiss 
dabei    nicht    viel    Bemerkenswerthes    zum   Vorschein    gekommen    ist,    kann 

*)  Ganz  EntsprechendeB  gilt  übrigens  von  den  meisten  Nachfolgern  Hamiltons. 
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nicht  überraschen.  Diesen  Mathematikern  gegenüber  war  es  nöthig  —  wenn 
es  auch  voraussichtlich  nicht  viel  Erfolg  haben  wird  —  die  Unzulänglich- 
keit eines  solchen  Standpunktes  einmal  darzulegen;  scheinen  doch  diese 
(und  noch  viel  schwerer  wiegende)  Mängel  für  die  öffentlich  geübte  Kritik 
nicht  vorhanden  zu  sein.  Statt  buchstabengläubig  Alles  zu  libernehmen, 
was  Grassmann  geschaffen  hat,  werden  wir  besser  thun,  uns  die  tiefen 
philosophischen  Gedanken  anzueignen,  die  in  den  Werken  von  1844,  1847 
und  1862  niedergelegt  sind,  und  uns  zu  bemühen,  in  seinem  Geiste  zu 
arbeiten.  Dazu  gehört  namentlich  auch,  dass  wir  Grassmanns  Methoden 
durch  saohgemässere  ersetzen,  da  wo  es  nöthig  ist.  (D.  h.  ungefähr  überall, 
sobald  man  über  die  leichten  Aufgaben  hinauskommt,  auf  deren  Bearbei- 
tung die  Herren  Grassmann-Fanatiker  sich  zu  beschränken  pflegen.)  Wir 
dürfen  uns  hier  auf  die  schönen  Worte  berufen,  mit  denen  Grassmann 
die  Vorrede  zur  Ausdehnungslehre  von  1862  geschlossen  hat. 

Der  zweite  der  oben  erwähnten  Gründe  ist,  dass  wir  es  zu  recht- 
fertigen haben,  dass  wir  von  den  zahlreichen  auf  Invariantentheorie  bezüg- 
lichen Manuscripten  aus  dem  Nachlasse  Grassmanns  Nichts  an  die  Oeffent- 
lichkeit  bringen.  Auf  diese  Aufzeichnungen,  die  aus  Grassmanns  letzten 
Lebensjahren  stammen  (sie  beginnen  1873),  und  übrigens  nicht  in  druck- 
fertiger Gestalt  vorliegen,  findet  nämlich  die  soeben  geübte  Kritik  gleich- 
falls Anwendung.  Merzt  man  aus,  was  blosse  Definition,  und  was  nur 
formale  Aenderung  von  Untersuchungen  anderer  Mathematiker  ist,  so  bleibt 
nicht  viel  übrig.  Auch  dieses  Wenige  hat  sich  leider  nicht  als  zur  Ver- 
öffentlichung geeignet  erwiesen. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  dem  Ftmdamentalsatze  in  §  1. 

Dieser  reducirt  sich,  wenn  man  m  =  2  setzt,  auf  den  Satz  in  §  4. 
Für  nt  >  2  aber  ist  er,  wenn  man  ihn  wörtlich  nimmt,  nicht  zu  verstehen. 

Gemeint  ist  wahrscheinlich  das  Folgende.  Statt,  wie  es  gewöhnlich 
geschieht  (bei  temären  Formen)  einen  Punkt  und  eine  von  diesem  unab- 
hängige Linie  in  die  zu  betrachtenden  Formen  als  Veränderliche  eintreten 
zu  lassen,  genügt  es  bei  gewissen  Fundamentalaufgaben,  den  Punkt  und 
die  Linie  in  vereinigter  Lage  (aber  im  Uebrigen  frei  veränderlich)  anzu- 
nehmen. Fasst  man  nun  die  Linie  u  als  Verbindungslinie  des  Punktes  x 
mit  einem  anderen  Punkte  y  auf,  so  erhält  man  ein  System  von  Formen, 
das  in  vieler  Hinsicht  das  gewöhnlich  sogenannt«  Formensystem  vertreten 
kann,  und  dessen  Bildungen  sich,  wenn  aj*  die  Grundform  ist,  aus  symbo- 
lischen Faktoren  der  drei  Typen 

(abc),  (abu)  =  {a^b^  —  a/J,  a, 
zusammensetzen. 

Man  kann  nun  einen  dritten  veränderlichen  Punkt  z  (eine  extensive 
Veränderliche  z)  so  bestimmen,  dass  bei  frei  veränderlichen  x  und  y 

(xyz)  =  a^.a^  —  a^-^a^  .  a'^-^a^ 

wird.  Gestaltet  man  dann  jeden  Faktor  (abc)  mit  Hülfe  des  Multiplika- 
tionssatzes der  Determinanten 

(xyz)  .  (abc)  =  \a^b^c^\ 

Qrassmann,  Werke,  n.  28 
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um,  so  wird  die  fragliche  Invariante  oder  Covariante,  nach  Ausrechnung 
der  symbolischen  Produkte,  in  der  That  eine  rationale  Funktion  der  Grass- 
m an n  sehen  Stammformen,  nämlich  der  Polaren 

«X»  «;"^«y»  •••«!»  ö;~'ö!i «y«;""S  «?» 

wobei  im  Nenner  nur  eine  Potenz  von  {xye)  vorkommt.  Aehnlich  verhält 
sich  die  Sache  in  höheren  Fällen. 


XXI.    Der  Ort  der  Hamiltonschen  Quaternionen  in  der 

Ausdehnungslehre. 

Mathematische  Annalen  Bd.  12  (1877). 

Grassmann  scheint,  wenigstens  bei  Abfassung  der  vorliegenden  Ab- 
handlung, Hamiltons  Schriften  nicht  zur  Hand  gehabt  zu  haben,  denn 
er  citirt  nur  abgeleitete  Quellen  (Dillner  und  Hankel).  Andernfalls  möchte 
sein  ürtheil  über  das  Werk  des  irischen  Mathematikers  doch  wohl  günstiger 
ausgefallen  sein. 

Obwohl  wir  wissen,  dass  wir  es  wahrscheinlich  keiner  Partei  recht 
machen  werden,  wollen  wir  uns  doch  der  Aufgabe  nicht  entziehen,  zu 
den  von  Grassmann  berührten  Fragen  Stellung  zu  nehmen. 

Wir  müssen  Grassmann  darin  beistimmen,  dass  die  Ausdehnungslehre 
im  Vergleich  zu  den  Quaternionen  als  die  umfassendere  und  weiter  reichende 
Disciplin  erscheint;  und  auch  wir  finden,  dass  die  Qnatemionenmethode 
schon  von  Hamilton  selbst,  und  mehr  noch  von  dessen  Nachfolgern,  auf 
eine  Menge  von  Gegenständen  angewendet  worden  ist,  für  deren  Behand- 
lung sie  sich  gar  nicht  eignet.  Auf  der  anderen  Seite  ist  es  nur  billig, 
anzuerkennen,  dass  auch  die  Quatemionentheorie  eine  originale  Schöpfung 
ist,  und  dass  sie  auf  ihrem  eigentlichen  Gebiete  (das  die  Bewegungslehre 
und  Theile  der  mathematischen  Physik  umfasst)  den  Gedanken  einer  geome- 
trischen Rechnungsart  in  vollkommenerer  Weise  verwirklicht,  als  es  Grass - 
manns  Methoden  thun.     Beide  Rechnungsweisen  ergänzen  einander. 

Der  Umstand,  dass  beide  Autoren  unabhängig  von  einander  gearbeitet 
haben  (s.  die  Anmerkungen  auf  S.  414  des  ersten  Bandes  dieser  Ausgabe) 
braucht  natürlich  niemanden  davon  abzuhalten,  mit  Grassmann  den  Quater- 
nionen nachträglich  noch  ihren  „Platz  in  der  Ausdehnungslehre'^  anzuweisen, 
sie  als  eine  Entwickelung  dieser  Disciplin  nach  einer  besonders  wichtigen 
Richtung  hin  zu  behandeln.  Wir  dürfen  indessen  nicht  übersehen,  dass 
man,  um  dies  auszufahren,  einer  Wendung  bedarf,  die,  so  selbstverständlich 
sie  uns  heute  erscheinen  mag,  dem  Gedankenkreise  Grassmanns  ur- 
sprünglich völlig  fremd  ist.  Wir  meinen  die  ZurückfÜhrung  der  Produkte 
zweiter  Stufe  auf  die  ursprünglichen  Einheiten,  unter  Annahme  des  asso- 
ciativen  Gesetzes  der  Multiplikation.  (S.  Lie  und  Engel,  Theorie  der 
Transformationsgruppen  III,  Leipzig  1893,  S.  748.)  Diesen  folgenreichen 
Schritt  hat,  das  Gebiet  der  gewöhnlichen  complexen  Zahlen  verlassend, 
bekanntlich  zuerst  Hamilton  gethan;  bei  Grassmann  erscheinen  die  so- 
genannten Einheitsprodukte  immer  als  Grössen  einer  neuen  Art. 

Wenden  wir  uns  nun  insbesondere  zu  Grassmanns  Darstellung  der 
Quatemionentheorie ,   so   können   wir  uns   nicht  verhehlen,   dass  diese  darin 
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nicht  zu  ihrem  Rechte  gekommen  ist.  Wir  meinen  damit  nicht  nur,  dass 
uns  die  polemischen  Stellen  üher  das  Ziel  hinauszugehen  scheinen,  sondern 
namentlich  auch,  dass  die  von  Hamilton  übernommenen  Gedanken  nicht 
deutlich  genug  als  solche  bezeichnet  sind.  Es  scheint  Grassmann  gar 
nicht  zum  Bewusstsein  gekommen  zu  sein,  dass  gerade  die  entscheidende 
Wendung  in  der  Abhandlung  „Sur  les  differents  genres  de  multiplication^^ 
nicht  zu  finden  ist. 

Im  Einzelnen  erscheint  die  Darstellung  im  ersten  Theile  von  Grass- 
manns  Abhandlung  gesucht.  Es  soll  gezeigt  werden  —  was  an  sich  ganz 
richtig  ist  —  dass  die  Grundanschauungen  der  Ausdehnungslehre  mit  Noth- 
wendigkeit  zu  den  Quatemionen  hinführen.  Man  fragt  sich  aber  unwill- 
kürlich, ob  die  ganze  Argumentation  überhaupt  möglich  gewesen  wäre, 
wenn  die  Quatemionen  nicht  schon  vorgelegen  hätten.  Namentlich  die 
ganz  ungenügend  motivirte  Ersetzung  des  Produktes  [ab]  in  der  Glei- 
chung (4)  durch  seine  Ergänzung  (in  4  b)  sieht  beinahe  wie  ein  Taschen- 
spielerstück aus.  Einfacher  würde  es  gewesen  sein,  wenn  der  doch  nicht 
vermiedene  Gedankensprung  an  den  Anfang  verlegt  worden  wäre,  wenn 
also  die  Entwickelung  gleich  mit  der  Gleichung  (I)  begonnen  hätte. 

Schwerer  noch  wiegt  unseres  Erachtens  ein  anderer  Uebelstand,  der 
für  den  Anfänger  jedenfalls  eine  ernsthafte  Schwierigkeit  enthalten  muss. 
Bei  Begründung  der  Quaternionentheorie  von  der  Streckenrechnung  aus 
sind  nämlich  zunächst  nur  drei  coordinirte  Einheiten  vorhanden,  die  drei 
unabhängigen  Strecken  des  Baumes.  Die  vierte  Einheit,  die  mit  der  Ein- 
heit des  gewöhnlichen  Rechnens  identificirt  wird,  erscheint  als  eine  Grösse 
von  ganz  verschiedenen  Eigenschaften.  Dass  nun  diese  trotzdem  mit  den 
Strecken,  also  mit  Richtungsgrössen,  in  Form  einer  Summe  soll  verbunden 
werden  können,  während  doch  sonst  überall,  namentlich  aber  bei  Grass- 
mann,  nur  gleichartige  Grössen  zu  einer  „Summe"  vereinigt  werden,  hat 
entschieden  etwas  Gewaltsames.  Es  ist  das  ein  Schritt,  der  um  so  mehr 
einer  sorgftlltigen  Motivinmg  bedurft  hätte,  als  die  sonst  vielfach  als  Ana- 
logon  herangezogene  geometrische  Deutung  von  x  -\-  iy  ganz  anders  verfährt. 

Es  scheint  uns  iraglich,  ob  sich  diese  Mängel  auf  dem  von  Grass - 
mann  beschrittenen  Wege  überhaupt  völlig  vermeiden  lassen.  Jedenfalls 
werden  sie  vermieden,  wenn  man  (wie  es  uns  das  Naturgemässe  zu  sein 
scheint)  die  Quaternionentheorie  von  den  Drehungen  aus  begründet,  und 
das  Multiplikationstheorem  als  Parametergruppe  der  Gruppe  der  Drehungen 
hinstellt. 

Die  doppelte  Auffassung  der  Quatemionen,  und  damit  die  verschiedene 
Deutung  der  Scalar-  und  Vectorgrössen,  tritt  dann  erst  auf  einer  späteren 
Stufe  der  Entwickelung  hervor,  als  eine  Folge  des  Umstandes,  dass  die 
Gruppe  der  Drehungen  zugleich  die  Adjungirte  ihrer  eigenen  Parameter- 
gruppe ist. 

Diese  auf  den  Begriffsbildungen  der  Gruppentheorie  fussende  Auf- 
fassung der  Quatemionen  ist  allerdings  erst  in  neuerer  Zeit  deutlich 
hervorgetreten,  die  Keime  dazu  finden  sich  aber  schon  bei  Gauss  und 
Cayley. 

S.  271,  Z.  8.  Aendem  sich  ...  ft  =  1.  Es  ist  nämlich  in  (4b)  die 
linke  Seite  homogen  vom  zweiten  Grade  in  e^,  Cg,  63,  die  rechte  homogen 
vom  ersten  Grade  m  Cq,  (\^  ej,  Cj,  wenn  e^  die  neu  hinzukommende  Einheit 

28* 


436  ADmerkiingen  zu  den  Abhandlungen  Über  Geometrie 

bezeichnet.  Da  (i  nach  dem  Vorhergeschickten  nicht  Null  sein  soll,  so 
kann  man  allerdings  fi  gleich  der  Einheit  setzen,  ohne  die  Allgemeinheit 
zu  beeinträchtigen. 

S.  274,  Z.  13  V.  u.  Natürlich  ist  auch  noch  die  eine  Grenze  aus- 
zuschliessen.  Unserer  heutigen  Auffassung  würde  es  mehr  entsprechen,  bei 
gebrochenem  ft  die  Potenz  (cos  a  -|"  ^  sin  a)''  als  eine  mehrwerthige  Grösse 
anzusehen. 

S.  275,  oben.  Grassmann  bedient  sich  hier  einer  besonderen  Lage  des 
Koordinatensystems.  Einfacher  und  sachgemässer  ist  es  bekanntlich,  die  Ein- 
deutigkeit der  Division  aus  der  Gleichung  (III)  zu  schliessen. 

S.  275,  Z.  17.  „Hieraus  ergiebt  sich  ..."  nftmlich,  wenn  der  Winkel  der 
Quatemion  q  zwischen  n  und  —  n  liegt,  mit  Ausschluss  beider  Grenzen. 
Denn  nur  in  diesem  Falle  findet  sich  der  Winkel  von  1 :  g  in  demselben 
Gebiet  wie  der  von  q, 

S.  277.  Der  Titel  der  erwähnten  Habilitationsschrift  von  Frege  ist: 
Rechnungsmethoden,  die  sich  auf  eine  Erweiterung  des  Grössenbegriflfes  gründen. 

S.  277,  278.  Um  die  Beziehung  von  Grassmanns  Bezeichnung  der 
Drehungen  zu  den  Formeln  Eulers,  wie  sie  sich  aus  der  Quatemionen- 
theorie  ergeben,  klar  zu  stellen,  zerlegen  wir  die  Quatemion  q  =  a  -{-  a 
in  ein  Produkt  zweier  Vectoren  h  und  c  (Strecken  nach  Grassmann): 

(A)  q  =  bc. 

Diese  werden  dann  einen  unveränderlichen  Winkel  einschliessen,  nämlich 
den  Winkel  der  Quatemion,  und  einer  von  ihnen  kann  in  der  Ebene  der 
Quatemion  noch  willkürlich  angenommen  werden.  Ist  daher  q'  eine  andere 
Quatemion,  so  kann  man  gleichzeitig  setzen 

(A')  q=cd, 

und  daher 

(B)  qq'^c^.hd, 

womit  das  Produkt  qq    wieder  in  derselben  Form  erscheint,  wie  q  und  q\ 
Sei   nun   e^  der   einfache   Punkt,   in   dem   die   drei   zu   einander  senk- 
rechten Strecken  e^^  e^^  e^   zusammenstossen,  und   zugleich  die  (bei  G.  un- 
beze  lehnet  gelassene)  vierte  Quatemioneneinheit,  sei  fem  er 

ein  beliebiger  (aj^-facher)  Punkt  des  Raumes,  so  wird  der  Ausdruck  der 
von  der  Quatemion  q  bewirkten,  das  heisst  um  die  zugehörige  Strecke  a 
mit  dem  doppelten  Winkel  der  Quatemion  ausgeführten  Drehung 

(C)  z  =  Kq  .  X  .  q  =  (a  —  a)x{a  -{■  a). 
Diese  Formel  kann  man  aber,  nach  (A),  auch  so  schreiben: 

(D)  z  =  chxhc'^ 
und  hierfür  kann  man  setzen 

(E)  18  =  cyCj    y  «=  hxh 
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Jede  der  beiden  letzten  Formeln  stellt  eine  einfache  ümwendung 
(Drehung  um  180®)  um  eine  der  Aien  6,  c  dar;  (E)  und  (D)  zusammen 
enthalten  den  Hamilton  sehen  Satz,  wonach  jede  Drehung  auf  oo^  Arten 
als  Folge  zweier  Umwendungen  dargestellt  werden  kann.  (A),  (A')  und 
(B)  enthalten  daher  das  hieraus  hervorgehende  Gesetz  für  die  geometrische 
Zusammensetzung  der  Drehungen. 

In  der  Grassmann  sehen  Bezeichnungsweise  treten  nun  an  Stelle  der 
Formeln  (D)  und"  (E)  die  folgenden: 

(DO  xe^^^'  =  z, 

(E')  yc*  =  £?,     xh''  =  y. 

während  an  Stelle  von  (B)  die  Formel  tritt 

(B')  e«^*^ .  e*^«^  =  c»^***.     (S.  Nr.  20.) 

Worin  die  behaupteten  Vorzüge  der  Grassmannschen  Symbolik  liegen 
sollen,  vermögen  wir  nicht  zu  erkennen,  zumal  neue  Resultate  damit  nicht 
abgeleitet  werden.  Jedenfalls  werden  die  Formeln  (C),  oder  die  mit  ihnen 
äquivalenten  Eul ersehen  Formeln  durch  die  Formeln  (D')  nicht  überflüssig 
gemacht,  da  diese  einen  ganz  anderen  Gedanken  ausdrücken. 

Allerdings  hat  Grassmann  die  Einordnung  in  seine  Systematik,  die 
Unterordnung  der  Drehung  unter  den  Begriff  des  Quotienten,  das  heisst 
der  linearen  Transformation  erreicht.  Das  ist  indessen  von  vom  herein 
klar;  es  bedurfte  dazu  gar  keiner  Formeln.  Auch  sieht  man  nicht,  warum 
bloss  die  Drehung,  und  nicht  auch  die  Quatemionen-Multiplikation  selbst 
dem  Begriff  des  Quotienten  untergeordnet  wird. 

üeberdies  ist  die  Grassmannsehe  Bezeichnung  höchst  undeutlich.  Das 
Symbol  a"  kann  sowohl  eine  Quatemion  (Formel  V)  als  auch  einen  Quo- 
tienten von  der  zu  den  Bewegungen  gehörigen  Art  vorstellen  (Formel  16); 
das  Nebeneinanderschreiben  {xa^)  vertritt  demnach  zwei  gänzlich  verschie- 
dene Arten  der  Multiplikation. 


XXII.    Verwendung  der  Ausdehnungslehre  für  die  allgemeine 
Theorie  der  Polaren. 

Grelles  Journal  Bd.  84  (1877). 

S.  289,  Mitte.     Dann  ergiebt  sich,  u.  s.  w. 

Nach    den    vorausgeschickten    Definitionen    ist    [eJ—^Cj  .  «J"^^»]    nicht 

gleich  1,  sondern  =  —  [^ifi]''~^[^^2]  = — >  ^"^^  ^^  ^^^  ^^^^  ^®^  ange- 
gebene Werth  von  [a^"^«^")]  nicht  richtig.  Um  die  richtige  Formel  zu  er- 
halten, schreibe  man,  abweichend  von  Grassmann,  die  Ausdrücke  von 
a^^)  und  a^"^  mit  Polynomialcoefficienten 
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wo   der  zu   dem  Gliedc  e^c^ele^    («  -}"  /^  "h  >'  4"  ^  =  ^)  gehörige  Zahlen- 
coeflicient  c  den  Werth 

n\ 

hat     Dann  wird 

[«(-)«(")]  =  c,  .  Q^b,  +  c, .  o,b,  +  . . .  +  c, .  aX- 

S.  290,  Mitte. 

Die  von  Grassmann  1844  eingeführte  Stnfenbezeichnung  ist  auch  in 
der  Formentheorie  üblich  geworden.  Die  um  die  Einheit  verringerte  Stufen- 
zahl heisst  Dimension.  Der  Gebrauch  des  Wortes  „Stufe^*  im  Sinne  von 
Dimension,  gegen  den  Grassmann  polemisirt,  findet  sich  vermuthlich  zuerst 
bei  V.  Staudt  (Geometrie  der  Lage,  1847),  dem  dann  Reyo  und  Andere 
gefolgt  sind. 

S.  293,  294. 

Grassmann  wendet  hier  die  scharfe  Klammer  ziu*  Bezeichnung  der 
auf  das  Gebiet  i^-ter  Stufe  bezüglichen  Multiplikation  an.  Es  ist  aber  das 
Zeichen  [a^"^«^**)]  schon  in  anderem  Sinne  verwendet,  und  beide  Bedeutungen 
sind,  wie  aus  dem  vorhin  Gesagten  folgt,  nicht  nur  der  Entstehung  nach, 
sondern  auch  sachlich  verschieden. 


Sachregister*) 

zu  den  Abhandlungen  I — XXII. 


Ableiten  s.  numerisch. 

Addition  v.  Zahlgrössen  aaf  lineale 
Eonstr.  in  der  Ebene  zurückgeführt 
IV,  81  f.  vgl.  587  f.  —  Dasselbe  im 
Räume  Vm,  141. 

Aenderung  s.  lineale  Ae. 

Aeussere  Mult.  s.  d. 

Algebraisch  s.  Multiplikation. 

Algebraische  Gleichung  einer  Kurve 
(Fläche)  in  eine  planim.  (stereom.)  Gl. 
verwandelt  IV,  81  f.,  vgl.  S.  387 1-, 
vm,  140  f. 

Algäbrique  s.  Multiplication. 

Algorithmus  der  planim.  Mult.  V, 
86—89,  XrV,  219  f.,  vgl.  S.  574  f. 

Anfangselement  einer  offenen  Figur 
in,  78,  IV,  83,  einer  Verkettung  88, 
im  Räume  X,  162  vgl.  414, 

Anfangsstrahl  einer  offenen  Figur 
im  Räume  X,  165. 

Anwenden,  einen  Punkt  od.  eine  Gerade 
m-mal  bei  einer  Eonstr.  anw.  H,  60  f., 
im  Räume  einen  Punkt  od.  eine  Ebene 
Vin,  136  f.  —  Wird  eine  veränd.  Ele- 
ment m-mal  zur  Eonstr.  eines  Punktes 
(einer  Ebene)  ang.,  so  werden  die 
Eoord.  d.  Punktes  (d.  Ebene)  homogene 
Funkt,  m-ten  Grades  140. 

Apolare  Formen  XXII,  288 f. 

Associatives  Princip  XXI,  271. 

Bewegliches  Element:  v-fach  bew. 
X,  167.     Vgl.  Produkt. 

Binäre  Formen  XX,  266—267.  Darst. 
der  explicite  gegebenen  invar.  Bil- 
dungen durch  Stammformen  265  f., 
der  symbolisch  gegebenen  266  f. 


Centrale,  w-te  C.  einer  Oberfläche 
in  B.  auf  einen  Punkt  (den  zugeord- 
neten Pol  I,  21)  ist  der  Ort  der  m-ten 
härm.  Mitten  I.  13.  —  Die  1.  C.  14.  — 
Einfachere  Bestimmung  der  m-tenC.  18. 
—  Die  Oberfl.  n-ter  0.  selbst  als  n-te 
C.  19.  —  Jede  C.  ist  auch  C.  aller 
höheren  C.en  i.  B.  auf  denselben 
Punkt  20.  —  Beziehungen  zwischen 
C.en  u.  Polaren  21—24.  —  Die  einer 
Richtung  zugehör.  m-te  C.  od.  C.  eines 
unendlich  fernen  Punktes  25—27.  — 
Die  m-te  C.  einer  Oberfl.  n-ter  EHasse 
i.  B.  auf  eine  Ebene  37,  in  B.  auf  die 
unendl.  ferne  Eb.  (d.  m-te  C.  schlecht- 
hin) 42—44.  —  Die  m-te  C.  i.  B.  auf 
eine  Gerade  (die  Polaraxe)  89  f.  —  C. 
i.  B.  auf  ein  belieb.  Element  46  f.  — 
Verallgemeinerung  der  Theorie  der 
Centralen  46—48.  —  Die  erste  C.  (C. 
schlechthin)  eines  Punktes  i.  B.  auf 
eine  Eurve  XX,  263. 

Centru  m  der  harmonischen  Mitten  (nach 
Poncelet)  I,  12. 

Changement  circulaire,  positif  ou 
n^gatif  Xin,  210. 

Chaslesche  Erzeugung  der  Eurven 
3.  0.  XIV,  219,  281,  vgl.  S.  395,  398. 

Circulaire  s.  Multiplication,  change- 
ment. 

Clefs  alg^briques  von  Cauchy,  XIÜ, 
199  f.,  203. 

Compos^  s.  quantitd. 

Determinantenkurve,  die  zweite 
einer  Eurve  5.  0.  u.  die  m-te  einer 
Eurve  n-ter  0.  XIX,  255. 


*)  Die  kursiv  gedruckten  Seitenzahlen  beziehen  sich  auf  die  Anmerkungen. 
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Doppelpunkte,  Kurven  mitD.en IV, 84, 
XrV^  219,  vgl.  S.  387. 

Drehung,  dargestellt  durch  einen  Quo- 
tienten von  Strecken  XXI,  277  f. 

Dreiecke,  rationale  XV,  239—241.  — 
Entspr.  D.  bei  einer  Kurve  8.  0.  s.  d. 

Durchmesser  einer  Kurve  i.  B.  auf 
eine  Richtung  I,  26. 

Durchmesserebene  einer  Fläche  i.  B. 
auf  eine  Richtung  I,  26. 

Ebene,  ihre  lineare  Konstr.  aus  der  Gl. 
Vm,  148  f.  —  E.  als  Element  3.  Stufe 
im  Baume  IX,  146,  ihre  Bezeichnung 
146.    Vgl.  projektivisch. 

Ebenenbüschel  1.  u.  2.  Stufe  durch 
ein  stereom.  Prod.  dargestellt  X,  167.  — 
Vgl.  projektivisch. 

Ebenengebilde  im  Räume  VUI,  137. 

Ebenensjsteme  I,  33. 

Ecken  einer  offenen  Figur  ni,  78,  FV,  83, 
im  Räume  X,  162. 

Einfache  Grösse  q-tei  Stufe  im  Ge- 
biete (q  +  sytei  Stufe  XXII,  291.  — 
Bedingungsgl.  dafür,  dass  eine  Grösse 
g-ter  Stufe  einfach  ist  291  f.  Vgl. 
Bd.  I,  2,  S.  402—409,  510  i. 

Einheiten  1.  Stufe  XX,  268.  XXII,  283. 

Elemente:  Punkte,  Gerade  u.  Ebenen 

1,  46.  —  Punkte  u.  Gerade  als  E. 
einer  off.  Fig.  III,  78,  IV,  83.  —  Punkt, 
Ger.  u.  Eb.  als  E.  der  lin.  Konstr.  im 
Räume  VIII,  136.  —  E.  1.,  2.,  3.  Stufe 
im  Räume  IX,  145,  E.  nuUter  Stufe 
146.  —  Punkte   u.  Ger.    als  E.  1.  u. 

2.  Stufe  in  einer  Ebene  XIV,  219. 
Endelement  einer  offenen  Figur  ni, 78 ; 

rV,  83. 

Endstrahl  u.  Endpunkt  einer  offenen 
Figur  im  Räume  X,  165. 

Entfernungsquotient  eines  Elemen- 
tes von  zwei  anderen  I,  45. 

fiquation  de  condition  relatives (par 
rapport)  ä  une  multiplication  XIII,  203, 
pour  les  produits  de  deux  facteurs  204. 

—  Suppositions  sur  les  6,  d.  c.  204. 
Vgl.  S.  421i. 

Ergänzung   einer  Strecke  XXI,  270 f 

—  E.  einer  Einheit  XXII,  284. 
Erzeugung    s.   projektivisch,    Punkt- 


gebilde, Liniengebilde,  Gebilde.  —  E. 
von  Punktgebilden  u.  Liniengeb.  durch 
feste  u.  bewegliche  Punkte  u.  Gerade 
s.  Hauptsatz.  —  Man  kann  die  festen 
Punkte  u.  Linien  durch  Punkt-  u. 
Liniengebilde  höh.  0.  ersetzen  II,  71  f. 

Extensif  s.  quantit^. 

Extensive  Grössen  1.  bis  m-ter  Stufe 
XX,  268.  —  Entsprechen  zwischen  den 
ext.  Gr.  p-ter  u.  (m  —  jp)-ter  Stufe 
269.  —  Die  e.  Veränderliche  xi  261 
(als  Kovariante  1.  Stufe);  XXII,  288. 
—  E.  Gr.  g-ter  Stufe  im  Gebiete 
(g-f  «)-ter  Stufe,  wann  einfach?  XXII, 
291  f.    Vgl.  Bd.  I,  2,  S.  40^— 40<?,  5i0f. 

Exterieur  s.  Multiplication. 

Facteurs  symboliques  de  Cauchy 
XIII,  208. 

Figur  s.  offen  und  geschlossen. 

Fläche  n-ter  0.  u.  Kl.  XXII,  286.  — 
Fl.  A:-ter  Kl.  als  Vielfachensumme  von 
Produkten  287.  —  Darst  einer  Fl. 
n-ter  0.  (n-ter  Kl.)  durch  ein  kombin. 
Prod.  293  f.  —  Vgl.  Oberfläche. 

Flächengebilde  m-ten  Grades  XXII, 
290. 

Form  n-ter  0.  u.  n-ter  Kl.  XXII,  287 f. 

Formgebilde  w-ten  Grades  XXII,  290. 

Fortschreitende  Faktoren  eines  pla- 
nim.  Produktes  V,  88. 

Fundamentalsatz,  Grassmanns  F. 
der  Invariantentheorie  XX,  266  f. 

Funktion  von  n  Veränderlichen  als  F. 
einer  extens.  Ver.  XX,  261  f. ;  XXQ,  283  f. 

Funktionsverknüpfungen  VI,  99f. 

Gebiet  (w-ter)  g-ter  Stufe  XX,  268; 
XXII,  290,  einem  Gebiete  {q  +  8)-ter 
Stufe  untergeordnet  291. 

Gebilde  n-ten  Grades  III,  79  Anm.,  er- 
zeugt durch  lineale  Bew.  einer  geschl. 
Verkett.  n-ten  Grades  IV,  83.  —  G. 
3.  u.  4.  Grades  durch  eine  Verkett. 
V.  3  u.  6  off.  Fig.  84.  —  G.  1.  u.  2. 
Stufe  im  Räume  X,  167. 

Gebilde  (lineares)  =  Gebiet  g-ter  Stufe 
XXII,  290. 

Gemeinschaftliches  Gebiet XXn, 290. 

Gemeinschaftliche  Seite  zweier  off. 
Fig.  II,  62  Anm.  ^ 
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Geometrische  Gleichung  s.  d. 

Gerade,  ihre  Bezeichn.  II,  68  Änm.,  XIV, 
219.  —  Geom.  Gl.  einer  G.en  II,  56.  — 
G.  als  El.  2.  Stufe  im  Räume  IX,  145, 
in  der  Ebene  XIV,  219.  —Vgl.  Multipl., 
Strahlenbüschel. 

Geschlossene  Figur  III,  78,  Verkettung 
IV,  83,  im  Räume  X,  169. 

Gewebe  algebr.  Flächen  XXII,  289 f. 

Gleichmassige  quateme  Einheiten 
XXI,  278. 

Gleichung,  geom.  (planim.)  Gl.  n-ten 
Grades  n,  66,  die  den  Punkt  x  ganz 
unbestimmt  lässt  61  Anm.  —  Schein- 
bare Erniedr.  des  Grades  der  zugeh. 
Eurvengl.,  das  Geb.  enthält  m  unendl. 
ferne  Gerade  IV,  84  f.,  vgl.  S.  389  f.  — 
Einige  Umgestaltungen  geom.  Gl.en 
VII,  114f.  —  Stereom.  Gl.   n-Grades 

XI,  170.  —  Die  allg.  ster.  Gl.  2.  Grades 
170f.,  die  zugehör.  off.  Figur  172f.  — 
Die  Gl.  stellt  eine  geradlin.  Fläche 
dar  178.  —  Ster.  Gl.  2.  Grades,  die 
für  jeden  Punkt  x  erfüllt  ist  174f.  — 
Die  GL  stellt  zwei  Ebenen  dar  175. 

—  Redukt.  der  Gl.  im  allg.  Falle  176f. 

—  Die  Fl.  besteht  aus  all.  Ger.  durch 
3  feste  Ger.  176,  sie  ist  ein  Kegel 
176  f.,  vgl.  417,  od.  eine  isolierte  Gerade 
177 f.,  vgl.  418,  —  Rekapitulat.  der 
einzelnen  Fälle  178.  —  Ster.  Gl.  8.  Gr. 

XII,  180;  ihre  4  Formen  181,  Umge- 
staltung 181  f.;  zugeh.  off.  Figuren  182; 
Erzeugung  von  Oberfl.  3.  0.  182  f.  — 
Redukt.  der  4  Formen  auf  die  beiden 
ersten  183—185.  —  Deutung  der  1.  Form 
der  Gl.  3.  Grades  als  Durchschnitt 
proj.  Ebenenbüschel  192—196.  —  Deu- 
tung jeder  solchen  Gl.  durch  Pro- 
jektivität  196  f.     Vgl  Algebr.  Gl. 

Gleichung,  Lösung  der  Gl.  a;' -f  y' + 
iS»-f.ti^«0  in  ganzen  Zahlen  XVI, 
242  f.  —  Elem.  Auflösung  der  Gl. 
4.  Grades  XVII,  244—246. 

Grad  einer  Verkettung  gerader  Linien 
IV,  83,  seine  Bestimmung  84. 

Gras  8  mann  sehe  Erzeugung  der  Kur- 
ven 3.  0.  38ii,  398,  der  Flächen  3.  0. 
421. 


Grenzelemente  einer  off.  Fig.  III,  78; 

IV,  83;  Vn,  109. 
Grenzstrahlen  offener  Fig.  im  Räume 

X,  166  f. 

Grösse,  die  räumliche  G.  II,  62.  —  Vgl. 
extensive  Grössen. 

Grundänderungen  XTÜ,  201,  vgL 
Bd.  I,  1. 

Harmonische  Einführung  der  Ein- 
heiten in  ein  symbol.  Prod.  XX,  264. 

Harmonische  Mitte  zwischen n  Punk- 
ten einer  Geraden  i.  B.  auf  einen 
festen  Punkt  I,  12.  —  H.  M.  m-ter 
Ordn.  13.  —  Nachweis,  dass  diese 
Beziehung  projektivisch  ist  16 — 18.  — 
Beziehung  zwischen  den  h.en  M.en 
versch.  Ordn.  20.  —  Der  Punkt,  i.  B. 
auf  den  eine  Polare  genommen  ist, 
ist  eine  H.  M.  dieser  Polaren  21.  — 
Eine  H.  M.  liegt  auf  der  Fläche 
(Kurve)  28—30. 

Hauptsatz  über  die  Erzeugung  eines 
algebr.  Punktgebildes  von  n-tem  Gr. 
II,  60f.;  70f.;  IV,  80f.;  VIE,  186f.; 
XIV,  221;  vgl.  S.  370  f.  —  Sein  Be- 
weis n,  66—58;  Vm,  187  ff.  —  Neue 
Formulierung  für  Punkt-  und  Linien- 
gebilde 61.  —  Beweis  der  Umkehrung 
IV,  81f.,  vgl.  385,  387—393;  VHI, 
140  ff.  —  Der  H.  eine  Ei-weiterung 
des  Pascalschen  Satzes  IV,  81 ;  V,  87 ; 
vn,  114. 

Hauptzug  einer  Kurve  3.  0.  XVIII,  248. 

Hessiana,    die   H.   einer  Kurve  3.  0. 

XIX,  252  f.,  254.  —  Die  H.  als  1.  De- 
terminantenkurve 266. 

Hyperboloid,  zweischaliges,  VII,  144 

XI,  178. 

Incident:  Punkt  und  Gerade  XIV,  220. 
Incidente  Flächen  w-ter  0.  u.  Klasse 

XXn,  289,  294. 
Incidenz  s.   incident.  —  I.  vom  n-ten 

Grade  i.  B.  auf  x  XIV,  221. 
Innere  Multiplikation  s.  d. 
Interieur  s.  Multiplication. 
Invariante   Bildungen   bleiben   bei 

lin.  Aend.  der  Einheiten  ungeändert 

XX,  260.     Ihre    Darstellung    durch 
Stammformen  266—267. 
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Inyarianten  s.  inyariante  Bildungen. 

Isolirte  Gerade  XI,  177flf.,  vgl.  418. 

Jonqu irregehe  Erzeugung  der  algeb. 
Kurven  395. 

Kegelschnitt,  seine  Erzeugung  durch 
Beweg,  eines  ver&nderl.  Dreiecks 
(n-£cks)  durch  eine  geom.  61.  dar- 
gestellt U,  59f.  —  61.  des  E.s  durch 
ö  geg.  Punkte  60;  VII,  114;  vgl. 
377—379.  —  Erzeug,  durch  lineale 
Beweg,   einer  geschloss.   Fig.  IV,  84. 

—  E.    als    Erzeugniss    proj.    Strahl- 
büschel V,  89  f. 

Koincidenz  bei  Bellavitis  XTV,  220. 
Eollineation  XI,  179. 
Eollineationsaxe  v.  Ebenenbüscheln 

2.  Stufe  XII,  194. 
Eombination  zweier  Punkte  (Ebenen), 

zweier  6eraden  einer  Ebene  I,  46. 
Eombinationen  aus  n  Elementen  zur 

a-ten  Klasse  I,  11. 
Eombinationsklassen   der  Wurzeln 

einer  Gl.  (so  viel  wie  elementare  sym- 

metr.  Funktionen)  I,  7  f. 
Eombinatorisches  Produkt  XX,  268; 

XXn,  283  f. 
Eomplexe  XX,  267,  ihre  Darst.  durch 

ext.  Grössen  263.  —  Linearer  (specieller) 

Komplex  269,  vgl.  S.  430. 
Koncentrale    Oberflächen   u.    Kurven 

I,  27  f. 
Kongruente  Elemente  IX,  146;  X,166f. 
Kongruenz   im   Sinne   v.  Bellavitis 

XIV,  219,  V.  Grassmann,  bezeichnet 

mit  =  V,  87,  vgl.  S.  374. 
Konjugirte  Gerade  statt  isolirte  S.  418. 
Konjugirte   Quatemionen  XXI,  272 f. 
Konnexe  XX,  267. 
Konstruktion  s.  lineale. 
Koordinaten  einer  geraden  Linie  in 

der  Ebene  VI,  106.  —  K.  (homogene) 

der  Punkte  (Ebenen)  im  Räume  VIII, 

187.  —  K.  der  Ebene  durch  8  Punkte 

und  des  Schnitts  dreier  Ebenen  138. 

—  K.  des  Schnitts  einer  Ebene  und 
einer  Geraden  durch  2  Punkte  189. 

Ko Varianten  s.  invariante  Bildungen. 
Krümmungsschwerpunkt,  der, nach 
Steiner  I,  48. 


Kurve  3.  Klasse,  ihre  Erzeug.  II,  62, 
66,  Z.  1—6.  —  Vgl.  Gebilde. 

Kurve  3.  0.,  ihre  Polaren  u.  Centralen 
1,30  f. 

Kurve  3.  0.  (vgL  auch  Gebilde):  geo- 
metrische Gleich,  u.  Erzeugung  einer 
K.  3.  0.  II,  62.  —  Bestimmung  von  9 
Punkten  der  K.  63 f.;  vgl.  S.  380 f.  — 
Beweis,  dass  jede  K.  3.  0.  so  erzeugt 
w.  kann  (aus  gewissen  7  Punkt,  u.  d. 
Tangenten  an  2  von  diesen)  64  f.  — 
Zweite  Erzeug,  der  K.  3.  0.  66,  Z.  3 
V.  u.  —  66,  Z.  6  (die  sog.  Grassmann- 
sche  Erz.).  —  Dritte  Erz.  66,  Z.  11— 
8  V.  u.  —  Vierte  Erz.  67.  —  Die  drei 
einfachsten  Defin.  der  K.  3.  0.  III,  73. 
(Die  2.  u.  8.  sind  die  3.  u.  2.  von 
Abh.  II).  —  Was  unter  einer  K.  3.  0. 
verstanden  wird  74  f.  Anm.  —  Beweis, 
dass  die  2.  Def.  allgemein  ist  74—76, 
vgl.  S.  382—385.  —  Satz  über  ein  der 
K.  3.  0.  eingeschriebenes  Viereck  76, 
Z.  2  V.  u.  — 77,  Z.  10.  —  Andeutung 
des  Bew.  für  die  3.  Konstr.  77  f.,  vgl. 
XIV,  226.  —  Allg.  Satz  über  die  Erz. 
der  K.  8.  0.  durch  Beweg,  von  ger. 
Lin.  m,  78,  Z.  4  v.  u.  — 79,  Z.  2.  — 
Beweis,  dass  es  keine  andern  linealen 
Erz.  giebt  79,  vgl.  S.  386.  —  K.  3.  0. 
als  Durchschnitt  proj.  Büschel  1.  u. 
2.  0.  V,  92.  —  Die  Erz.  der  K.  8.  0. 
durch  proj.  Kurvenbüschel  395—399. 

—  Beweis,  der  in  Bd.  I,  2,  S.  436  auf- 
gestellten Behauptung  S.  392.  —  Die 
8  planim.  61.   der  K.  3.  0.  XFV,  218. 

—  Deutung  der  dritten  222.  —  Auf 
der  K.  giebt  es  Paare  von  Dreiecken, 
deren  entspr.  Seiten  auf  der  K.  zu- 
sammentreffen 222.  —  Die  Züge  einer 
K.  3.  0.  223 f.  —  Zu  jedem  eingeschr. 
Dreiecke  giebt  es  ein  entspr.  Dr.,  das 
auch  eine  gerade  Linie  werden  kann 
225  f.,  vgl.  S.  424  f.  —  Diese  9  Punkte 
bestimmen  die  K.  3.  0.  227  f.  —  Jede 
K.  3.  0.  kann  so  erhalten  werden  228. 

—  Die  2.  planim.  61.  und  9  Punkte 
der  durch  sie  darst.  K.  3.  0.  229.  — 
Jede  durch  eine  planim.  Gl.  3.  Örades 
dargest.  K.  kann  auch  auf  diese  Weise 
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erz.  werden  230  f.  —  Anw.  auf  eine 
Gl.  von  Bellavitis  231f.  —  Lineale 
Erz.  einer  K.  3.  0.  aus  9  Punkten  233, 
Tgl.  S.  4:^6  f.  —  Specielle  Lösung  der 
Auf.  234—237,  Tgl.  S.  427  f.  —  Die 
K.  8.  0.  besteht  aus  2  Zügen  XVUI, 
248.  —  Zusammengehörige  n-Ecke  auf 
einer  K.  3.  0.  249.    Vgl.  Zehneck. 

Kurve  4.  0.  (vgl.  auch  Gebilde):  Er- 
zeugung durch  Beweg,  off.  Figuren 
IV,  84,  durch  ein  Kurvenbüschel  3.  0. 
und  ein  Strahlenb.  V,  94.  —  Nochmals 
die  Erz.  durch  Beweg,  off.  Figuren 
Vn,  109.  —  Die  6  darin  enthaltenen 
Specialsätze  110  ff.,  Verallgemeinerung 
111,  Z.  2  V.  u.  — 112,  Z.  2.  —  Jeder 
dieser  Specialfälle  liefert  eine  Erz.  der 
allg.  K.  4.  0.  112  f.  —  Die  planim.  Gl. 
fOr  die  6  Erz.  116  f.,  §  1.  —  In  jedem 
dieser  Fälle  kann  man  9  Punkte  an- 
geben, die  der  Gl.  genügen  119—122, 
vgl.  S.  402 f.  —  Durch  die  gefundenen 
9  Punkte  geht  stets  eine  bewegl.  E. 
3.  0.  123,  femer  liegen  mindestens  3 
in  einer  Geraden,  die  übrigen  6  auf 
einem  Eschn.  123  f.  —  In  6  Fällen  liegt 
1  Punkt  zweimal  mit  je  2  andern  in 
ger.  Lin.  124.  —  Gegeben  9  Punkte, 
durch  die  eine  bewegl.  K.  3.  0.  geht 
und  von  denen  3  in  ger.  Lin.  liegen, 
Bestimmung  der  Produkte  des  §  3,  die 
für  diese  P.e  verschw.  124—129;  vgl. 
S.  404—409.  —  K.  4.  0.  und  bewegl. 
K.  3.  0.  131  (besond.  Fall  des  allg. 
Satzes  über  K.  n-ter  0.  VI,  103).  —  Jede 
der  6  Erz.  Hefert  alle  K.  4.  0.  VH, 
132—134,  vgl.  S.  409f.  —  Vereinf.  der 
Konstr.  134. — Die  Elemente  zur  Konstr. 
einer  K.  4.  0.  durch  gewisse  14  geg. 
P.e  kann  man  mit  Zirkel  und  Lineal 
finden  136,  vgl.  S.  410. 

Kurve  n-ter  Klasse  s.  Liniengebilde. 

Kurve  n-ter  0.,  ihre  Centralen  i.  B.  auf 
einen  Punkt  auf  ihr  I,  29,  i.  B.  auf 
einen  belieb.  Punkt  30  f.  —  Die  Tan- 
genten an  die  K.  31. 

Kurve  n-ter  0.  (vgl.  Punktgebilde,  Ge- 
bilde): K.  n-ter  0.  mit  (n  —  l)-fachem 
Punkt  n,  69.  —  Jede  geg.  K.  n-ter  0. 


ist  durch  eine  planim.  Gl.  darstellbar 
IV,  81  f.,  der  Grad  der  Gl.  ist  im  AUg. 
>  n,  weil  sie  ger.  Lin.  enthält,  die 
ins  ünendl.  fallen  86,  vgl.  S.  390.  — 
K.  (m  -f  n)-ter  0.  erzeugt  durch  proj. 
Kurvenbüschel  m-ter  u.  n-ter  0.  V,  97, 
vgl.  S.  394—398.  —  Eine  beHeb.  K. 
n-ter  0.  ist  erzeugbar  durch  proj. 
Kurvenbüschel  VI,  101  —  103.  —  K. 
(n  +  l)-ter  0.  u.  Gerade  103,  Erzeug, 
der  K.  durch  proj.  Büschel  (n  —  l)-ter 
u.  1.  0.  103.  —  Perspektivische  Erz. 
einer  K.  (n-f  l)-ter  0.  106  f.,  planim. 
Gl.  d.  erzeugten  K.  106,  vgl.  S.  400.  — 
Jede  alg.  K.  zerlegt  die  Eb.  in  pos. 
und  neg.  Theile  XVUI,  247.  —  Symbol 
einer  K.  n-ter  0.  XIX,  261,  die  Po- 
laren der  K.  252. 

Kurvenbüschel  2.  0.  V,  92;  sein 
Schnitt  mit  einem  proj.  Strahlbüschel 
ist  eine  Kurve  3.  0.  92.  —  Ein  K. 
3.  0.  liefert  ebenso  eine  Kurve  4.  0. 
94.  —  Das  K.  i;-ter  0.  96.  —  Pro- 
jektivische  K.  m-ter  u.  n-ter  0.  97.  — 
K.  n-ter  0.,  das  zu  einer  Geraden 
perspektivisch  ist  97  f.,  vgl.  S.  398. 
—  Andere  Darstellung  der  K.  n-ter  0. 
VI,  100.  —  Proj.  K.  TO-ter  u.  n-ter  0. 
101.  —  Nachweis,  dass  diese  Definition 
mit  der  alten  übereinstimmt  107  f. 

Kurven  doppelter  Krümmung  als  Ge- 
bilde n-ter  Reihe  I,  41  Anm.  Vgl. 
S.  367. 

Kurvenreihe  n-ter  Klasse,  projektivi- 
sche  K.n  VI,  101. 

Länge  (Tensor)  einer  Quatemion  XXI, 
273. 

Lineal  s.  Multiplication. 

Lineale  Aenderung  XX,  260. 

Lineale  Bewegung  einer  Verkettung 
n-ten  Grades  IV,  83.  —  L.  Bew.  offener 
Figuren  X,  163,  einfache  und  zweifache 
1.  Bew.  164. 

Lineale  Konstruktion  IV,  81,  vgL 
S.  371. — Ausf.  d.  Add.  u.  Mult.  v.  Zahlen 
durch  1.  K.  81  f.,  vgl.  S.  3871  —  L. 
K.  im  Räume  Vlll,  136,  ihre  versch. 
Arten  139 f.,   ihre  Darstellung  durch 
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stereom.  Produkte  IX,  163 f.  —  L.  K. 

der  Oberflächen  8.  0.  XII,  186. 
Lineares  Gebilde  s.  d. 
Linie  (gerade),  s.  Gerade.  —  L.  n-ter  0. 

XIV,  221,  vgl.  Kurve  und  Gebilde.  — 

L.  höherer 0.,  die  in  Gerade  zerfällt  223. 
Liniengebilde   n-ten   Grades   (Kurve 

n-ter  Klasse)  II,  66,  seine  Erzeugung  58. 
Linienkoordinaten    in    der    Ebene 

VI,  105. 
Liniensysteme  im  Räume  I,  33,  37 f. 
Linientheil  als  einfache  Grösse 2. Stufe 

im  Gebiete  4.  Stufe  XXII,  292. 
Liniirte  Ebene  X,  157. 
Lücken  XX,  262;  XXII,  284f.,  287. 
Mass  einer  Quaternion  XXI,  273. 
Metrischer  Werth  II,  63  Anm. 
Mitte  zwischen  n  Punkten  einer  Geraden 

1,  12  f.,  vgl.  Harmonische  M. 
Mittelpunkt    einer    Oberfläche   n-ter 

Klasse  1, 42  f.,  einer  Kurve  n-ter  Klasse, 
80  viel  wie  Steiners  Krümmungsscbwer- 
punkt  43. 
Mittelpunkte    eines    Kurvenbüschels 

2.  u.  3.  0.  V,  92,  94.  —  Die  n"  M.  eines 
Kurvenbüschels  n-ter  0.  96. 

Mittlere  Multiplikation  s.  d. 

Multiplication  des  quantit^s  exten- 
sives Xm,  202f. —  M.s  sym^triques 
204—207,  212.  —  M.s  circulaires 
208—212.  —  M.s  lin^ales  212—214. 

—  M.  algäbrique  215.  —  M.  ex- 
t^rieure  215.  —  Application  de  la 
M.  alg^br.  215.  —  M.  intärieure, 
cas  particulier  d.  1.  M.  circ.  216  f.  — 
M.  des  quantitäs  complexes  216  f. 

Multiplikation  von  Zahlgrössen  auf 
lineale  Konstr.  in  der  Ebene  zurück- 
geführt IV,  82,  vgl.  S.  385,  387  f.,  im 
Räume  VIII,  142. 

Multiplikation  der  Punkte  und  Ge- 
raden der  Ebene  II,  53;  V,  86 f.;  VII, 
113.  —  Nichtvertauschb.  d.  Faktoren 
n,  54.  Vgl.  S.  374—377,  s.  auch  Ver- 
knüpfung, Produkt,  planimetrisch, 
stereometrisch. 

Multiplikation,  algebraische  XX,  261. 

—  AeuBsere,  innere  und  mittlere 
M.  XXI,  269.  —  Die  mittlere  hat  nur 


im  Gebiete  3.  Stufe  Interesse  269 f.  — 
Wenn  das  associative  Princip  g^t 
271  f.  —  Vgl.  Produkt,  kombinatorisch. 

Mystisches  Sechseck  IV,  81. 

Nebenzug  einer  Kurve  8. 0.  XVIII,  248. 

Normalverein  XXI,  270. 

Numerisch  ableiten  XX,  258. 

Oberfläche.  Die  Tangenten  von  einem 
Punkte  an  eine  0.  n-ter  0.  I,  31,  die 
Tangentialebenen  durch  e.  Gerade  82. 

—  Die  Centralen  der  0.  i.  B.  auf  einen 
Punkt  auf  ihr  29.  —  O.en  n-ter  Klasse 
und  ihre  Centralen  36  f.  —  0.  n-ter 
Reihe  i.  B.  auf  eine  Gerade  als  Haupt- 
axe  39,  vgl.  jedoch  S.  367,  369.  — 
Die  m-te  Centrale  einer  0.  iw-ter  Reihe 
i.  B.  auf  eine  Gerade  (Polaraxe)  89  f. 

—  Schnitt  einer  0.  n-ter  Reihe  mit 
einer  Ebene  durch  die  Hauptaxe  und 
Tangenten  an  die  0.  von  einem 
Punkte  der  Hauptaxe  40.  —  Die  0. 
1.  Reihe  eine  Gerade  (falsch,  vgl. 
S.  367)  41.  —  0.  n-ter  Klasse  hat  die 
Ordn.  n(n  — 1)",  44.  —Vgl.  Centrale, 
Harmonische  Mitte,  Polare,  Pol,  Kon- 
central. 

Oberfläche,  algebr.  erzeugt  durch 
lineale  Konstr.  VHI,  136 f.  —  Beweis 
des  Satzes  137 — 140,  der  Umkehrung 
140  —  142.  —  Grad  der  erhaltenen 
geom.  Gl.  142  f.  —  Lineale  Konstr.  der 
Ob.  2.  0.  mit  und  ohne  gerade  Linien 
144.  —  Stereom.  Gl.,  die  eine  Ob.  dar- 
stellt IX,  153  f.,  jede  algebr.  Ob.  ist  so 
darstellbar  154.  —  Durch  lineale  Be- 
wegung einer  geschl.  Verkettung  n-ten 
Grades  entsteht  eine  Ob.  n-ter  0.  und 
jede  algebr.  Ob.  wird  so  erhalten  X,  169. 

—  Durch  eine  stereom.  Gl.  2.  Grades 
wird  eine  geradl.  Ob.  2.  0.  dargestellt, 
die  das  Erzeugnis  proj.  Ebenenbüschel 
ist  XI,  173f.  —  Jede  geradl.  Ob.  2.  0. 
ist  durch  eine  stereom.  Gl.  2.  Grades 
darstellbar  179.  —  Erzeug,  von  Ob. 
3.  0.  Xn,  182  f.  —  Lineale  Konstr. 
von  Ob.  3.  0. 185—187.  —  Ob.  3.  0.  als 
Durchschnitt  dreier  proj.  Ebenen- 
büschel 2.  Stufe  192.  —  Gl.  der  Ob , 
wenn     die    Ebenenbüschel     gegeben 
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sind  192  f.  —  Eine  auf  der  Ob.  liegende 
Gerade  193.  —  Die  Ob.  3.  0.  zerfällt 
in  eine  Ebene  und  eine  Ob.  2.  0.  194. 

—  Konstr.  der  Ob.  8.  0.  durch  3  ge- 
gebene Punkte  und  4  gegebene  Gerade 
194 — 196. — Verschiedene  Erzeugungen 
der  Ob.  3.  0.  197. 

Offene  Figur  III,  78;  IV,  88.  —  Die 
Figur  besteht  nur  aus  einem  Punkt 
und  einer  Geraden  VII,  109,  aus  einem 
Punkt  u.  ein.  Uebergangseleroent  110. 

—  0.  F.  im  Räume  X,  162  f. 

OrganischeBe  Zeichnungen  XX,  263. 

Paraboloid,  hyperbolisches,  XI,  178. 

Pascalscher  Satz  und  seine  Erweite- 
rung IV,  81;  V,  87.  —  P.  S.  durch 
eine  planim.  Gl.  dargestellt  VII,  114; 
XrV,  230;  seine  Erweiterung  238. 

Perspektivität,  höhere,  s.  perspekti- 
visch. 

Perspektivisch:  Strahlenbüschel  und 
gerade  L.  V,  89;  Gerade  (Strahlen- 
büschel) und  Kurvenbüschel  2.  u.  3.  0. 
92,  94;  Gerade  und  Kurvenbüschel 
n-ter  0.  97 f.,  VI,  104,  vgl.  S.  398. 

Planimetrisches  (auf  die  Ebene  be- 
zügliches) Produkt  V,  87,  vgl.  S. 
374—377.  —  Ist  ein  solches  Pr.  null, 
so  auch  das  umgekehrte  88  f.  — 
Stufenzahl  eines  pl.  Pr.  XIV,  220. 

Pol  m-ter  0.  von  n  Punkten  einer  Ge- 
raden i.  B.  auf  einen  Punkt  I,  20.  — 
Die  Pole  t»-ter  0.  sind  die  härm. 
Mitten  (n  —  »w)-ter  0.  21.  —  Der  Punkt, 
i.  B.  auf  den  eine  Centrale  genommen 
ist,  ist  ein  Pol  dieser  Centralen  21. 

—  Der  Pol  ist  unendlich  fem  24—27, 
er  liegt  auf  der  Fläche  (Kurve)  28  f. 

Polaraxe  bei  den  Centralen  einer  Ober- 
fläche n-ter  Reihe  I,  40. 

Polardeterminante  (nach  Clebsch), 
8.  Wendelinie. 

Polare  eines  Kegelschnitts  i.  B.  auf 
einen  Punkt  I,  6 f.,  vgl.  S.  368.  — 
Verallgemeinerung  dieser  Theorie  für 
algebr.  Flächen  9—10.  —  Die  m-te  P. 
einer  Fläche  n-ter  0.  i.  B.  auf  einen 
Punkt  (eine  zugehör.  härm.  Mitte)  ist 
die  (n  —  w*)-te  Centrale  des  Punktes  21. 


—  P.  eines  Punktes  i.  B.  auf  eine 
Kurve  XX,  263.  —  Vgl.  Centrale. 

Polare,  die  P.en  einer  Kurve  n-ter  0. 
XIX,  252.  —  P.  eines  Punktenpaares 
i.  B.  auf  eine  Kurve  5.  0.  264. 

Polare,  die  P.en  einer  Fläche  n-ter  0. 
XXn,  286.  —  P.  einer  Form  w-ter  u. 
n-ter  0.  288. 

Pole,  drei  zusammengehörige  einer  Kurve 
4.  0.  und  vier  einer  Kurve  6. 0.  XX,  254. 

Polenpaare  einer  Kurve  3.0.  XIX,  252  f.; 
aus  zweien  ein  drittes  zu  finden  253  f. 

Potenziren,  eine  Quatemion XXI,  274. 

Produit  de  deux  quantitäs  extensives 
Xni,  202. 

Produkt  (vgl.  Multiplikation  und  Ver- 
knüpfung [multiplikative]).  Bezeich- 
nung eines  P.  aus  mehreren  Faktoren 
II,  54;  V,  86  f.  —  Planimetr.  P.  V,  87. 

—  CTmgestaltung  eines  P.  aus  3  Fakt. 
87  f.,  vgl.  S.  374—377.  —  Rechnungs- 
regeln für  plan.  P.  XIV,  220  f.  --  Das 
umgekehrte  P.  V,  88 f.  —  Zahl  der 
Punkte ,  die  ein  P.  p  .q  gleich  Null 
machen  96,  vgl.  S.  394.  —  Umgestal- 
tungen eines  verschw.  plan.P.  VII,  114  f. 

—  Für  welche  Punkte  x  verschw.  ein 
geg.  plan.  P.?  VU,  116—119.  —  P. 
durch  eine  Kurve  theilbar  117,  durch 
eine  Gerade  theilbar  118  f.  —  Die 
verschied,  stereom.  P.e  aus  2  Fakt, 
im  Räume  IX,  146;  X,  155.  —  P.e  von 
3  u.  4  Punkten  (Ebenen)  IX,  147 f.; 
X,  156.  —  Regeln  zur  Behandlung 
stereom.  P.e  IX,  148—151;  X,  156, 
vgl.  S.  411  f.  —  Stereom.  P.e  nullter 
Stufe  IX,  151  f.;  XI,  170,  vgl.  S.  412 f. 

—  Wann  ist  das  P.  eines  veränderl. 
Punktes  x  in  eine  Reihe  fester  Ele- 
mente zweifach  (einfach)  beweglich? 

X,  158—162,  vgl.  S.  4131  —  P.e  im 
Räume  mit  mehreren  veränderl.  Fakt, 
durch  Verkettung  off.  Figuren  darge- 
stellt 164—169.  —  Stereom.  P.,  das 
einen  veränderl.  P.  x  n-mal   enthält 

XI,  170.  —  Das  stereom.  P.  nullter 
Stufe,  das  x  zweimal  enthält  171.  — 
Stereom.  P.e,  die  nicht  von  nullter  Stufe 
sind  S.  416.  —  Vgl.  Gleichung  (ster.). 
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stereom.  l^dukte  IX,  168f.  ~  L.  K. 

der  Oberflächen  8.  0.  XII,  186. 
Lineares  Gebilde  ■.  d. 
Linie  (gerade),  s.  Gerade.  —  L.  ii-ti*' 

XIV,  821,  vgl.  Kurre  und  Gp^  ' 

L.  höherer  0.,  die  in  Gend«* 
Liniengebilde  fi-ten   ' 

fi-ter  Klasse)  n,  66,  ae'  ^^} 

Linienkoordinat'*  :  '"' 

VI,  lOö.  <'l^*^ 

Liniensy stezr  ..  ■'^Hf^l'^^ 

Linienthei'  -<>''''  i»  e 

imGebir  -'-V^f^uiKar 

Liniirtr  .*  ■"'iH''ai  -  ''•« 

Lücke 
Mas« 
He 
M 


im  f 


../T'Oin.  Prodnkt  dargestellt 


'"•■,1.' '  "'fwi'fi««'««''  "■"'  p""''- 

'■■::'»'*■'':  "•'^•-^•^ '•'*'''"*" 

'  j  /«^'^'^   rtii  Ebenen,  wenn  vier 

/»uök**  *'!.  P.e  raumliche  Strahien- 
i^'^^^iflo'-  Schnitt   dreier   proj. 

fjbeo^'*,  .jfcät,  höhere,  8.  projektivisch. 
■öj**^*^jne  Bezeichnung  II,  53  Anm.; 
^  *        _  Geom.   Gl.   eines   P.tes 


i^  •   ^  Kurven  mit  n- fächern  Punkt 

^^'  ^/LrKurven  n-ter  0.).  -  Der  P. 

^^  Elem.  1.  Stufe  im  Räume  IX,  146, 

,     der  Ebene   XIV,  219    —  Stetige 

Bewe^-  ei^®8  ^^^ ^-^-  ~"  ^^weg.  eines 

pg  auf  eine  algebr.  Kurve  XVIII,  247. 

^  Ein  P.  durchläuft  einen  Kurvenzug 

einfach  247 f. 

Punktgebilde   n-ten    Grades   in    der 

£)beiie  II,  50  Anm.,  seine  analytische 

Darst.  56,  seine  Erzeug.  55.  —  Cnbe- 

gtimmtes  P.  n-ten  Grades  61  Anm.  — 

Erzeug,  eines  Res  (n  +  l)-ten  Grades 

mit  n-fachem  Punkt  68.  —  Proj.  Ya- 

zeug.  der  P.e  n-ten  Grades  mit  (n  —  Vy 

fachem  Punkt  69.  —  P.  n-ten  Grades 

im  Räume  VUI,  137. 

Punktirte    Gerade    als   Kurvenreihe 

1.  Klas8e  VI,  100.  —  P.  Gerade  (Ebene) 


i  -;,.  t^xte naive,    compos^    des 

^<l^^c,  ...  XIII,  201.  _  Vjrl. 


liication. 


•  jtf-'*^'""®  Einheiten  XXI,  273. 

•  . „  ;i  t  e  r n  i  o  n ,  ihr  innerer  u .  ih  r  äusserer 
Theil  XXI,  272.  Vgl.  Länge,  Qua- 
teme  Einheiten,  Mass,  Winkel,  Poten- 
ziren, Quotient. 

Quotient    zweier    Quatemionen    XXI, 

274 f.  —  Qu.  von  Strecken  276— -i's. 
RaeumlicheB  Strahlenbüschel  (^St  rah- 

lenbflndel)  X,  159;  XII.  187. 
Rationale  Dreiecke  XV,  239—241. 
Reale  Bedeutung  der  Symbole  d.  Invth. 

XX,  263—265,  vgl.  S.  431. 
Reciproke  Grössen  im  Gebiete  w-ter 

Stufe  XX,  259. 
Reduktionsregel    für    planim.    Pro- 
dukte aus  drei  Faktoren  V,  87  f.,  vgl. 

S.  377. 
Rektifikation,  angt^näherte,  des  Kreis- 

umfangs  XV,  241. 
Relatif  s.  Unite. 
Relation  algebrique  entre  plusieurs 

quantit^a  XIII,  200. 
Richtaxen  =  Koordinatenaxen  I,  5. 
Richtaxen  in  der  Ebene  II,  55  f. 
Richtstücke  =  Koordinaten  I,  6.  — 

R.    einer   Ebene    35,    einer   Geraden 

durch  eine  feste  Axe  38. 
Schnittpunkte    einer    algebr.    Kur>e 

und  einer  geschlossenen  Fig.  XIV,  224. 
Seite  (rechte  oder  linke)  einer  Geraden 

in  einer  Ebene  XIV,  224. 
Seiten  einer  otfenen  Fig.  III,  78;  IV, 

83;  im  Räume  X,  1C2. 
Seitenlinien  s.  Seiten. 
Sphärische     Trigonometrie    XXI, 

278—282;  XXIV,  352—357. 
Stammformen  XX,  257. 
Stereometrische    Multipl.    IX,  146f 

Vgl.  Produkt,  Gleichung. 
Stetige  Bewegung  eines  Punktes  XIV\ 

222. 
Strahlenbüschel  in  der  Ebene  V,  8i>. 

—  Erzeug,    der  Kschne.    durch   proj. 

St.  89 f.  —  Proj.  St.  durch  ein  planim. 
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Produkt    dargestellt  VII,  129.  —  St. 

zu  einer  Geraden  proj.  130.  —  St.  im 

Räume    (Strahlenbündel)     durch    ein 

stereom.   Produkt  dargestellt  X,  167. 

trecke,  ihre  Bezeichnung  durch  die 

Endpunkte  I,  4  f. 
Stufe  eines  Elements  im  Räume  IX,  145. 

—  Vgl.    Extensive    Grösse,    Einheit, 

Gebiet. 
Stufenzahl    eines    stereom.    (planim.) 

Produkts  IX,  147;  XTV,  220. 
Stufenzahl  bei  Reye  und  bei  Grass- 
mann XXII,  290,  vgl.  S.  438. 
Symbole,  vgl.  Reale  Bedeutung. 
Sym^trique  s.  Multiplication. 
System    algebraischer   Flächen   XXII, 

289  f. 
Theilbar  s.  Produkt. 
Transformation  s.  Changement. 
üebergangselemente   einer  Verket- 
tung IV,  83;  Vn,  110. 
Unabhängige  offene  Figur  X,  168. 
Unbestimmtes  Gebilde  n-ten  Grades 

II,  61  Anm.;   IV,  86.  —  Vgl.  S.  379, 

Z.  2  V.  VL.  —  380,  Z.  3. 
Unendlich  ferne  Gerade  IV,  86,  Ebene 

VIII,  143. 
Unit^  absolue  XIII,  201. 
Unitäs  relatives  XIII,  201.  —  Gas  de 

deux  unit^s  211,  vgl.  S.  4^3. 
Ursprungselement  I,  45. 
Verbindendes  Gebiet  XXII,  290. 
Vereinbarkeit,  Gesetz  der  V.  =  asso- 

ciatives  Princip  XXI,  271. 
Vereinigte  Lage   von  Elementen   im 

Räume  IX,  145  f. 
Vereint  =  incidenfc,  S.  377. 
Verkettung  gerader  Linien  IV,  88.  — 

Geschlossene  V.  n-ten  Grades  83,  vgl. 


S.  386.—  Regeln  zur  Best,  des  Grades  84. 

—  Eine  spec.  V.  5.  Grades  84.  —  V. 
n-ten  Grades  von  off.  Fig.  im  Räume 
X,  168,  erzeugt  eine  Oberfl.  n-ter  0. 169. 

Verknüpfung,  multiplikative:  Die  drei 
Arten  in  der  Ebene  II,  63.  —  Letzte 
m.  V.  eines  Produktes  61,  Anm. 

Wendelinie  eines  Punktes  i.  B.  auf 
eine  Kurve  4.  0.  XIX,  264,  eines 
Punktpaars  i.  B.  auf  eine  Kurve  5.  0. 
264.  —  W.  =«  Polardeterminante  bei 
Clebsch  XX,  263  Anm.,  vgl.  S.  430. 

Wendepunkte,  die  reellen  einer  Kurve 
3.  0.  XIV,  223. 

Winkel  einer  Quatemion  XXI,  278. 

Z  a  h  1  e  n  als  Grössen  nullter  Stufe  IX,  146 ; 
XIV,  219;  XX,  268. 

Zahlgrössen,  ihre  Bezeichnung  11,  63 
Anm.  —  Darstellung  der  Z.  einer 
ganzen  Fkt.  durch  Punkte  einer  Linie 
in  der  Ebene  IV,  82,  im  Räume  VHI, 
141.  —  VgL  Add.,   Multipl.,  Zahlen. 

Zehneck,  das  einer  Kurve  8.  0.  ein- 
geschrieben ist  XrV,  219,  seine  lineale 
Eigensch.  237^  andere  Eigensch.  237  f. 

Zeichen:  n  die  Anz.  der  Kombin.  aus 
n  Elem.  zur  a-ten  Klasse  I,  11.  — 
a  ZZE  6,  Ä^_B  bedeutet  Zusammen- 
fallen zweier  Punkte  (ger.  Lin.)  V,  87. 

—  Vgl.  Mult.  und  Produkt. 
Zeiger  eines  Punktes  und  einer  Geraden 

n,  66.  —  Z.  der  Verbindungsl.  zweier 
Punkte  (des  Schnitts  zweier  Ger.)  67. 

Zug  einer  Kurve  als  Bahn  eines  be- 
wegten Punktes  XIV,  223;  XVDI,  247  f. 

Zusammengehörig  s.  Pole. 

Zwischenelemente  einer  offenen  Fig. 
im  Räume  X,  162. 
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Abziehen,  so  viel  wie  snbtrahiren. 

Addition  299,  5.  —  A.  der  Einheiten 
800,  8—9.  —  Fortschreitende  A.  einer 
pos.  u.  e.  neg.  Einheit  301,  18,  einer 
neg.  u.  e.  pos.  Einh.  14.  —  Begriff 
der  A.,  A.  einer  pos.  (neg.)  Einh.  zu 
einer  Summe  801,  15,  802,  17.  —  A. 
der  Null  803,  18.  —  A.  einer  Summe 
von  pos.  (neg.)  Einheiten  19.  —  Ver- 
tauschbark, der  Summanden,  wenn 
einer  eine  pos.  (neg.)  Einheit  808,  20, 
804,  21.  —  A.  einer  Summe  u.  fort- 
sehr.  A.  zweier  Grössen  22.  —  Ver- 
tauschbark, der  Stücke  einer  Summe 
806,  28,  24.  —  Null  als  Summand 
806,  26.  —  Fortschr.  Subtr.  u.  Add. 
od.  Add.  u.  Subtr.  e.  Gr.  807,  28,  29. 

—  A.  zweier  mit  —  bezeichn.  Grössen 
809,  41.  —  A.  ungleichbezeichneter 
Grössen  810,  42.  —  A.  eines  Binoms 
(Polynoms)  811,48.  —  A.  von  Prod. 
mit  gleich.  Multiplikand  (Multipli- 
kator) 818,  66,  819,  68.  —  Vgl.  Bruch. 

Arithmetik  299,  6. 

Aufgehen  s.  Zahl. 

Benannte  Grössen  317,  64. 

Bezeichnete  Grössen  309,  87,  88. 

Bezeichnungen  s.  Zeichen. 

Binom  810,  48. 

Bruch  339,  180.  —  Einen  B.  mit  e. 
Zahl  zu  mult.  841,  186.  —  Einen  B. 
erweitem  u.  heben  187.  —  Reducirter 
B.,  positiver  B.,  Multipl.  mit  e.  red. 
B.,  red.  Brüche  v.  gleich.  Werthe  341  f, 
188.—  Multipl.  m.  e.  B.  842, 139,  140. 

—  Division  m.  e.  B.  141.  —  Brüche, 
deren  Nenner  ders.  Grundreihe  ange- 
hören, gehören  einer  neuen  Gnindreihe 
an  848,  142.  —  Add.  u.  Subtr.  von 
Ben  844,  148—146.  —  Wann  e.  B. 
gleich   Eins   u.    gleich  Null   ist  346, 


147,  149,  150.  —  Bruch  mit  Minus- 
zeichen im  Z&hler  od.  Nenner  152.  — 
Alle  Verknüpfungsges.  d.  Mult.  u.  Div. 
gelten  f.  Brüche  846,  164.  —  Vgl. 
Quotient. 

Buchstaben  als  Zeichen  für  Grössen 
298,  2. 

D  i  f  f  e  r  e  n  z  (Unterschied)  807, 28.  —  Vgl. 
Multiplikation. 

Dividend  839,  180. 

Dividiren  durch  389,  180. 

Dividuus  s.  Kleinster. 

Division  889,  180.  —  D.  mit  einer 
Zahl  182.  —  Fortschr.  D.  mit  zwei 
Zahlen,  D.  mit  ihrem  Prod.  340  f, 
184,  185.  —  Fortschr.  D.  lind  Mult. 
889  ff.,  180,  188,  186.  —  D.  einer 
Summe  (Differenz)  durch  eine  Zahl 
844,  148,  144.  —  D.  durch  Eins  346, 

148.  —  Vgl.  Quotient. 

Divisor  339,  180,  darf  nicht  null  sein 

180  Anm. 
Einheit,  die  pos.  u.  die  neg.  E.  300,  7. 

—  E.  einer  benannten  Grösse  317,  64. 

—  Vgl.  Addition. 

Eins  als  Multiplikator  813,  52,  als 
Multiplikand  320,  71.  —  E.  geht  in 
jeder  Zahl  auf 329, 101.  —Vgl.  Bruch, 
Division. 

Entgegengesetzte  Zahlen 314, 54,  vgl. 
Zahlreihe. 

Erweitern,  einen  Bruch  341,  187. 

Faktoren  316,  56—58,  vgl.  Multipli- 
kation, Produkt. 

Fallende  Vergleichung  324,  85. 

Fortschreitend  s.  verknüpfen,  Addi- 
tion, Multipl.  —  F.  Beweis  302,  17 
Anm.  1. 

Gemeinschaftliches  Maass  zweier 
Zahlen  331,  111.  —  Die  gem.  Maasse 
zweier  Zahlen    u.  ihr  grösstes  g.  M. 


*)  Die  fettgedruckten  Zahlen  bedeuten  die  Nummern. 
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331  f.,  II85  114.  —  Ber.  des  grössten 
g.  M.  von  ac  u.  bc  aus  dem  von  a 
u.  6  383f.,  116,  117.  —  Grösstes  g. 
M.  dreier  Zahlen  836,  124. 

Gleich  298,  1.  —  Vgl.  Zeichen,  Zahlen. 

Gleichartige  Grössen  325,  87. —  Pro- 
dukt gleichartiger  Zahlen  226,  94. 

Gleichbenannte  Grössen  349,  155, 
vgl.  benannt. 

Gleichbezeichnete  Gross. 309, 87, 88. 

Gleichung  299,  8. 

Glieder  der  Grundreihe  300,  7.  —  G. 
eines  Polynoms  310,  48. 

Grösse  298,  1.  —  Vgl.  Grundreihe. 

Grösser  s.  Zeichen  u.  positive  Zahlen. 

Grösstes  gemeinschafbl.  Maass  s.  gem. 

Grundreihe  300,  7.  —  Aus  einem 
Gliede  der  G.  das  nächstfolgende  (vor- 
hergehende) zu  bilden  8 — 9.  —  End- 
gültige Form  der  G.  12.  —  Die  aus 
einer  von  Null  versch.  Grösse  der 
G.  abgeleitete  neue  G.  313,  51.  — 
Jede  Grösse  der  G.  ist  ein  Prod.  aus 
der  Einh.  der  G.  und  einer  Zahl  317, 
65.  —  Vgl.  Bruch. 

Heben,  einen  Bruch  341,  187. 

Induktorischer  Beweis  204,  20  Anm. 

Klammern,  ihre  Setzung  und  Weg- 
lasiung  bei  der  Add.  299,  ^,  bei  der 
Mult.  315,  59,  bei  der  Divis.  339,  131. 

Kleiner  s.  Zeichen  u.  negative  Zahlen. 

Kleinster  Dividuus  zweier  Zahlen  336, 
122,  seine  Bestimmung  123,  kleinster 
D.  dreier  Zahlen  125. 

Linke  Seite  einer  Gleichung  299,  3. 

Maass  s.  gemeinschaftliches. 

Mal ,  die  Multipl.  andeutend 315,  56—58. 

Mathematik,  ihr  Begriff  298,  1. 

Minuend  307,  28. 

Minus  299,  5.  —  Minus  minus  309,  40. 

—  Vgl.  Add.,  Subtr.,  Mult. 
Multipliciren  mit  315,  56—58. 
Multiplikand  315,  56—58. 
Multiplikation  mit  Eins  313,  52,  m. 

e.  belieb,  (pos.  od.  neg.)  Zahl  od. 
Null  314,  56—58.  —  Vom  Multipli- 
kator wird  Eins  abgezogen  317,  68.  — 
M.  m.  e.  Summe  (Differenz)  318,66,67. 

—  M.  einer  Summe  (Differenz)  m.  e. 

Graiimann,  Werke.  II. 


Zahl  319,  68,  69.  —  M.  m.  e.  Pro- 
dukte, fortschr.  M.  mit  Zahlen  320,  70. 

—  Vertauschbarkeit  d.  Faktoren  321, 
72,  78.  —  Produkt  m.  e.  Faktor  Null 
321,  74.  —  Faktoren  mit  Minuszeichen 
321,  75,  322,  76.  —  M.  e.  Summe  m. 
e.  Zahl  322,  77,  e.  Grösse  m.  e. 
Summe  v.  Zahlen  78,  e.  Summe  m. 
e.  Summe  79.  —  M.  e.  Polynoms  m. 
e.  Zahl,  M.  zweier  Polynome  323, 
80, 81.  —  Ordnung  d.  Faktoren  gleich- 
gültig 324,  82.  —  Weglassen  von 
Klammem  88.  —  M.  e.  Polynoms  mit 

—  1,  84.  —  Fortschr.  M.  u.  Div.  m. 
derselben  Zahl  ändert  nichts  389  f., 
180,  188.  —  Fortschr.  M.  u.  Div.  341, 
136.  —  Vgl.  Bruch. 

Multiplikator  315,  56—58. 

Negative  Einheit  s.  d.  —  N.  Zahlen 
314,  54,  sie  sind  kleiner  als  Null  324, 
86.  —  Die  Summe  negativer  Zahlen 
ist  n.  325,  89,  90.  —  Vgl.  Zahlreihe, 
gleichartig,  ungleichartig. 

Nenner  839,  180. 

Null  300,  10.  —  Division  mit  N.  ist 
nicht  erlaubt  839,  189.  —  Vgl.  Add., 
Subtr.,  Unterschied,  pos.  u.  neg.  Zahlen, 
Produkt,  Bruch. 

Plus  299,  5.  —  Plus  minus  309,  39. 

Polynom  310,  43.  —Vertauschbarkeit 
der  Glieder  310,  44—47.  —  Vgl.  Add., 
Subtr.,  Mult. 

Positive  Einheit  s.  d.  —  P.  Zahlen 
314,  54,  sie  sind  grösser  als  Null  324, 
86.  —  Die  Summe  pos.  Zahlen  ist 
p.  325,  88,  90,  ebenso  d.  Prod.  326, 
98.  —  Positiver  Werth  e.  Zahl  314, 
54,  e.  Summe  326,92,  e.  Prod.  326,  94. 

Primare  Zahlen  331,  111.  —  Wann  e. 
Primzahl  zu  einer  andern  Zahl  primär 
ist  112.  —  Ist  m  das  grösste  gem. 
Maass  von  am  u.  &m,  so  sind  a  u.  b 
primär  333,  115.  —  Gehen  die  pr. 
Zahlen  a  u.  &  in  c  auf,  so  auch  ab 
in  c,  335,  121. 

Primfaktoren  337, 126.  —  Wann  zwei 
Produkte  v.  P.  gleich  sind  128. 

Primzahl  330,  106.  —  Wann  e.  Zahl 
P.  ist  107.  —  Vgl.  primär,  Zahlen. 
29 
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Produkt  315,  66—68.  —  Es  gehört 
ders.  Grundreihe  an  wie  der  Multipli- 
kand 60.  —  Für  P.e  gelten  d.  Gesetze 
d.  Add.  u.  Subtr.  316,  61.  —  P.  d. 
gleich  Null  ist  327,  96.  —  Gleiche 
P.e  mit  gemeinsamem*  Faktor  828,  96. 

—  Ein  od.  mehrere  Faktoren  e.  P.es 
wachsen  97,  99,  d.  P.  wachst  98.  — 
Vgl.  Multipl.,  pos.  u.  neg.,  gleichart. 
u.  Ungleichart.,  Primfaktoren,  Zahlen. 

(Quotient  339,  180.  —  Qu.  gleichbe- 
zeichn.  (ungleichbez.)  Zahlen  346, 168. 

—  Qii.  gleichbenannter  Grössen  349, 
166.  —  Qu.  benannter  Gr.  166  Anm. 

—  Vgl.  Bruch. 

Rechte  Seite  einer  Gleichung  299,  8. 

Keducirter  Bruch  s.  d. 

Rest  307,  28. 

Resultat  einer  Verknüpfung  299,  4. 

Seite  einer  Gleichung  299,  3. 

Steigende  Vergleichung  324,  86. 

Stücke  einer  Summe  301,  16. 

Subtrahend  307,  28. 

Subtrahiren  307,  28. 

Subtraktion.  Zu  je  zwei  Grössen  a 
u.  b  einer  Grundreihe  giebt  es  eine 
u.  nur  eine  Grösse  x  der  Grundreihe, 
für  die  b^  a  +  X  ist  306,  26,  27.  — 
Begriff  der  S.  307,  28.  —  S.  einer 
Grösse  von  einer  Summe  308,  80.  — 
S.  einer  Summe  81.  —  S.  eines  Unter- 
schiedes 82.  —  Gleichgültigkeit  der 
Ordnung  bei  fortschr.  S.  u.  Add.  308  f., 
88,  84.  —  S.  der  Null  86.  —  S.  eines 
Polynoms  312,  49.  —  S.  von  Pro- 
dukten m.  gleichem  Multiplikand(ator) 
318,  67,  320,  69.  —  Vgl.  Add.,  Bruch. 

Summanden  301,  16. 

Summe  zweier  Glieder  der  Gnmdreihe 

301,  16.  —  Das  der  Summe  folgende 
(vorhergehende)  Glied  der  Grundreihe 

302,  16.  —  Vgl.  Add.,  Subtr.,  Mult., 
pos.,  neg.,  ungleichartig. 

Umkehrung  einer  Vergleichung 324, 86 . 
Ungleichartige   Grössen  31Ö,  87.  — 

Summe  u.  Produkte  ungl.  Zahlen  326, 

92,  94. 
Ungleichbezeichnete    Grössen   309, 

87,  88. 


Ungleichheit  s.  Zeichen. 

Unterschied  307,  28.  —  U.  zweier 
gleicher  Grössen  309,  86. 

Yergleichungen  324,  86. 

Verknüpfen,  eine  Grösse  mit  mehreren 
fortschreitend  299,  4. 

Verknüpfung  299,  4.  ~  Die  einfach- 
sten V.en  sind  Add.  u.  Subtr.  6. 

Verknüpfungssätze,  die  V.  för  die 
Einheit  e  gelten  auch  für  jede  Grösse 
der  Grundreihe  313,  60. 

Werth,  s.  positiv. 

Zähler  339,  180. 

Zahlbruch  339,  180. 

Zahlen  314,  68.  —  Vergleichung  von 
Z.  324,  86,  86,  326,  91.  —  Eine  Z.  a 
geht  in  einer  andern  b  auf  329,  100, 
a  kann  nicht  grösser  als  b  sein  102. 

—  Geht  a  in  &  auf  u.  b  in  a,  so  ist 
a  gleich  6,  108.  --  Geht  a  in  6  auf, 
&  in  c,  so  a  in  c  330,  104.  —  Geht 
a  in  6  auf  so  ma  in  m6,  106.  — 
Geht  m  in  a  u.  b  auf,  so  auch  in 
cca  +  ßb,  331,  110.  —  Wann  eine  Z., 
die  in  einem  Produkt  aufgeht,  in  einem 
der  Faktoren  aufgeht  334,  118.  — 
Geht  die  Primzahl  a  in  mehreren  Z. 
nicht  auf,  so  auch  nicht  in  deren 
Produkt  336,  119,  120.  —  Weloiie  Z. 
in  a  aufgehen  338,  129.  —  Vgl.  Prim- 
zahl, primär,  zusammengesetzt,  ge- 
meinschaftlich, Multipl.,  Div.,  pos., 
neg.,  ungleichartig. 

Zahlquotient  339,  180. 

Zahlreihe  als  Grundreihe,  deren  Ein- 
heit gleich  Eins  314,  68.  —  Sie  ent- 
hält zu  jeder  neg.  Zahl  eine  entgegen- 
gesetzte pos.  66. 

Zahl  werth  e.  benannten  Grösse  317,64. 

Zeichen:    Gleichheit    u.    Ungleichheit 

21)9,  2.  —  Klammem  s.  d. f-  und 

— :  299,  6.  —  Null  300,  10.  —  Man 

setzt:  0  -\ e  =  —  f,  ferner  0  —  a 

=  —  a,  -f  a  =  a,  300,  11;  309,  87, 
88.  —  Z.  für  das  Produkt  314  f., 
66—68.  —  Kleiner,  grösser  324,  86. 

—  Z.  der  Division  839,  180,  181. 
Zusammengesetzte    Zahl    337,   126, 

ihre  Zerlegung  in  Piimfaktoren  127. 
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Aronhold:  XX,  263. 

d'Arrest:  XXI,  282. 

Baltzer:  367. 

Bellavitis:  XIV,  218—220,  228,  231; 

373,  423—426. 
Bobillier:  367. 
Brioschi:  XX,  266. 
Cauchy:  XIII,  199,  203,  215. 
Cayley:  395,  308,  435. 
Chaeles:  XIV,  219,  231;  372,  306,  424. 
Clebsch:  XVni,  247;  XIX,  2ö0f.;  XX, 

256,  263,  266 f.;  368,  395,  429,  430 f. 
Desargues:  379. 
Dillner:  XXI,  268,  273—275,  278,  281; 

434. 
Engel:  421,  434. 
Euler:  436i'. 
Fiedler,  W.:  395. 
Frege:  XXI,  277;  436. 
Gaues:  IX,  U6  Anm.,  XXI,  281;  435. 
Gergonne:  I,  3Ö. 
Gordan:  XX,  263. 
Grassmann,  R.:  XXIII,  295. 
Gundelfinger:  XX,  266. 
Hamilton:  XXI,  268,  273;  432,  434t, 

437. 
Hankel,  H.:  XXI,  276,  281;  434. 
Heis:  XXni,  297. 
Hermite:  XX,  261. 


Hesse:  XIX,  264;  395,  398, 

Horsley:  424. 

de  Jonquiäres;  372,  395. 

Klein,  F.:  XX,  260. 

Leibniz:  U,  62  Anm. 

Lie:  421,  434. 

Lindemann,  F.:  395. 

Loria:  395  Anm. 

Moebius:   I,  5;  II,  49f.,  52  Anm.,  70; 

Xm,  202;  XIX,  251;  370,  377,  382,  424. 
Newton:  XIV,  223. 
Pascal,   B.:    IV,  81;    V,  87;    VII,  114; 

XIV,  238. 
Pascal,  E.:  395. 

Plücker:  III,  73;  VI,  99;  369,  383. 
Poncelet:  I,  4,  12,  14,  15,  20;  XX,  263. 
Reye:  XXH, 283, 285— 291,294;  430,438. 
de  Saint-Venant:  XHI,  216. 
Salmon:  395,  420. 
Schlafli:  421. 

Schröder,  E.:  393,  416,  421. 
Schröter,  H.:  XIX,  250,  253,  254;  395, 

396,  398,  421. 
Sohncke:  393,  416,  421. 
V.  Staudt:  438. 
Steiner:   I,  43;   U,  49;   IV,  86;   V,  92; 

VII,  135;  X,  158;  367,  377,  410,  413. 
Sturm,  R.:  393,  416,  421, 
Wölffing:  423. 


*)  Die  kursiv  gedruckten  Seitenzahlen  beziehen  sich  auf  die  Anmerkungen. 
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Produkt  316,  66-58.  -  Es  gehört      Up-- 
den.  Onindreihe  an  wie  der  Multipli- 
kand 60.  -  Für  P.e  gelten  d.  Ck^ 
«■  Add.  u.  Subtr.  «16,  «i 
gleich   Null  ist  387.  ' 
P.e  mit  gemeinuunf* 
—  Ein  od.  mduT 
wachsen  67,  6P 

?Ä'  ^^^^,„.  Berichtigungen. 

Quotient  ..•^''       und  c  schneide". 

»eiohn.  ^vi**'*"*  %" 

r^J^'  ■;."  --^y/i^l^chrift  die  Nr.  V. 

^^  .    ;•     ';j./*J^op«berBchriftd^ 

ä"^  /••'Hi'V^^/1)  statt  (p). 

?'  ;■■:'•;:  ^n?che.n.mal". 
^  -ir^'^'fClV'müItiplicirt". 

f^^;»,  /.  ^^  wgjiieii  vor  „Oeuvres"  und  hinter  Öl 7  die  Klammern: 
y  i99f  ^'  \    '  jj  ist  das  Komma  hinter  „rdel"  zu  tilgen. 
S.^yi^llieB:  „Ics  uns  des  autres". 
$.  ^'*  ^g  lies:  „la  somme  de  ces". 

^  S8B,  2.  10  lies:  „das  heisst". 

^.isslz-  1«  V.  u.  lies:  „99". 

q  844«  2.  15  lies:  „letzteren  auch". 

S.  S4*»  ^-  ^  '^^  ^'  ^*68:  „zum  Beispiel,  wählen  wir". 

g.  S46,  Z.  16  lies  unter  dem  Wurzelzeichen:  „a^"  statt  „«^". 

g.  S48,  Z.  1-2 f.  lies:  „einfachen  festen  Punkt"  und:  „beiden  andern". 

S.  249,  Z.  3  V.  u.  lies:  „allgemeineren  Fall". 

S.  S76,  Z.  3  am  Rande  lies:  381. 

S.  -287,  Z.  7  am  Rande  lies:  277. 

S.  349  hatte  der  Satz  Nr.  155  kursiv  gesetzt  werden  sollen. 

S.  413,  Z.  3  lies  zu  Anfang:  ,,^ -1,,  . . .". 

^>-  413,  Z.  19  lies:  „wie  wir**. 


S.  66 
S.  95 
S.  98 
S.  101 
S.  113 
S.  170 
S.  171 
S.  192 
S.  199 
S.  200 
S.  202 
S.  208 
S.  204 
S.  236 
S.  238 
S.  244 
S.  245 
S.  246 
S.  248. 
8.  249 
S.  275, 
S.  287, 
S.  349 
S.  413, 
S.  413, 


Druckfehler  und  Berichtigungen. 

Z.  1  lies:  ,,Punkt€n  q  und  c  schneide'^ 
Z.  16  lies:  ,,XAG  =  0". 
fehlt  in  der  Kopfüberschrift  die  Nr.  V. 
106  fehlt  in  der  Kopfüberschrift  die  Nr.  VI. 
Z.  1,  4  lies:  (p^)  statt  (p). 
Z.  8  lies:  „welches  fi-mal". 
Z.  10  lies:  ,,multiplicirt'*. 
Z.  5  y.  u.  lies:  „Ebenenbüschel  bilden^'. 

Z.  10 f.  fehlen  vor  ^^Oeuvres'*  und  hinter  617  die  Klammem:   { 
Z.  6  V.  u.  ist  das  Komma  hinter  „reel*'  zu  tilgen. 
Z.  4  lies:  „les  uns  des  autres*^ 
Z.  6  lies:  „la  somme  de  ccs**. 
Z.  8  V.  u.  lies:  „present". 
Z.  10  lies:  „das  heisst'*. 
Z.  13  V.  u.  lies:  „99". 
Z.  16  lies:  „letzteren  auch". 
Z.  7  V.  u.  lies:  „zum  Beispiel,  wählen  wir". 
Z.  16  lies  unter  dem  Wurzelzeichen:  „«*"  statt  „a^". 
Z.  12 f.  lies:  „einfachen  festen  Punkt"  und:  „beiden  andern". 
Z.  3  V.  u.  lies:  „allgemeineren  Fall". 
Z.  3  am  Rande  lies:  381. 
Z.  7  am  liande  lies:  277. 

hätte  der  Satz  Nr.  156  kursiv  gesetzt  werden  sollen. 
Z.  3  lies  zu  Anfang:  „^  A„  . . .". 
Z.  19  lies:  „wie  wir". 
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Vorbemerkungeii. 


Als  ich  im  Jahre  1896  den  zweiten  Theil  des  ersten  Bandes  dieser 
Ausgabe  der  Oeffentlichkeit  übergab,  ahnte  ich  nicht,  dass  sich  das 
Erscheinen  des  zweiten  Bandes  so  über  die  Maassen  yerzögem  würde. 
Der  Dmck  der  ersten  Abtheilnng  dieses  Bandes,  die  die  Abhandlungen 
über  Geometrie  und  Analysis  enthalten  sollte,  wurde  zwar  schon  im 
Oktober  1899  begonnen,  machte  jedoch  aus  Ursachen,  die  zu  beseitigen 
nicht  in  meiner  Macht  stand,  die  ich  aber  hier  nicht  auseinandersetzen 
will,  nur  äusserst  langsame  Fortschritte.  Unter  diesen  Umstanden  war 
gar  nicht  abzusehen,  wann  die  Abhandlungen  über  Mechanik,  die 
Lüroth  mir  schon  1893  druckfertig  zugesandt  hatte,  an  die  Reihe 
kommen  würden.  Ich  bedaure  daher  nur,  dass  ich  nicht  schon  längst 
auf  den  Ausweg  verfallen  bin,  den  mir  Lüroth  Anfang  1902  vorge- 
schlagen hat  und  den  ich  jetzt  gewählt  habe,  nämlich  die  Abhand- 
lungen über  Mechanik  zusammen  mit  denen  über  mathematische  Physik 
besonders  paginirt  als  zweiten  Theil  des  zweiten  Bandes  herauszugeben. 
Der  erste  Theil  des  zweiten  Bandes,  Geometrie  und  Analysis,  wird 
hoffentlich  in  nicht  allzufemer  Zeit  nachfolgen. 

Während  Lüroth  in  dem  vorliegenden  Theile  Alles  zusammen- 
gestellt hat,  was  Grassmann  über  Mechanik  veröffentlicht  hat  und 
was  aus  dem  Nachlass  zur  Veröffentlichung  geeignet  erschien,  habe  ich 
mich,  was  die  mathematische  Physik  angeht,  auf  die  bereits  gedruckten 
Arbeiten  beschränkt  und  den  Nachlass  nur  in  den  Anmerkungen  soweit 
verwertet,  als  es  zur  Erläuterung  der  gedruckten  Arbeiten  und  zur 
wirklichen  Ausfuhrung  einiger  darin  blos  angedeuteter  Betrachtungen 
erforderlich  war.  Alles  übrige,  was  der  Nachlass  noch  sonst  Mii- 
theilenswerthes  über  mathematische  Physik  enthält,  verspare  ich  auf 
den  dritten  Band. 


VI  Vorbemerkung^. 

Meinen  Kollegen  H.  Hirt  in  Leipzig,  J.  Sommer  in  Bonn,  E.  v. 
Weber  in  München  verdanke  ich  einige  Nachweisnngen,  die  mir  sonst 
nur  schwer  erreichbar  gewesen  wären.  Einen  Beitrag  von  0.  Eülpe 
in  Würzburg  habe  ich  auf  S.  254  yerwerthei  Allen  Genannten  mochte 
ich  auch  hierdurch  meinen  Dank  f&r  ihre  Unterstützung  aussprechen. 

Leipzig  den  31.  JuU  1902. 

Friedrieh  Engel. 
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n.  ABTHEILUNG. 


AJMALYTISCHE  MECHANIK 


HEBAUSaEOEBEN  VON 


JACOB   LÜROTH. 


OraggmanOf  Werke.  IL  S. 


I.  önmdriss  der  Mechanik 

(fQr  den  Unterricht  in  Prima). 

Von 
Professor  Hermann  Gflnther  Grassmann. 


Programm  des  Königlichen  nnd  StadtgymnasiomB  zu  Stettin,  September  1867. 

i 

Einleitung. 

§  1.  Die  Physik  hat  die  Aufgabe,  die  Erscheinungen  der 
leblosen  (unorganischen)  Natur  auf  ihre  Qesetze  zurückzufuhren.  Alle 
diese  Erscheinungen  sind  ursprünglich  Bewegungen.  Zur  Bestim- 
mung der  Bewegung  bedarf  man  eines  Zeitmasses  und  eines 
Längenmasses.  Als  Zeitmass  ist  die  Sekunde  gebräuchlich,  als 
Längenmass  in  unseren  Gegenden  der  preussische  Fuss. 

Anm.  In  wiBsenschafklichen  Werken  wird  häofig  der  franzSsische  Meter  als 
Längenmass  zu  Grunde  gelegt.  Dieser  ist  der  zehnmillionste  Theil  eines  Bogens, 
der  vom  Nordpol  unserer  Erde  in  südlicher  Richtung  bis  zum  Aequator  reicht; 
er  beträgt  3,1862  preussische  Fuss.  Da  jedoch  der  Meter  weder  ein  natürliches 
noch  ein  historisches  Mass  ist,  so  wird  er  auch  [niemals  volksthümlich  werden 
und  ist  daher  auch  in  der  Wissenschaft  zu  meiden.  Auch  das  französische  Volk 
ist  beim  Fussmasse  geblieben,  hat  aber,  um  mit  dem  Meter  in  Uebereinstimmung 
zu  kommen,  den  neuen  französischen  Fuss  zu  y,  Meter  festgesetzt.  Dieser  neue 
Fuss  =  y,  Meter  =  1,0621  preussische  Fuss  würde,  wenn  der  Zoll  =  %,,  Fuss, 
die  Linie  =  y^^  Zoll,  die  Buthe  »»  lo  Fuss  u.  s.  w.  angenommen  würde,  sich  vor- 
trefflich zu  einem  allgemein  einzuführenden  Masse  eignen. 


Erster  Abschnitt. 
Bewegung  eines  Punktes. 

§  2.  ,^an  sagt  von  einem  Punkte,  dass  er  seine  Bewegung 
unverändert  beibehalte,  wenn  er  in  gleichen  Zeittheilen  stets  gleich- 
grosse  und  gleichgerichtete  Wege  zurücklegt." 

Anm.  Wenn  der  Punkt  in  gleichen  Zeiten  zwar  gleichgrosse,  aber  nicht 
gleichrichtete  Wege  zurücklegt,  so  bleibt  seine  Geschwindigkeit  ungeändert, 
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aber  nicht  die  Richtung  seiner  Bewegung.    Eine  Bewegung,  welche  stets  dieselbe 
Richtung  beibehält,  heisst  geradlinigt. 

§  3.  Wenn  der  Punkt  seine  Bewegung  in  jedem  Augenblicke 
ändert^  so  kann  man  die  Bewegung^  die  er  in  einem  Augenblicke  hat, 
nicht  mehr  bestimmen  durch  den  Weg,  den  er  wirklich  zurücklegt, 
sondern  man  muss  sich  vorstellen,  dass  der  Punkt  die  Bewegung, 
welche  er  in  jenem  Augenblicke  hat,  während  eines  gewissen  Zeit- 
raums unverändert  beibehielte,  und  dann  den  Weg,  den  er  unter  dieser 
Voraussetzung  zurücklegen  würde,  zum  Masse  der  Bewegung  benutzen. 
Dies  führt  zu  der  folgenden  Bestimmung: 

„Die  Bewegung,  welche  ein  sich  bewegender  Punkt  in  einem 
Augenblicke  hat,  wird  ihrer  Richtung  und  Länge  nach  gemessen 
durch  die  Strecke,  welche  er  zurücklegen  würde,  wenn  er  seine  Be- 
wegung eine  Sekunde  lang  unveriLndert  beibehielte;  die  Länge  dieser 
Strecke  heisst  die  Geschwindigkeit/' 

Anm.  Die  Bewegung  wird  also  durch  ihre  Geschwindigkeit  und  ihre  Rich- 
tung bestimmt,  und  beides  muss  in  den  Begriff  der  Strecke  aufgenommen  werden, 
wenn  durch  sie  die  Bewegung  vollkommen  dargestellt  werden  soll.  Dies  führt  zu 
den  folgenden  geometrischen  Begriffen. 

§  4.  „Eine  gerade  Linie  von  bestimmter  Länge  und  Richtung 
heisst  eine  Strecke,  das  heisst  zwei  Strecken  werden  nur  dann  ein- 
ander gleich  gesetzt,  wenn  sie  gleiche  Länge  und  Bichtimg  haben/' 

Anm.  Im  Folgenden  sollen  überall  die  Punkte  mit  grossen,  die  Strecken 
mit  kleinen  lateinischen  Buchstaben  bezeichnet  werden,  oder  die  letzteren  auch 
mit  zwei  grossen  Buchstaben,  von  denen  der  erste  den  Anfangspunkt,  der  letzte  den 
Endpunkt  der  Strecke  benennt.  Die  Strecken  AB  und  BA  haben  zwar  gleiche 
Länge,  aber  entgegengesetzte  Richtung  und  dürfen  daher  als  Strecken  nicht  ein- 
ander gleich  gesetzt  werden.  Da  sie  sich  wie  entgegengesetzte  Grössen  verhalten, 
so  wird  man  BA=^  —  AB  setzen  können.  Der  Begriff  der  Bewegung  führt  zu- 
gleich zur  Addition  solcher  Strecken,  indem  man  sich  nämlich  vorstellt,  dass  ein 
sich  bewegender  Punkt  nach  einander  die  zu  addirenden  Strecken  zurücklegt; 
dann  wird  die  Strecke,  welche  der  Punkt  zurücklegen  muss,  um  aus  der  ersten 
Lage  in  die  letzte  zu  gelangen,  als  Simime  der  Strecken  aufg^efasst  werden  können. 

§  5.  „Strecken  addirt  man,  indem  man  sie  (ohne  Aenderung 
ihrer  Länge  und  Richtung)  stetig,  das  heisst  so  aneinanderlegt,  dass, 
wo  die  eine  aufhört,  die  nächstfolgende  anfängt;  alsdann  nennt  man 
die  Strecke  vom  Anfangspunkt  der  ersten  bis  zum  Endpimkte  der 
letzten  die  Summe  jener  Strecken.  Das  Subtrahiren  einer  Strecke  be- 
steht darin,  dass  man  die  entgegengesetzte  addirt.^^ 

Anm.  Wenn  also  a  und  b  Strecken  sind,  so  erhält  man  a  -f  &,  indem  man 
von  beliebigem  Anfangspunkte  C  aus  die  gerade  Linie  CD  gleichlang  und  gleich- 
gerichtet mit  a  zeichnet,  und  daran  die  gerade  Linie  DE  legt,  welche  mit  b 
gleichlang  und  gleichgerichtet  ist,  dann  ist  CE  =  a  -(-  &;  und  a  —  b  erhält  man 
daraus,  indem  man  ED  um  sich  selbst  verlängert  bis  F]  so  ist  CF  «cz  a  —  b. 
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§  6.  Aus  der  Geometrie  ist  bekannt,  dass,  wenn  AB  mit  A^B^ 
und  ebenso  BC  mit  JBi6\  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind,  auch 
AC  mit  A^C^  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sein  muss,  und  also  die 
Summe  von  dem  Anfangspunkte,  an  den  man  die  erste  Strecke  anlegt, 
ganz  unabhängig  ist.  Aus  bekannten  Sätzen  vom  Parallelogramm  folgt 
aber  auch,  dass  für  Strecken 

a  -^  b  =  b  -]-  a 
ist;  denn  legt  man  an  einen  beliebigen  Punkt  C  die  Strecke  a  =  CD,  3 
daran  b  =  DE  an,  so  ist  CE  =  a  +  6;  legt  man  aber  an  C  die 
Strecke  b  =  CF  an,  so  ist  FE,  da  CDEF  ein  Parallelogramm  ist, 
gleich  lang  und  gleichgerichtet  mit  a;  also  GE  zu  gleicher  Zeit 
=  &  +  a.  Ganz  unmittelbar  ergeben  sich  die  übrigen  Grundformeln 
der  Addition  und  Subtraktion,  nämlich 

a  +  (ft  +  c)  =  (ö  +  &)  +  c  =  a  +  6  +  c 
a  +  &  —  b  =  a 
a  —  6  -f.  6  =  a. 

Da  aber  aus  diesen  vier  Grundformeln  alle  Gesetze  der  Addition 
und  Subtraktion  hervorgehen,  so  folgt  der  Satz: 

„Alle  Gesetze  der  Addition  und  Subtraktion  lassen  sich  auch  auf 
Strecken  anwenden." 

§  7.  Da  femer  die  Vervielfachung  und  Theilung  beliebiger  Ghrössen 
(das  heisst  ihre  Multiplikation  und  Division  mit  einer  Zahl)  nur  auf 
dem  BegrifiPe  der  Addition  und  Subtraktion  dieser  Grössen  beruht, 
so  folgt: 

„Alle  Gesetze  der  Vervielfachung  und  Theilung  gelten  auch  für 
Strecken." 

Anm.  Um  aa  zu  construiren,  wenn  a  eine  Strecke  und  a  eine  Zahl  bedeutet 
(gleich  viel  ob  sie  ganz,  oder  gebrochen  oder  irrational  ist),  hat  man  nach  dem 
Begriffe  der  Vervielfachung  so  zu  verfahren,  dass  man  von  beliebigem  Anfangs- 
punkte B  eine  Strecke  BC  zieht,  welche  mit  der  Strecke  a  gleichgerichtet  oder 
ihr  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  je  nachdem  die  Zahl  a  positiv  oder  negativ  ist, 
und  deren  Länge  sich  zu  der  von  a  verhält,  wie  der  positive  Werth  von  a  zu  1. 

§  8.  Um  nun  die  Lage  zu  bestimmen,  die  ein  sich  bewegender 
Punkt  P  zu  jeder  Zeit  hat,  kann  man  einen  beliebigen  festen  Punkt  0 
zu  Hülfe  nehmen,  und  die  Strecke  OP  =  p  ziehen,  deren  Anfangs- 
punkt also  fest,  und  deren  Endpunkt  der  sich  bewegende  Punkt  P  ist. 
Diese  Strecke  nennt  man  den  Träger  oder  radius  vector  des  sich  be- 
wegenden Punktes.  Um  nun  diesen  Träger  durch  die  Zeit  ausdrücken 
zu  können,  hat  man  auch  für  die  Zeit  einen  willkürlichen  Anfangs- 
punkt anzunehmen.  Es  sei  mit  t  die  Anzahl  der  Sekunden  bezeichnet, 
die   seit   diesem  Anfangspunkte   verflossen  sind.     Um  mm  p  durch  t 
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auszudrücken^  ist  es  das  einfachste,  p  gleich  einer  nach  Potenzen  von 
t  steigenden  Potenzreihe ,  deren  Koefficienten  Strecken  sind,  zu  setzen. 

Wir  wollen  diese  Gleichung  die  Ortsgleichung  der  Bewegung 
nennen.     Also: 

,,Die  Ortsgleichung  der  Bewegung  lässt  sich  in  der  Form 

p  =  a  +  bt  +  ct*-\ 

darstellen,  wo  a,  b,  c,  , . .  unvenLnderliche  Strecken  sind,  und  p  der 
Trager  des  Punktes  ist,  in  welchem  der  sich  bewegende  Punkt  t  Sekunden 
nach  dem  als  Anfangszeit  angenommenen  Augenblicke  angelangt  isf 

Anm.  Wenn  jedoch  die  Gliederzahl  dieser  Reihe  eine  unendliche  ist,  so 
muss  man  noch  (was  stets  durch  die  Wahl  des  Anfangspunktes  der  Zeit  erreicht 
werden  kann)  die  Bedingung  erfQllen,  dass  die  Reihe  eine  ächte  sei.  Eine  Reihe 
ist  nämlich  eine  ächte,  wenn  sie  sich  als  steigende  Potenzreihe  darstellen  lässt, 
deren  Base  kleiner  als  1  (aber  positiv)  ist,  und  deren  EoefQcienten  endlich  sind, 
4  das  heisst  nicht  f  über  eine  gewisse  Gränze  hinaus  wachsen.  Denn  mit  solchen 
ächten  Reihen  lassen  sich  alle  Rechnungen  und  Verknüpfungen  vornehmen,  wie 
mit  einfachen  Grössen,  während  dies  bei  unächten  Reihen  nicht  gestattet  ist*). 
In  unserm  Falle  also  ist  die  angeführte  Reihe  für  p  eine  ächte,  wenn  zum  Beispiel 
t  (numerisch)  kleiner  als  1  ist  und  a,  &,  c,  .  .  .  endlich  sind,  oder  wenn  t  (nume- 
risch) kleiner  als  2  ist,  und  a,  2&,  4  c,  .  .  .  endlich  sind  und  so  weiter. 

§  9.  um  nun  die  Bewegungsgleichung  aus  der  Ortsgleichung 
(§  8)  abzuleiten^  hat  man  auf  den  Begriff  der  Bewegung  (§  3)  zurück- 
zugehen^  das  heisst  die  Strecke  zu  bestimmen^  welche  der  Punkt  zurück- 
legen würde,  wenn  er  die  Bewegung,  die  er  zur  Zeit  t  hat,  eine 
Sekunde  lang  unverändert  beibehielte.  Um  diese  Strecke  u  zu  finden, 
nehmen  wir  einen  sehr  kleinen  Zeittheil  r  an,  welcher  der  n-te  Theil 
einer  Sekunde  sein  mag,  berechnen  dann  den  Weg  PP\  den  der 
Punkt  in  der  Zeit  zwischen  t  und  t  -\-r  zurücklegt,  und  nehmen  diesen 
Weg  fi-maly  so  erhalten  wir  um  so  genauer  die  Bewegung  u,  je  kleiner 
r  angenommen  wird,  und  ganz  genau,  wenn  man  zuletzt  r  yerschwinden 
lässt.     0  sei  der  Anfangspunkt  der  Träger,  P  die  Lage  des  sich  be- 


*)  Die  neueren  Mathematiker  sind  von  den  Rechnungen  mit  Reihen  zurück- 
gekommen, weil  sie  sich  dadurch  häufig  in  Schwierigkeiten,  ja  in  Widersprüche 
verwickelt  sahen,  für  deren  Lösimg  ihnen  die  Reihen  selbst  keine  Mittel  an  die 
Hand  zu  bieten  schienen.  Der  Grund  dieser  Verwickelungen  liegt,  wie  ich  dies 
in  meiner  Ausdehnungslehre  von  1862,  n.  464  ff.  {diese  Ausgabe  I,  2,  S.  303}  ange- 
deutet habe,  darin,  dass  man  den  Begriff  der  ächten  Reihe  nicht  kannte  und 
dafür  auf  den  der  gewöhnlichen  konvergenten  Reihen  zurückging.  So  zum  Bei- 
spiel macht,  von  diesem  letzteren  Begriffe  ausgehend,  Schlömilch  in  seiner  sonst 
so  einsichtsvollen  Beurtheilung  meiner  Trigonometrie  (in  der  Literaturzeitung  von 
1865,  p.  20.  21)  gegen  meine  Entwickelung  der  trigonometrischen  Funktionen  in 
Reihen  Einwürfe,  die  er  jedenfalls  unterdrückt  haben  würde,  wenn  er  die  angeführte 
Stelle  meiner  Ausdehnungslehre  gekannt  hätte. 
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wegenden  Punktes  zur  Zeit  t,  P'  seine  Lage  zur  Zeit  ^  -f-  t.     So  ist 

(nach  §  8)  OP  =  p  =  a -\-bt  +  ct^ -{ 

OP':=«a-\-  b{t  +  r)  +  c(t  +  ty+  d(t  +  r)»  H 

=  a-\-b(t  +  t)  +  c(f+  2tt-\ )  +  d(^+  3<«T  H )  +  . .. 

^a  +  bt  +  cfi  +  dfi-\ ^-  t(6  +  2c<  +  ddfi  +  •••)  +  r^r, 

wo  r  wieder  eine  steigende  Potenzreihe  von  t  bedeutet, 
^0P+  r(b  +  2ct  +  3d^  H )  +  rV. 

SchafiFt  man  OP  nach  links  herüber,  so  erhalt  man  auf  der  linken 
Seite  —  OP  +  OP;  das  heisst  PO  +  OP'^  PP'  (nach  §  5).    Also  ist 

PP'^  t{b  +  2ct  +  3d^  +  . . .)  +  r«r, 
also 

nPP'  =  nr(b  +  2ct  +  ddfi  H )  + nt.tr. 

Nun  ist  aber  nach  der  Voraussetzung  t  =^  ^,  also  nt  =.  1,  somit 

nPP'=b  +  2ct  +  3d<«  ^ \- tr. 

Nun  stellt  aber  nPP'  nach  dem  Obigen  die  Bewegung  u  dar,  wenn 
man  t  verschwinden  lässt,  also  wird 

u  =  b-\-2ct  +  Mfi-\ .  ( 

Also: 

„Aus  der  Ortsgleichung 

p  =  a-\-bt-\-cfi-\-dfi-] 

erhalt  man  die  Bewegungsgleichung 

u  =  b  +  2ct'\-  3dfi  H 

dadurch,  dass  man  in  der  Potenzreihe  von  t  jedes  Glied  zuerst  mit 
dem  Exponenten  von  t  multiplicirt^  und  darauf  mit  t  dividirt,  und  den 
Träger  p'  zur  Zeit  t-\-  t  findet  man 

p'-^p  +  ut-\-rt*, 
wo  r  eine  steigende  Potenzreihe  von  t  bedeutet.'^ 

§  10.  Man  nennt  dies  Verfahren,  wonach  man  also  in  einer 
Potenzreihe  von  t  jedes  Glied  mit  dem  Exponenten  von  t  multiplicirt 
und  darauf  mit  t  dividirt,  differenziiren  und  das  Resultat  das  Diffe- 
renz ial  (nach  t).  Somit  können  wir  den  vorhergehenden  Satz  auch 
so  ausdrücken: 

„Man  erhält  aus  der  Ortsgleichung  die  Bewegungsgleichung,  indem 
man  die  erstere  differenziirt,^^  oder: 

„Die  Bewegung  ist  das  Differenzial  des  Trägers/^ 

§  11.  „Wenn  ein  Pankt  seine  Bewegung  in  gleichen  Zeittheilen 
stets  um  gleiche  Strecken  ändert,  so  sagt  man,  der  Punkt  habe  seine 
Bewegung  gleichmässig  g^mdert.^ 
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Anm.  Zu  vergleichen  ist  §  2.  Wenn  wir  sagen,  die  Bewegung  hat  sich 
von  einem  Zeitpunkte  zum  andern  um  eine  Strecke  geändert,  so  ist  das  so  zu 
verstehen,  dass  man  zu  der  Bewegung  im  ersten  Zeitpunkte  diese  Strecke  ad- 
diren  muss,  um  die  Bewegung  im  zweiten  Zeitpunkte  zu  erhalten. 

§  12.  Wenn  der  Punkt  seine  Bewegung  nicht  gleichmässig  ändert, 
so  kommt  es  darauf  an,  das  Mass  der  Aenderung  für  jeden  Augen- 
blick zu  bestimmen.  Man  darf  diese  Aenderung  nicht  mehr  durch  die 
Strecke  ausdrücken,  um  welche  sich  während  eines  Zeitraumes  die 
Bewegung  wirklich  geändert  hat;  sondern  man  muss  sich  vorstellen, 
dass  die  Bewegungsänderung,  in  welcher  der  Punkt  in  jenem  Augen- 
blicke begriffen  ist,  sich  eine  Sekunde  lang  gleichmässig  fortsetzte, 
und  die  Strecke,  um  welche  sich  unter  dieser  Voraussetzung  die  Be- 
wegung ändern  würde,  zum  Masse  der  Bewegungsänderung  benutzen. 

„Die  Bewegungsänderung,  in  welcher  ein  Punkt  in  einem 
Augenblicke  begriffen  ist,  wird  gemessen  durch  die  Strecke,  um 
welche  sich  seine  Bewegung  ändern  würde,  wenn  er  jene  Bewegungs- 
änderung eine  Sekunde  lang  gleichmässig  fortsetzte.^' 

Anm.  Wenn  die  Bewegung  eine  geradlinigte  ist,  so  heisst  die  Bewegungs- 
änderung Beschleunigung  oder  Verzögerung,  je  nachdem  sie  mit  der  Be- 
wegung gleichgerichtet  oder  entgegengesetzt  gerichtet  ist.    (Vergl.  §  3.) 

§  13.     „Wenn 

u^a  +  bt  +  cfi  +  dfi-] 

die  Bewegungsgleichung  ist,  so  ist 

v  =  b  +  2ct+3dfi'\ 

die  Aenderungsgleichung^'  oder: 

„Die  Bewegungsänderung  v  ist  das  Differenzial  der  Bewegung  w." 
„Die  Bewegung  u   zur  Zeit  t  -^  r  findet  sich 

w'=  u  "{-  VT  -{-  rr^, 

wo  r  eine  steigende  Potenzreihe  von  r  ist." 

Der  Beweis  ist  ganz  entsprechend  dem  in  §  9.  In  der  That, 
wenn  die  Sekunde  in  n  gleiche  Theile  getheilt,  und  ein  solcher  Theil 
mit  r  bezeichnet  wird,  also  nr  =  1  ist,  und  wenn  dann  0^  die  Be- 
wegung (u)  zur  Zeit  t  darstellt,  und  OQ'  die  Bewegung  zur  Zeit 
^  -f-  r,  so  hat  sich  während  dieser  Zeit  die  Bewegung  geändert  um  die 
Strecke  QQ'  (weil  0Q'=  OQ  +  QQ'),  Dann  stellt  nQQ'  um  so  ge- 
nauer das  Mass  der  Bewegungsänderung  für  den  Zeitpunkt  t  dar,  je 
kleiner  r  ist,  und  ganz  genau,  wenn  man  zuletzt  r  verschwinden  lässt. 
Das  übrige  folgt  ganz  wie  in  §  9. 

§  14.     Durch  Zusammenfügung  von  §  9  und  §  13  folgt: 

„Aus  dem  Träger  erhält  man  die  Bewegimgsänderung,  wenn  man 
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die  Potenzreihe,  welche  dem  Träger  gleichgesetzt  ist,  differenziirt  und 
die  so  erhaltene  Potenzreihe  zum  zweiten  Male  differenziirt^'  oder 

,yDie  Bewegungsänderung  ist  das  zweite  Differenzial  des  Trägers/' 

Wenn  also  der  Träger 

p  =  a  +  ht  +  cfi  +  dfi  +  et^-\ 

ist,  so  ist  die  Bewegungsänderung 

t;  =  2c  +  3  .  2  .  d<  +  4  .  3  .  e<*  H . 

§  15.  Daraus,  dass  zwei  gleiche  Strecken  auch  gleich  bleiben, 
wenn  man  zu  ihnen  gleiche  Strecken  addirt,  folgen  sogleich  die  Sätze: 

„Wenn  zwei  Punkte  zu  irgend  einer  Zeit  gleiche  Lage  und  zu 
jeder  Zeit  gleiche  Bewegung  haben,  so  haben  sie  auch  zu  jeder  Zeit 
gleiche  Lage." 

„Wenn  zwei  Punkte  zu  irgend  einer  Zeit  gleiche  Bewegung  und 
zu  jeder  Zeit  gleiche  Bewegungsänderung  haben,  so  haben  sie  auch  zu 
jeder  Zeit  gleiche  Bewegung." 

„Wenn  zwei  Punkte  zu  irgend  einer  Zeit  gleiche  Lage,  und  zu 
irgend  einer  Zeit  gleiche  Bewegung,  jederzeit  aber  gleiche  Bewegungs- 
änderung haben,  so  haben  sie  auch  zu  jeder  Zeit  gleiche  Lage." 

Anm.  Der  dritte  dieser  Sätze  ist  ans  den  beiden  ersten  zusammengesetzt. 
Alle  drei  kann  man  auch  so  ausdrücken:  Die  Lage  eines  Punktes  zu  jeder  Zeit 
ist  bestimmt  durch  die  Lage  zu  irgend  einer  Zeit  und  durch  die  Bewegung  zu 
jeder  Zeit,  und  die  Bewegung  zu  jeder  Zeit  durch  die  Bewegung  zu  irgend  einer 
Zeit  und  durch  die  Bewegungsänderung  zu  jeder  Zeit. 

§  16.  Es  sei  a  der  Träger  des  sich  bewegenden  Punktes  für  den 
Zeitpunkt,  welcher  als  Anfangspunkt  von  t  gesetzt  ist,  das  heisst,  für 
den  ^  =  0  ist,  und  sei 

u  =  a  +  bt  +  cfi'^ 

für  jede  Zeit  t  (für  welche  die  Reihe  noch  acht  ist);   so  entsteht  die  7 
Aufgabe,  den  Trager  p  für  diese  ganze  Zeit  zu  finden.    Nimmt  man 
einen   Punkt    zu    Hülfe,    dessen   Träger  p'   von    demselben   Anfangs- 
punkte 0  aus 

ist,  so  ist  sein  Anfangstri^er  (für  ^  =  0)  gleichfalls  =  a,  und  seine 
Bewegung  das  Differenzial  des  Trägers,  also  (nach  §  9) 

=  a  -\-  ht  -]-  cfi  -\-  '  * '  =  ti] 

also  (nach  §  15)  seine  Lage  stets  dieselbe,  wie  für  den  ersten  Punkt, 
also  auch  die  Träger  beider  stets  gleich,  das  heisst 
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Dasselbe  gilt^  wenn  a  die  An&ngsbewegong  ist,  und  statt  des  Trägers 
p  die  Bewegung,  und  statt  der  Bew^ung  u  die  Bewegungsänderung 
gesetzt  wird.     Also 

;,Wenn  a  der  Anfangsträger  (oder  die  Anfangsbewegung)  und 

u  (oder  v)  =  a  +  6^  +  ^^  H 

ist,  so  ist 

p  (oder  m)  =  a  +  a<  +  j6^  +  |c^  H , 

das  heisst:  Man  erhält  aus  der  Bewegung  den  Träger  (oder  aus  der 
Bewegungsänderung  die  Bewegung),  indem  man  in  der  Potenzreihe 
Yon  t^  durch  welche  die  erstere  dargestellt  wird,  jedes  Glied  zuerst  mit 
t  multiplicirt,  und  das  so  erhaltene  Qlied  mit  seinem  Exponenten  diyi- 
dirt,  und  endlich  ein  unyenLnderliches  Glied  (a)  hinzufügt." 

Anm.  Man  nennt  dies  Verfahren  integriren,  das  Resultat  das  Inte- 
gral (nach  Q. 

§  17.  Eine  Potenzreihe  integriren  heisst  also  jedes  Glied  zuerst 
mit  der  Base  multipliciren,  und  das  so  erhaltene  Glied  mit  seinem 
Exponenten  diyidiren,  und  endlich  ein  unveiunderliches  Glied  hinzu- 
fügen.    Also: 

„Der  Träger  ist  das  Int^ral  der  Bewegung,  die  Bewegung  das 
Integral  der  Bewegungsänderung." 

§  18.    Hieraus  folgt: 

„Der  Träger  ist  das  zweite  Integral  (das  Integral  des  Integrals) 
von  der  Bewegungsänderung,  oder  wenn 

ist,  so  ist 

wo  /3  der  Anfangsträger,  und  a  die  Anfangsbewegung  ist." 

Anm.  Die  bisher  entwickelten  Sätze  ergaben  sich  mit  Noth wendigkeit  ans 
dem  Begriffe  der  Bewegxmg.  Dagegen  bedürfen  die  folgenden  drei  Gesetze  §  20—22, 
welche  allen  Bewegungen  in  der  Natur  zu  Grunde  liegen,  zu  ihrer  Ableitung  der 
Beobachtung  dieser  Bewegungen.  Sie  sind  in  ähnlicher  Form  zuerst  von  Newton 
in  seinem  berühmten  Werke:  Philosophiae  naturalis  principia  mathematica  1687 
der  gesammten  Naturbetrachtung  zu  Grunde  gelegt,  und  finden  ihre  vollkommene 
8  Sicherstellung  dadurch,  dass  alle  Bewegungen  in  der  Natur,  wie  verwickelt  sie 
auch  sein  mögen,  sich  genau  nach  ihnen  regeln. 

§  19.  Erklärung."  „Jede  Ursache  einer  Bewegung,  welche  in 
einem  Punkte  in  der  Art  ihren  Sitz  hat,  dass  der  Punkt,  wo  er  sich 
auch  befinden  mag,  Bewegungen  hervorruft,  welche  in  der  nach  ihm 
hin  gezogenen  geraden  Linie  liegen,  heisst  Kraft,  der  Punkt  selbst  ein 
Eörperpunkt,  oder  ein  materieller  Punkt." 

Anm.  Wir  können  den  einzelnen  Eörperpunkt  nicht  trennen.  Alle  Natur- 
körper sind  vielmehr  Vereine  solcher  Körperpunkte,  wie  auch  der  mathematische 
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Körper  ein  Verein  mathematischer  Punkte  ist.  Wir  können  daher  auch  nicht  die 
einzelne  Kraft  trennen,  sondern  haben  es  immer  mit  einem  Vereine  von  Kräften 
zu  thun.  Als  annähernde  Beispiele  fär  solche  aufeinander  wirkenden  Punkte 
können  zwei  elektrische  Kügelchen  dienen,  welche  sich  anziehen,  wenn  sie  ent- 
gegengesetzte Elektrizität  haben,  sich  abstossen,  wenn  gleichartige. 

§  20.  Das  Beharrungsgesetz  (Lex  I  Newt.).  „Jeder  Körper- 
piinkt,  auf  den  keine  Kraft  von  aussen  einwirkt,  behalt  seine  Bewegung 
unverändert  bei." 

Anm.  Da  man  keinen  Körperpunkt  von  der  Einwirkung  der  übrigen  aus- 
schliessen  kann,  so  lässt  sich  das  Gesetz  nicht  unmittelbar  beobachten.  Annähernd 
ergiebt  es  sich  aus  den  Bewegungen  der  Himmelskörper,  der  Fortbewegung  des 
Wagenzuges  auf  wagrechter  Eisenbahn,  auch  wenn  der  Dampfwagen  nicht  mehr 
arbeitet;  aus  dem  Wurfe,  besonders  dem  Abschiessen  einer  sich  drehenden  Spitz- 
kugel; dem  Sprunge  auf  einem  sich  bewegenden  Körper,  namentlich  auf  der  sich 
bewegenden  Erde;  der  Wirkung  eines  plötzlich  anhaltenden  oder  abfahrenden 
Wagens  auf  die  darin  sitzenden. 

§  21.  Das  Gesetz  der  Gegenwirkung  (vergL  Lex  IQ  Newt). 
„Wenn  ein  Körperpunkt  auf  einen  andern  bewegend  wirkt,  so  wirkt 
auch  stets  der  letztere  auf  den  ersteren  bewegend,  und  zwar  liegen  die 
Bewegungen,  die  sie  sieh  gegenseitig  mittheilen,  auf  der  Verbindungs- 
linie beider  Punkte  und  sind  einander  entgegengesetzt  gerichtet.  Wenn 
diese  beiden  Bewegungen  (abgesehen  yon  der  entgegengesetzten  Richtung) 
gleich  gross  sind,  so  sagt  man,  die  beiden  Punkte  seien  an  Masse  gleich/^ 

Anm.  Für  Punkte  von  ganz  gleicher  Beschaffenheit  lässt  sich  das  Gesetz 
als  nothwendig  nachweisen.  Die  Kräfte  können  anziehende  oder  abstossende  sein. 
Für  die  letztem  liefern  zwei  gleichartig  elektrische  Kügelchen  ein  annäherndes 
Beispiel. 

§  22.  Das  Mass  der  Kraft  (vergl.  Lex  11  Newt.).  „Die  Wir- 
kimg der  Kraft  ist  Bewegungsänderung.  Die  Kraft  wird  gemessen 
durch  die  Bewegungsänderung,  welche  sie  einem  Körperpunkte,  dessen 
Masse  gleich  1  gesetzt  wird,  mittheilt.'^ 

Anm.  Die  Kraft  ist  hiemach  also  als  Strecke  dargestellt.  Wie  gross  die 
als  1  gesetzte  Masse  sein  soll,  ist  an  sich  willkürlich,  eine  nähere  Bestimmung 
darüber  folgt  bei  der  Bewegung  der  Körper.  In  diesem  Gesetze  ist  zugleich  das 
Beharrungsgesetz  (§  20)  mit  enthalten. 

§  23.  Gesetz  der  Addition  der  Kräfte.  „Zwei  Kräfte,  die 
auf  einen  Punkt  wirken,  sind  ihrer  Summe  gleichwirkend,  das  heisst 
üben  dieselbe  Wirkung,  wie  ihre  Summe,  wenn  sie  allein  wirkt." 

Die  Kräfte  sind  nach  §  22  als  Strecken  dargestellt,  sie  werden 
also  addirt  nach  §  5.  Bei  zwei  Kräften,  die  nicht  in  derselben  geraden 
Linie  liegen,  ist  diese  Summe  (nach  §  5)  f  die  Diagonale  des  Parallelo-  9 
gramms,  welches  jene  Kräfte  zu  Seiten  hat.  Es  folgt  dieser  Satz 
aus  §  22.  Denn  stellt  man  sich  vor,  dals  beide  Krafte  unmittelbar  nach 
einander  wirken,  so  bewirkt  die  erste  eine  Bewegungsänderung,  welche 
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sich  zn  der  vorhandenen  Bewegong  addirt^  die  zweite  eine  Bewegungs- 
änderangy  welche  sich  zu  jener  Summe  addirt  Statt  dessen  kann  man 
nun  (nach  §  6)  die  Summe  der  beiden  Bewegungsanderungen  zu  der 
ursprünglichen  Bewegung  addiren,  also  ist  die  Wirkung  beider  Kräfte 
gleich  der  ihrer  Summe. 

Anm.  Auch  Newton  hat  diesen  Satz  als  Zusatz  zu  dem  erwähnten  Gesetze 
dargestellt.  Durch  Versuche  beweist  man  ihn,  indem  man  drei  Fftden  in  einen 
Knoten  knüpft,  und  zwei  davon  über  Rollen  gehen  lässt  und  an  alle  drei  Enden 
Gewichte  hängt;  dann  stellen  sich  die  Fäden  so,  dass,  wenn  man  allen  dreien 
lAngen  g^i^^t,  die  sich  wie  die  Gewichte  verhalten,  und  jeden  auf  diese  Weise  als 
Strecke  darstellt,  die  Summe  dieser  drei  Strecken  null  ist,  also  jede  der  Summe 
der  beiden  andern  entgegengesetzt  ist. 


Zweiter  Abschnitt.  ^ 

Bewegung  des  Schwerpunktes  eines  Vereins. 

§  24.  ;,Wenn  ein  Verein  aus  lauter  an  Masse  gleichen  Punkten 
besteht;  so  versteht  man  unter  dem  Schwerpunkte  des  Vereins  den- 
jenigen Punkt;  fär  welchen  die  Strecken,  die  von  ihm  aus  nach  den 
Punkten  des  Vereins  gezogen  werden,  zur  Summe  Null  geben,  das 
heisst  für  den 

ist,  wenn  S  der  Schwerpunkt  des  Vereins  A^,  . , ,,  Ä^j  ist.'* 

Anm.  Wenn  die  Punkte  des  Vereins  an  Masse  ungleich  sind,  so  kann 
man  den  Verein  doch  (genau  oder  annäherungsweise)  dadurch  in  einen  Verein 
massengleicher  Punkte  verwandeln,  dass  man  in  den  einzelnen  Punkten  mehrere 
solcher  an  Masse  gleicher  Punkte  vereinigt  denkt.  Es  genügt  daher,  die  folgen- 
den Sätze  nur  für  solche  Vereine  von  Punkten,  die  an  Masse  gleich  sind,  zu  be- 
weisen, und  solche  Vereine  sollen  im  Folgenden  stets  vorausgesetzt  werden. 

§  25.  Es  soll  der  Schwerpunkt  S  eines  Vereins  -.Ij,  •••,  -4„  ge- 
sucht werden. 

Nach  §  24  ist 

ÄA  +  •  •  •  +  S^  =  0. 

Wenn  nun  P  ein  beliebiger  Punkt  ist,  so  ist  (nach  §  5) 

SA,  =  SP  +  PA„  ■  ■  ;  SA„  =  SP+  PA,, 
also 

0=^iSP  +  PA,)  +  .--  +  {SP  +  PA„) 

==nSP-\-iPA,-\-.--  +  PA„). 
Also,  wenn  man  nSP  aaf  beiden  Seiten  sabtrshirt,  das  heisst  nPS  addirt, 
nPS  =PAi-] 1-  PA„ 
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oder 

Und   ebenso    findet  man  aus  dieser  Gleichung  durch  das  umgekehrte 
Verfahren  wieder  die  erste. 

;^an  findet  den  Schwerpunkt  eines  Vereins  von  n  massengleichen 
Punkten^  indem  man  von  einem  beliebigen  Punkte  P  nach  allen 
Punkten  des  Vereins  Strecken  zieht,  diese  addirt,  und  PS  gleich  dem 
w-ten  Theil  dieser  Summe  setzt,  so  ist  S  der  Schwerpunkt." 

§  26.    „Jeder  Verein  hat  nur  einen  Schwerpunkt."  10 

Denn  angenommen,  er  hätte  deren  zwei,  S  und  /S^,  so  wende  man  das 
Verfahren  von  §  25  an,  indem  man  S^  statt  P  setzt,  so  erhält  man 

0  =  nSS,  +  (,S,A,  +  ...  +  S,A„), 

WO  aber  nach  §  24  die  eingeschlossene  Summe  null  sein  muss,  wenn 
S^  Schwerpunkt  ist;  abo 

w/S/Si  =  0,   'S8i  =  0, 

das  heisst,  S^  fällt  mit  S  zusammen. 

üebungsaufgaben:  Den  Schwerpunkt  zwischen  zwei  Punkten  A  und  B,  den 
zwischen  drei  Punkten  A,  JB,  C,  zwischen  drei  Punkten  A  und  vier  Punkten  JB, 
zwischen  drei  Punkten  A,  vier  Punkten  JB,  fünf  Punkten  C  zu  finden.  Wie  kann 
man  dabei  P  wählen,  um  die  bequemste  Konstruktion  zu  erhalten?  Welche  plani- 
metrischen  imd  stereometrischen  Sätze  ergeben  sich,  wenn  man  P  beliebig  wählt? 

§  27.  Es  soll  der  Schwerpunkt  des  Ganzen  aus  denen  seiner 
Theile  gefunden  werden. 

Der  eine  Theil  enthalte  die  Punkte  A^,  -  -  -,  A^,  sein  Schwerpunkt 
sei  A,  der  zweite  Theil  enthalte  die  Punkte  B^,  *  -  -,  Ba,  sein  Schwer- 
punkt sei  JB,  u.  s.  w.;  der  Schwerpunkt  des  ganzen  sei  S  und  die  An- 
zahl seiner  Punkte  a  -|-  /3  -|-  •  •  *  sei  =  n,  so  hat  man  nach  §  25 

nPS  =  {PA,  +  • .  •  4-  P^„)  +  (P^i  +  •  •  •  +  PB,)  +  •  •  •. 

Man   setze    (nach  §  5)   PA,  =  PA+  AA„  ■  ■  ■,  PA„  ==  P^  +  AA„, 
PB,  =  PB  -\-  BB,  u.  8.  w.,  so  erhält  man 

nPS  =  [{PA  +  AA,)  +  ...  +  (PA-\-  AAJ]  + 

+  [{PB  +  BB,)  +  •  •  •  +  (PB  +  BB^)]  +  • . . 
=  [aPA  +  iAA,  +  ...  +  AA„)^-\- 

+  [ßPB+iBB,-\-...  +  BB^)-]  +  --: 

Aber  hier  sind  die  Summen  AA^  -j f-  AA^,  BB^  -] 1-  BB^,  •   - 

(nach  §  24)  gleich  Null,  weil  -4,  B,  •  •  •  nach  Voraussetzung  die  Schwer- 
punkte der  Vereine  -4^,  •  •  •,  -4^;  B^^  •  •  •,  JB^,  •  •  •  sind,  also 
nPS  =  aPA  +  ßPB  H ,  • 
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das  heissty  S  ist  der  Schwerpunkt  zwischen  a  Punkten  A,  ß  Punkten 
B  u.  8.  w.     Also: 

;^en  Schwerpunkt  eines  Ganzen  findet  man  aus  den  Schwerpunkten 
seiner  Theile^  indem  man  die  Masse  jedes  Theiles  in  seinem  Schwer- 
pimkte  vereinigt  denkt,  und  zwischen  den  mit  diesen  Massen  versehenen 
Schwerpunkten  der  Theile  wieder  den  Schwerpunkt  nimmt,  so  ist 
der  letztere  zugleich  Schwerpunkt  des  Ghmzen.  Namentlich  liegt  der 
Schwerpimkt  S  zwischen  zwei  Punkten,  A  und  B,  welche  die  Massen 
a  und  ß  haben,  so  dass  AS :  SB  =  ß  :  a/^ 

Anm.  Hieraus  folgt  unter  Anderm,  dass  der  Schwerpunkt  einer  begrftnzten 
geraden  Linie  in  ihre  Mitte  fällt,  dass  der  Schwerpunkt  einer  Dreiecksfl&che  im 
Durchschnitt  der  geraden  Linien  liegt,  welche  von  den  Ecken  nach  den  Mitten 
der  Gegenseiten  gezogen  sind,  und  also  mit  dem  Schwerpunkte  der  Ecken  zu- 
sammenfällt, femer  dass  der  Schwerpunkt  einer  Vierecksfl&che  in  jeder  der  beiden 
geraden  Linien  liegt,  welche  die  Schwerpunkte  zweier  Dreiecke  verbindet,  in  die 
das  Viereck  durch  eine  Diagonale  zerfällt. 

§  28.  Es  soll  der  Weg  des  Schwerpunktes  eines  Vereins  aus  den 
Wegen  der  einzelnen  Punkte  gefunden  werden. 

Es  seien  A^^  •  -  -,  A^  die  Punkte  des  Vereins,  welche  sich  nach 
den  Lagen  B^,  •  •  •,  JB«  bew^en,  so  stellen  die  Strecken  A^B^,  •  •  •,  A^B^ 
die  W^e  dar,  A  sei  der  Schwerpunkt  des  Vereins  A^,-  -  -,  A^,  B  der 
11  Schwerpunkt  des  Vereines  f  Bj,  •  •  •,  B^,  abo  die  Strecke  AB  der  Weg 
des  Schwerpunktes,  indem  wir  hier  nämlich  unter  dem  Wege  eines 
Punktes  stets  die  Strecke  von  der  ersten  Lage  des  Punktes  bis  zur 
letzten  verstehen.     Dann  ist  (nach  §  5) 

A,B,  +  -  +  A^B,  =  {A,A  +  AB-\-BB,)+.-  +  {A,A+AB-\-BBJ 
^nAB  +  {A,A+...  +  A,A)-^{BB,-\-^..+BB,). 

Aber  die  eingeschlossenen  Summen  sind  (nach  §  24)  null,  weil  nach 
Voraussetzung  A  der  Schwerpunkt  zwischen  A^,  •  -  -,  A^,  B  der  zwi- 
schen ^1,  •  •  •,  JB^  ist,  also 

A,B,  +  ...  +  A„B,  =  nAB, 
oder 

AB=^iA,B,  +  ...  +  A,BJ; 
also: 

„Der  Weg  des  Schwerpunktes  eines  Vereins  ist  das  Mittel  aus 
den  Wegen  der  einzelnen  an  Masse  gleichen  Punkte  dieses  Vereins, 
wenn  man  nämlich  die  Wege  als  Strecken  betrachtet,  und  unter  dem 
Mittel  die  durch  die  Anzahl  der  Grössen  dividirte  Summe  derselben 
versteht." 

§  29.  Die  Schlussfolge  im  vorigen  Paragraphen  bleibt  noch  be- 
stehen, wenn  man  unter  A^^B^,  A^B^  in  dem  Sinne  von  §  3  oder  §  12 
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die  Bewegangen  oder  die  Bewegtmgsändenmgen  yersteht^  in  welchen 
die  Punkte  A^,  -  -  -,  A^  in  einem  Augenblicke  begriffen  sind;  also: 

^ie  Bewegung  (oder  Bewegungsänderung)  des  Schwerpunktes 
eines  Vereins  ist  das  Mittel  aus  den  Bewegungen  (oder  Bewegungs- 
änderungen) der  einzelnen  Punkte  dieses  Vereins/^ 

§  30.  Es  sei  die  Masse  eines  jeden  der  n  Punkte  A^,  •  •  •,  A^ 
gleich  1  angenommen,  also  die  Masse  des  ganzen  Vereines  gleich  n, 
und  seien  v^y  •  •  •;  t;^  die  Kräfte,  welche  auf  die  Punkte  A^,  -  -  -,  A^ 
wirken,  und  A^B^,  •  •  •,  A^B^  die  Bewegungsänderungen,  so  ist  nach  §  22 

also 

t^i  +  •  •  •  +  t^n  =  ^^1  +  •  •  •  +  A^n  =  nAB  (nach  §  28), 
wenn  AB  die  Bewegungsänderung  des  Schwerpunktes  ist,  also 

ÄB  =  ^(v,  +  ^-.  +  v,). 

„Die  Bewegungsänderung  des  Schwerpunktes  eines  Vereins  ist  gleich 
der  durch  die  Masse  dividirten  Summe  aller  Kräfte,  die  auf  den  Verein 
wirken." 

§  31.  Die  Kräfte,  mit  denen  ein  Punkt  des  Vereins  auf  den 
andern  wirkt,  heissen  innere  Kräfte  des  Vereins.  Da  nun  nach  §  21 
die  Kraft,  mit  der  zum  Beispiel  A^  auf  A^  wirkt,  wenn  alle  Punkte 
gleiche  Masse  haben,  derjenigen  Kraft,  mit  welcher  A^  auf  A^  wirkt 
gleich  gross,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  so  heben  sich  alle 
inneren  Kräfte  bei  der  Addition  auf.  Dies  auf  den  Torigen  Satz  an- 
gewandt, giebt  den  Satz: 

„Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  eines  Vereines  Ton  Punkten  ist  12 
unabhängig  von  den  inneren  Kräften  des  Vereins,  und  ist  dieselbe,  als 
ob  alle  Masse  im  Schwerpunkte  vereinigt  wäre,  und  alle  äusseren  Kräfte 
auf  ihn  wirkten,  oder  (was  dasselbe  ist)  ab  ob  die  Masse  des  Schwer- 
punktes 1  wäre,  und  eine  Kraft  auf  ihn  wirkte,  welche  in  jedem 
Augenblicke  gleich  der  durch  die  Masse  dividirten  Summe  aller  äusseren 
Kräfte  isi" 

Anm.  Es  unterliegt  also  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen 
Körpers  oder  Vereines  von  Körpern  ganz  den  Glesetzen  der  Bewegung  eines  ein- 
zelnen Körperpunktes,  während  die  Bewegung  der  übrigen  Punkte,  wie  zum  Bei- 
spiel bei  einem  geworfenen  Stabe,  eine  viel  verwickeltere  sein  kann.  So  gilt 
also  zum  Beispiel  das  Beharrungsgesetz  (§  20)  unmittelbar  auch  für  den  Schwer- 
punkt beliebiger  Vereine,  namentlich  wird  der  Schwerpunkt  der  ganzen  Welt,  da 
es  für  sie  keine  äusseren  E[räfte  giebt,  entweder  in  Ruhe  sein,  oder  seine  Be- 
wegung unverilndert  beibehalten.  Das  Gesetz  der  Gegenwirkung  (§  21)  bedarf  für 
die  Schwerpunkte  zweier  aufeinander  wirkender  Vereine  noch  besonderen  Nachweises. 
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§  32.  ;,Wenn  zwei  Vereine  auf  einander  wirken^  bo  sind  die  6e- 
sammtkrafte,  mit  denen  sie  auf  einander  wirken^  einander  entgegen- 
gesetzt,  und  abo  die  Bewegungsanderangen,  welche  sie  gegenseitig 
ihren  Schwerpunkten  mittheilen,  entgegensetzt  gerichtet  und  yerhalten 
sich  ihrer  Grösse  nach  umgekehrt  wie  die  Massen.^ 

Denn  es  sei  A  der  Schwerpunkt  des  Vereins  -^j,  •  •  •,  A^  und  B 
der  des  Vereins  JB^,  •  •  •,  ^^;  diese  Punkte  beider  Vereine  mögen  einzeln 
genommen  die  Massen  1,  die  Vereine  selbst  also  die  Massen  a  und  ß 
haben;  a  sei  die  Bewegungsanderung,  welche  der  zweite  Verein  dem 
Schwerpunkte  {A)  des  ersten  mittheilt,  und  h  die  Bewegungsänderung; 
welche  umgekehrt  der  erste  Verein  dem  Schwerpunkte  (JB)  des  zweiten 
mittheilty  so  ist  zu  beweisen,  dass  a  :  &  =  —  ßi  a. 

Jeder  Punkt  des  zweiten  Vereins  kann  auf  jeden  Punkt  des  ersten 
eine  E[raft  üben,  die  Summe  dieser  E[riLfbe  sei  s,  so  ist  (nach  §  31) 

1 
a  =  — 5. 

a 

Die  Kräfte,  mit  denen  jeder  Punkt  des  ersten  Vereins  auf  jeden  des 
zweiten  wirkt,  sind  den  Kräften,  mit  welchen  dieser  auf  jenen  wirkt, 
paarweise  entgegengesetzt,  indem  nämlich  (nach  §  21)  die  zwischen 
denselben  Punkten  (zum  Beispiel  A^  und  B^  wirkenden  einander  ent- 
gegengesetzt sind;  folglich  ist  auch  die  Summe  der  Einwirkungen  des 
ersten  Vereins  auf  den  zweiten  =  —  s,  somit  (nach  §  31) 

6  =  -  -J  s, 

also  a:h=  —  ß:a. 

Anm.  So  znm  Beispiel  wird  nicht  nnr  ein  Stück  Eisen  vom  Magneten  ge- 
zogen, sondern  auch  der  Magnet  von  dem  Stücke  Eisen;  die  beiderseitigen  Be- 
wegungen haben  entgegengesetzte  Richtung  und  verhalten  sich  ihrer  Grösse  nach 
umgekehrt,  wie  die  Massen.  Wenn  ein  Stein  senkrecht  in  die  Höhe  geschleudert 
wird,  so  bewegt  sich  zugleich  die  Erde  nach  unten,  und  wenn  der  Stein,  nach- 
dem er  seine  grösste  Höhe  erreicht  hat,  umkehrt,  so  kehrt  auch  die  Erde  um, 
und  beide  nähern  sich  wieder,  von  einander  angezogen;  aber  die  Bewegung  der 
Erde  ist  in  dem  Verhältniss  geringer  als  ihre  Masse  grösser  ist,  wird  also  ganz 
unspürbar  sein. 
13  §  33.     „Die  Kraft,   mit   welcher  sich  zwei  Körper  oder  Körper- 

theile  im  Verhältnisse  ihrer  Massen  anziehen,  nennen  wir  Schwere 
(Gravitation).'' 

Anm.  Die  Art,  wie. diese  Kraft  von  der  Entfernung  abhängt,  soll  späterhin 
nachgewiesen,  und  dort  auch  die  vollständige  Formel  für  die  Wirkung  dieser 
Kraft  aufgestellt  werden.  Hier  genügt  es,  zu  wissen,  dass  unter  sonst  gleichen 
Umständen  die  Schwere  eines  Körpers  sich  erstens  verhält,  wie  die  anziehende 
Masse,  und  zweitens  wie  seine  eigene  Masse,  so  dass,  wenn  jene  Masse  im  Ver- 
hältnis 1  :  a  wächst,  diese  im  Verhältniss  1 :  /3,  dann  die  Schwere  jenes  Körpers 
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im  Verhältnisse  Ton  1  :  a^  wachse.  Die  Schwere  eines  Körpers  auf  unserer  Erde 
ist  die  Summe  der  Kräfte,  mit  welchen  er  von  allen  Körperpunkten  unserer  Erde 
angezogen  wird. 

§  34.  „Die  Bewegungsändening,  welche  der  Schwerpunkt  eines  Körpers 
durch  die  Schwere  erleidet,  ist  von  der  Masse  jenes  Körpers  unabhängig." 

Denn  es  seien  zwei  Körper,  deren  Massen  m  und  iw^  sind,  unter 
sonst  gleichen  Umständen  durch  Schwere  gezogen,  so  verhalten  sich 
(nach  §  33)  die  Schwerkräfte  wie  die  Massen,  also  wenn  mp  die 
Schwerkraft  ist,  durch  die  der  erste  gezogen  wird,  so  ist  m^p  die, 
durch  welche  der  zweite  gezogen  wird.  Aber  die  Bewegungsänderung 
des  Schwerpunktes  ist  (nach  §  30)  gleich  der  gesammten  Kraft,  divi- 
dirt  durch  die  Masse,  also  für  den  ersten  Körper  m2) :  ni^  für  den 
zweiten  m^p :  w^,  also  für  beide  =  p.  Daher  fallen  auf  der  Erde,  ab- 
gesehen vom  Luftwiderstande,  ungleich  schwere  Körper  mit  gleicher 
Schnelligkeit  herunter,  wie  sich  dies  besonders  deutlich  zeigt,  wenn 
man  die  Körper  im  luftleeren  Räume  fallen  lässt. 

§  35.  „Setzt  man  die  Bewegungsänderung,  welche  die  Schwere 
dem  Schwerpunkte  eines  in  der  Nahe  der  Erde  befindlichen  Körpers 
mittheilt,  =  2g,  und  nimmt  an,  dass  bei  der  zu  betrachtenden  Bewegung 
diese  Strecke  2g  in  ihrer  Grösse  und  Richtung  ungeändert  bleibe,  so 
ist  die  Bewegung  des  Schwerpunktes 

M  =  «  +  2gt, 
und  der  Träger  des  Schwerpunktes 

p  =  ß  +  at  +  gt', 
WO  a  die  Anfangsbewegung  und  ß  der  Anfangsträger  ist." 

Denn  für  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  gelten  (nach  §  31) 
dieselben  Gesetze,  wie  für  die  eines  einzelnen  Körperpunktes;  also 
erhält  man  auch  (nach  §§  17,  18)  aus  der  Bewegungsänderung  die 
Bewegung  durch  Integration  und  den  Träger  durch  zweimalige  Inte- 
gration, also  aus  v  =^2g  die  obigen  Gleichungen  für  u  und  p. 

Anm.  Die  Annahme,  dass  die  Schwere  bei  der  Fortbewegung  in  Grösse 
und  Richtung  ungeändert  bleibe,  gilt  mix  annähernd,  da  sie  in  grösserer  Höhe 
abnimmt,  und  die  Richtung  an  verschiedenen  Orten  der  Erdoberfläche  verschieden 
ist.  Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Träger  im  Anfangspunkte  der  Bewegung 
an,  so  wird  der  AnfangstiAger  ^  =  0.  Wenn  a  null  oder  mit  g  parallel  ist,  wird 
die  Bahn  eine  gerade  Linie,  wenn  dagegen  a  mit  g  einen  Winkel  bildet,  so  ist 
die  Bahn  eine  krumme  Linie,  welche  man  Parabel  nennt.  Sie  lässt  sich  nach 
der  obigen  Formel  für  p  unmittelbar  konstruieren,  denn  die  einzelnen  Punkte 
erhält  man  dadurch,  dass  man  in  dieser  Formel  statt  t  einzelne  Werthe,  zum  Bei- 
spiel 1,  2,  3,  .  .  .  setzt.  Wenn  a  =  0  ist,  so  nennt  man  die  durch  die  Schwere 
hervorgerufene  f  Bewegung  den  Fall,  ist  a  nicht  nuU,  so  nennt  man  sie  dgn  Wurf.  14 
Die  Formel  ffir  den  Fall  der  Körper  erhält  man  also,  indem  man  a  =  0  setzt, 
auch  kann  man,  wie  erwähnt,  ß  ^=  0  setzen. 

Grassmann,  Werke,    ü.  8.  2 
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§  30.     ^ie  Formeln  für  den  Fall  der  Körper  sind 

wo  p  den  ganzen  Weg  bezeichnet.^ 

§  37.*;     Setzt  man  in  §  36  statt  t  nach  und  nach  die  Werthe 
1,    2,    3,    4,    5,  •  •  •, 
so  erhält  man  für  u  nach  und  nach  die  Werthe 

^9y  ^9,  ^9,  ^9>  10^;  •  •  • 
und  für  p 

9,  4^7  ^9,  16^;  25^;  •  •  • 

Snbtrahirt  man  in  dieser  letzten  Reihe  jedes   Qlied  von  dem  nächst- 

folgenden;  so  erhält  man  die  Wege  in  den  einzelnen  Sekunden,  diese 

sind  also  nach  der  Reihe 

97  ^9,  5^;  7^,  9g,  ... 
Also: 

y^im  Falle  verhalten  sich  die  Wege  in  den  einzelnen  Sekunden 
wie  die  ungraden  Zahlen,  die  Geschwindigkeiten  am  Schlüsse  der  ein- 
zelnen Sekunden  wie  die  geraden  Zahlen,  die  ganzen  Wege  wie  die 
Quadratzahlen,  und  zwar  erhält  man  die  Werthe  selbst,  wenn  man 
diese  Zahlen  mit  g,  dem  Wege  in  der  ersten  Sekunde,  multiplicirt. 
Durch  Beobachtung  hat  man  g  (im  Mittel)  gleich 

15%  =  >«>/,  =  (%)»=»«»/„ 

preussische  Fuss  gefunden." 

Anm.  In  neueren  Werken  hat  man  nach  dem  Vorgänge  der  französischen 
Mathematiker  diese  althergebrachte  Bestimmung,  nach  welcher  g  den  FaUraum 
in  der  ersten  Sekunde  bezeichnet,  vielfach  dahin  abgeändert,  dass  man  unter  g 
das  Doppelte  dieses  Fallraums,  also  die  Bewegungsänderung  versteht,  eine  Neuerung, 
die  nicht  zu  billigen  ist.  Die  Grösse  des  Fallraums  ist  auf  der  Oberfläche  der 
Erde  nicht  überall  gleich;  der  Grund  der  üngleicheit  liegt  nicht  nur  in  der 
elliptischen  Gestalt  der  Erde,  sondern  viel  mehr  in  der  Umdrehung  der  Erde  um 
ihre  Axe,  indem  die  dadurch  bewirkte  Schwungkraft  der  Schwerkraft  entgegenwirkt. 

§  38.    Aus  den  Formeln  §  36  findet  man  sogleich: 

y  =  ^pg, 

wo    u    die   Geschwindigkeit    eines    von    der   Höhe   p  herabgefallenen 
Körpers  bezeichnet." 

§  39.  Wenn  wir  die  Strecken,  welche  in  den  Formeln  Ton  §  35 
vorkommen,  auf  eine  lothrechte  (mit  g  parallele)  gerade  Linie,  und  auf 


*)  In   den  §§  87 — 42   sind   mehrmals  Strecken   und   ihre  Längen  mit  den- 
selben Buchstaben  bezeichnet.    (A.  d.  H.) 
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die  wagrechte  (gegen  g  senkrechte)  Ebene  projiciren,  so  wird  jede 
dieser  Strecken  die  Summe  ihrer  Projektionen,  also  « =  a^  +  «3, 
w  =  Wi  +  ti,,  p  =l>i  +1>2,  wo  «1,  Ui,  Wj  lothrechte,  c^,  u^,  p^  wage- 
rechte Richtung  haben;  und  setzen  wir  dann  noch  den  Anfangstrager 
null,  so  erhalten  wir 

Wi  +  Wj  =  («1  +  25r^)  +  «, 

Ä  +  A  =  («1^  +  9^^)  +  «2^ 
indem  wir  die  lothrechten  Stücke  (mrch  eine  Klammer  zusammengefügt 
haben.     In  jeder  f  dieser  Gleichungen  müssen  die  wagrechten  Glieder  I6 
auf  beiden  Seiten  gleich  sein  und  ebenso  die  lothrechten  (als  Katheten 
kongruenter  rechtwinkliger  Dreiecke).     Somit  erhält  man 

;Ä  =  «1  +  ^ffi,     Wj  =  «2; 
Pt  =  <ht  +  gt^,    Pi  =  a^t, 

wo  «1  der  lothrechte  Theil  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  zur  Zeit  0, 
«2  der  wagrechte;  u^  der  lothrechte  Theil  der  Bewegung  zur  Zeit  t, 
ti,  der  wi^echte,  und  wo  p^  der  lothrechte  Theil  des  gesammten 
Weges  (der  Strecke  von  der  ersten  bis  zur  letzten  Lage  des  Schwei*- 
punktes),  p^  der  wagrechte  ist,  und  nur  die  Schwere  2g  als  wirkend 
angenommen  wird.^^ 

§  40.  Es  soll  die  Weite  (e)  des  Wurfes  auf  wagrechter  Ebene 
gesucht  werden,  wenn  die  Anfangsbewegung  bekannt  ist. 

Es  sei  c  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  y  der  Winkel,  welchen 
die  Anfangsbewegung  mit  ihrer  Projektion  auf  die  wagrechte  Ebene 
bildet,  so  findet  man  für  die  Einführung  in  die  Formeln  §  39 
flfj  =  c  cos  y,     aj  =  —  c  sin  y, 

wo  das  negative  Zeichen  genommen  ist,  weil  a^  mit  g  entgegengesetzt 
gerichtet  ist,  femer: 

l>i  =  0, 

Indem  nämlich  der  Körper  (genauer  sein  Schwerpunkt)  von  der 
wagrechten  Ebene  ausgehen  und  am  Schlüsse  seines  Weges  wieder  in 
die  wagrechte  Ebene  zurückkehren  soll,  so  ist  p^  =  0,  und  p^  die  Weite 
des  Wurfes  =  e.     Somit  folgt  aus 

Pi  =  cc^t  +  gfi 
die  Formel 

0  =  —  csiny.^-j-  gfi, 
oder 

gfi  =  CBiay.  ty 

folglich,  da  ^  =  0  ausgeschlossen  ist^ 
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gt  =  c  sin.  y 
oder 

t  =:  c  Bin  y  :  g. 

Somit  verwandelt  sich  die  Gleichung 

in 

c  =  cco8y-^  =  c*Biny  cos  y  :  (^  =  c*  .  2  sin  y  cos  y  :  2g, 

oder  da  » 

2  sin  y  cos  y  =  sin  2y 
ist;  in 

e  =  c*  sin  2y  :  2g, 
Also: 

„Wenn  ein  Körper  von  einer  wagrechten  Ebene  aus  in  einer  gegen 
diese  Ebene  unter  dem  Winkel  y  geneigten  Richtung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c  emporgeworfen  wird,  so  ist  die  Entfernung  (e)  des 
Punktes,  in  welchem  er  wieder  dieselbe  wagrechte  Ebene  erreicht, 

c'  sin  2  y 

'  =  -^ 

und  die  Zeit  t,  welche  er  gebraucht,  um  dies  Ziel  zu  erreichen, 

~      9 

§  41.  Es  soll  in  gleichem  Falle  die  grösste  Höhe  (A),  die  der 
geworfene  Körper  erreicht,  gesucht  werden.  Der  Körper  steigt,  so 
lange  noch  Uj^  negativ  ist,  er  sinkt  sobald  u^  positiv  wird;  er  erreicht 
also  seine  grösste  Höhe,  wenn  u^  =  0  ist.  Dies  giebt  aus  u^  =:a^-\-2gt 
(§39)  die  Formel:  0  =  —  csiny  -{-  2gty  also  t  =  csin  y:  2g  und 
also  (aus  §  39) 
16  Pi  =  ccit -\-  gi^  =  —  c^  sin  y  +  gt\ 


Führt  man  hier  den  gefundenen  Werth  von  t  ein,  so   erhält  man 

c*  sin*  y 
Pi  4^; 

also 

,         c*8in*y 

da  man  nur  den  positiven  Werth  dieser  Höhe  sucht.     Also: 

„Wenn  ein  Körper  in  einer  Richtimg,  welche  gegen  die  wagrechte 
Ebene  unter  dem  Winkel  y  geneigt  ist,  mit  der  Geschwindigkeit  c 
empor  geworfen  wird,  so  ist  die  grösste  Höhe  (über  der  wagerechten 
Ebene,  von  der  er  ausging),  zu  der  er  aufsteigt, 

c*  sin"  y 


h  = 


*9      ' 
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und  die  Zeit,  in  welcher  er  diese  Höhe  erreicht, 

Anm.  Vergleicht  man  §  40,  so  zeigt  sich,  dass  der  Körper  znm  Steigen 
dieselbe  Zeit  gebraucht,  wie  zum  Herabsinken  bis  zn  derselben  wagrechten  Ebene, 
von  der  er  ausging.  Die  Parabel,  welche  er  dabei  beschreibt,  stellt  sich  besonders 
anschaulich  dar,  wenn  man  sie  von  ihrem  höchsten  Punkte  aus  konstruirt.  Ist 
der  Wurf  ein  lothrechter,  so  wird  y  =  90^  also  siny  =  1,  sin2y  =  0,  und  die 
Formeln  ^  =  c'  :  4^,  t  =  c  :  2^  stimmen  dann  mit  den  Formeln  §  38  und  §  86. 

§  42.     Wie  mnss  die  Wurfbewegung  im  Anfange  gerichtet  sein, 
wenn   ihre   Geschwindigkeit   (c)    bekannt   ist,    und   ein   Ziel   getroffen 
werden  soll,  dessen  Entfernung  e  ist,  nnd  welches,  Ton  dem  Anfangs- 
punkte  des  Wurfes   aus  betrachtet,   sich  gegen  die  wagrechte  Ebene 
um   den  Winkel  8   erhebt?    Man  hat,   wenn  y  die  obige  Bedeutung 
beibehält,  für  die  Einführung  in  die  Gleichungen  §  39  die  Werthe 
«1  =  —  c  sin  y,     «2  =  0  cos  y, 
Pi  =  —  e  sin  d,    /)j  =  e  cos  d. 
somit  verwandeln  sich  die  Formeln 

in 

—  C8ind  =  —  c  Bin  y  .  t  -\-  gfi 

e  cos  d  =  c  cos  y  .  t 

Aus  der  zweiten  folgt 

. e  cos  d 

ccosy 

Dadurch  yerwandelt  sich  die  erste,  nachdem  man  mit  e  gehoben  hat,  in 

•  csinycos^    ,    geco8*8 

—  sm  0  = \-  S — =— , 

c  cos  y         '     c"  cos"  y  ' 

also,  indem  man  mit  c*cos*y  multiplicirt,  und  die  Glieder  mit  c*  auf 
die  linke  Seite  gebracht  und  c^  herausgezogen  hat, 

c^  (sin  y  cos  y  cos  ä  —  cos*  y  sin  d)  =  ge  cos*  d. 
Multiplicirt  man  die  Gleichung  mit  2,  und  bedenkt,  dass 

2  sin  y  cos  y  =  sin  2y,     2  cos*  y  =  1  -|-  cos  2y 

ist,  so  erhält  man 

c*  (sin  2y  cos  *  --  cos  2y  sin  *  —  sin  *)  =  2ge  cos*  *,  17 

also 

c*sin(2y  —  *)  =  2g€  cos**  +  c*  sin  *. 

„Wenn  das  Geschütz  sich  gegen  die  wagrechte  Ebene  unter  dem 
Winkel  y  erhebt  und  das  Geschoss  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  hat, 
das  zu  treffende  Ziel  aber  Tom  Standpunkte  des  Geschützes  um  e  ent- 
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femt  ist,  und  sich  das  Ziel  von  diesem  Standpunkte  aus  um  den  Winkel 
d  erhebt,  so  besteht  zwischen  diesen  Grössen  die  Gleichung 
c*  sin  (2y  —  d)  =  2ge  cos*  *  +  c*  sin  */' 

Anm.  Wird  ^  r=  0,  so  geht  die  Formel  §  40  hervor,  [wird  S  negativ,  so 
kehrt  sich  das  Zeichen  auf  der  linken  und  rechten  Seite  um].*)  AUe  diese  Formeln 
gelten  für  den  Warf  in  der  Luft  nicht  mehr  genau,  da  der  Luftwiderstand  be- 
deutende Abweichungen  hervorruft.  In  grösseren  Entfernungen,  wie  sie  zum  Bei- 
spiel die  Hinmielskörper  von  einander  haben,  hat  man  auf  die  Veränderung  der 
Richtung  und  Chrösse  der  Schwerkraft  Rücksicht  zu  nehmen,  um  die  Bahnen  der 
Himmelskörper  ableiten  zu  können.  Die  Gesetze,  nach  denen  sich  diese  Bahnen, 
namentlich  die  der  Planeten,  richten,  sind  zuerst  von  Kepler  (um  1610)  ent- 
deckt worden. 

§  43.  Die  Kepler'schen  Gesetze  der  Planetenbewegung  sind  folgende: 

1)  ^er  Trager,  der  von  der  Sonne  nach  dem  Planeten  gezogen 
wird,  beschreibt  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenräume.^ 

2)  ;^ie  Bahnen  der  Planeten  sind  Ellipsen,  in  deren  einem  Brenn- 
punkte die  Sonne  steht.^ 

Die  Ellipse  ist  nämlich  die  Projektion  eines  Kreises,  und  Brenn- 
punkte sind  die  Punkte,  in  welchen  der  grösste  Durchmesser  der 
Ellipse  von  einem  Kreise  geschnitten  wird,  dessen  Mittelpunkt  im  End- 
punkte eines  kleinsten  Halbmessers  der  Ellipse  liegt)  und  dessen  Halb- 
messer gleich  dem  grössten  Halbmesser  der  Ellipse  ist. 

3)  „Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  verhalten  sich  wie  die  Würfel 
der  mittleren  Entfernungen  von  der  Sonne." 

Diese  mittleren  Entfernungen  sind  zugleich  die  grössten  Halb- 
messer der  Ellipsen,  also  r^ :  r^*  ^  a*  :  a^',  wenn  r  und  tj  die  Umlaufs- 
zeiten zweier  Planeten  und  a  und  a^  die  grössten  Radien  der  beiden 
Ellipsen  sind,  in  denen  sie  sich  bewegen. 

Anm.  Newton  hat  diese  Gesetze,  so  wie  alle  grösseren  und  kleineren  Ab- 
weichungen, welche  durch  die  gleichzeitige  Bewegung  der  Sonne  und  durch  die 
Störungen  benachbarter  Weltkörper  bedingt  sind,  aus  den  obigen  drei  Gesetzen 
abgeleitet,  indem  er  nur  noch  das  Gesetz  zu  Hülfe  nahm,  dass  die  Schwerkraft 
abnimmt,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  zunimmt.  Von  der  Art,  wie  man  nach 
Newtons  Methode  dies  Gesetz  und  dann  die  übrigen  Erscheinungen  ableiten  kann, 
soll  im  Folgenden  ein  Bild  gegeben  werden.  Zunächst  soll  der  erste  Eepler*sche 
Satz  in  allgemeinerer  Form  bewiesen  werden. 

§  44.  „Wenn  die  Kraft,  welche  auf  einen  sich  bewegenden  Punkt 
wirkt,  stets  nach  einem  festen  Punkte  hingerichtet  ist,  so  beschreibt 
der  von  dem  letzteren  nach  dem  ersteren  gezogene  Trager  in  gleichen 
Zeiten  gleiche  Flächenräume/^ 

Es  sei  M  der  feste  Punkt,  P  der  sich  bewegende,  und  sei  die 
Kraft  zuerst  als  eine  nur  stossweise  wirkende  angenommen,  so  nämlich, 

*)  Die  eingeklammerte  Stelle  ist  unklar  ausgedrückt.    (A.  d.  H.) 
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dass  die  aufeinander  folgenden  Stösse  durch  gleiche  Zeiträume  getrennt 
sind.     In  irgend  einem  solchen  Zeiträume  (r)  f  möge  der  Punkt  P  18 
den  Weg  AB  machen.    {Fig.  1.}    Wenn  nun  in  B  keine  Erafb  wirkte, 
so  würde  er  (nach  §  20)  in  dem  nächst- 
folgenden gleichen  Zeiträume  (r)  eine  gleiche 
(also    auch   gleichgerichtete)   Strecke   BC 
zurücklegen.    Nun   sei  die  Straft,   welche 
in  dem  Augenblicke,  wo  der  Punkt  P  in  JB 
angelangt  ist,  auf  ihn  wirkt,  so  gross,  dass 
durch  sie,  wenn  der  Punkt  nicht  schon  in 
Bewegung   wäre,   in  dem  nächstfolgenden 
Zeiträume  der  nach  M  hin  gerichtete  Weg 

BD  zurückgelegt  werden  würde,  so  wird  vermöge  beider  Ursachen 
(nach  §  23)  der  Weg  BC  -{-  BD  zurückgelegt.  Man  vollende  das 
Parallelogramm  DBCE,  so  ist  die  Strecke  BE=BC+BD,  also 
BE  der  wirkliche  Weg  in  dem  zweiten  Zeiträume.  Nun  beschreibt 
der  Träger  in  dem  ersten  Zeiträume  den  Flächenraum  des  Dreiecks 
MAB,  in  dem  zweiten,  ebenso  so  grossen  Zeiträume,  den  Flächenraum 
des  Dreiecks  MBE,  beide  aber  sind  dem  Flächenraume  des  Dreiecks 
MBC  gleich,  da  MAB  mit  MBC  gleiche  Grundseite  AB  =  BC  und 
gleiche  Höhe  (das  Loth  von  M  auf  die  gerade  Linie  AB),  und  da 
MBE  mit  MBC  gleiche  Grundseite  MB  und  gleiche  Höhe  (die  Ent- 
fernung der  beiden  Parallelen  MB  und  CE  hat.  Somit  sind  auch  jene 
ersten  beiden  Flächenräume  gleich.  Es  beschreibt  also  der  Träger  in 
jenen  beiden  gleichen  Zeiträumen,  also  auch  überhaupt  in  gleichen 
Zeiträumen  gleiche  Flächenräume.  Dies  gilt,  in  wie  kurzen  Zwischen- 
räumen auch  die  Stosse  auf  einander  folgen,  also  auch,  wenn  diese 
Stösse  unmittelbar  auf  einander  folgen,  das  heisst  die  Kraft  stetig  wirkt. 

Anm.  Hierbei  ist  es  gleichgiltig,  ob  P  ein  Eörperpunkt  oder  der  Schwer- 
punkt eines  Körpers  ist.  Wenn  der  Pnnkt  M  nicht  fest  ist,  sich  aber  gleich- 
massig  bewegt,  so  gilt  der  Satz  noch,  wenn  man  statt  des  Trägers  MP  einen 
gleichen  (also  auch  gleichgerichteten)  Träger  M'P'  von  einem  festen  Punkte  M' 
aus  zieht  und  die  von  diesem  letzteren  beschriebenen  Flächenrilume  betrachtet. 
Stellt  man  sich  nun  zwei  Weltkörper  vor,  welche  ungestört  von  den  übrigen  sich 
bewegen,  so  dass  also  der  Verein  beider  von  keiner  äusseren  Kraft  gezogen  wird, 
so  ist  nach  §  81  die  Bewegungsänderung  des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes 
beider  gleich  Null;  und  es  kann  also  dieser  Schwerpunkt  in  dem  eben  ange- 
gebenen Sinne  als  feststehend  betrachtet  werden.  Findet  nun  die  gegenseitige 
Anziehung  beider  in  der  geraden  Linie,  welche  ihre  Schwerpunkte  verbindet, 
statt,  was  bei  der  grossen  Entfernung  und  der  nahe  kugelförmigen  Gestalt  der 
Himmelskörper  in  dem  Grade  genau  angenommen  werden  kann,  dass  eine  Ab- 
weichung davon  sich  jeder  Beobachtung  entzieht,  so  wird,  da  der  gemeinschaft- 
liche Schwerpunkt  (nach  §  27)  auch  in  dieser  Verbindungslinie  liegt,  die  Voraus- 
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setzang  unseres  Satzes  erfOllt,  und  also  der  von  diesem  gemeinschaftlichen 
Schwerpunkte  nach  dem  Schwerpunkte  eines  jeden  gezogenen  Trägers  in  gleichen 
Zeiten  gleiche  Räume  beschreiben. 

§  45.     Es  soll  die  Beziehung  zwischen  der  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  nnd  der  auf  ihn  wirkenden^  nach  einem  festen  Punkte  M  ge- 
richteten £[raft  gefunden  werden,  wenn  der  Punkt  P  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  einen  Kreis  um  den  festen  Punkt  M  beschreiben  solL 
Zunächst  stelle  man  sich  statt  des  Kreises  ein  regelmässiges  Viel- 
eck  vor,   dessen  Umfang  von  P  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
durchlaufen  wird,  und  dessen  Mittelpunkt  M  sei.     {Fig.  2.}     Es  seien 
AB   und   BC   zwei   Seiten    des    regelmässigen 
Vielecks,  und   sei  die  Raute  ABCD  vollendet, 
so  hat  BD  die  Richtung  nach  M  zu,  und  das 
19      X      ^^i^^      ^     Dreieck  ABB  ist  f  ähnlich  dem  Dreieck  MAB] 

es  verhält  sich  also  BM :  AB  =  AB :  BDy  das 
heisst  AB^  =  BM  ,  BD.  Damit  nun  der  Um- 
fang des  Vielecks  mit  gleichförmiger  Geschwin- 
digkeit durchlaufen  werde,  muss  die  Kraft  stoss- 
weise  wirken.  Denn  während  der  Punkt  P 
zum  Beispiel  von  A  nach  B  gleichmässig  fort- 
schreitet, kann  keine  Kraft  auf  ihn  wirken,  weil  keine  Bewegungsänderung 
stattfindet.  Es  sei  etwa  r  die  Zeit,  in  welcher  AB  durchlaufen  wird.  In 
dem  Augenblicke,  wo  er  in  B  angelangt  ist,  muss  nun  eine  Kraft  wirken, 
vermöge  deren  er  in  dem  nächsten  Zeiträume  r  statt  eines  mit  AB 
gleichen  und  gleichgerichteten  Weges  den  Weg  BC  zurücklegt;  da 
nun  die  Strecke  BC  =  AB  -\-  BD  ist,  so  muss  die  Kraft,  die  in  jB 
wirkt,  so  gross  sein,  dass  sie  in  der  Zeit  r  die  Bewegungsänderung 
BD  hervorrufen  würde.  Ist  nun  r  =  1  Sekunde,  so  ist  AB  (nach 
§  3)  die  Bewegung  (Geschwindigkeit),  welche  der  Pimkt  P  in  jedem 
Augenblicke,  während  er  von  A  nach  B  sich  bewegt,  hat,  und  BD  die 
Bewegungsänderung,  die  er  in  B  erfährt;  also  da  AB^  =  BM .  BD 
war,  so  ist  die  Geschwindigkeit  (AB)  die  mittlere  Proportionale  zwi- 
schen der  Bewegungsänderung  (BD)  und  dem  grossen  Halbmesser  (BM). 
Ist  aber  t  =  ^  Sekunde,  so  ist  die  Bewegung  (Geschwindigkeit)  u 
gleich  nAB,  und  die  Aenderung,  welche  diese  Bewegung  nAB  in 
einer  |  Sekxmde  erleidet,  =  nBD,  also  die  Aenderung,  welche  die 
Bewegung  in  einer  ganzen  Sekunde  erleiden  würde,  wenn  jene  Aende- 
rung sich  in  der  ganzen  Sekunde  gleichmässig  fortsetzte,  n-mal  so 
gross,  das  heisst  n^BD]  also  u  =  nAB,  v  =  n^BD,  also  noch  immer 
M*  =  t? .  BM  oder  =  vr,  wenn  r  den  grossen  Halbmesser  des  Vielecks 
bezeichnet.    Diese  Gleichung  gilt,  wie  klein  auch  die  Seiten  des  regel- 
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massigen  Vielecks  sein  mögen  ^   also  anch,    wenn  dies  in  einen  Kreis 
übergeht^  also: 

y^Wenn  ein  Pnnkt  sich  in  einem  Ejreisumfange  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  bewegen  soll,  so  muss  die  Kraft  nach  dem  Mittel- 
punkte hingerichtet  und  die  Geschwindigkeit  die  mittlere  Proportionale 
sein  zwischen  dem  Halbmesser  des  Kreises  und  der  Bewegungsänderung, 
welche  durch  die  Kraft  hervorgerufen  wird.** 

Anm.  Setzt  man  die  Masse  des  bewegten  Punktes  =  1,  so  kann  man  (nach 
§  19)  statt  der  Bewegungsänderung  auch  die  Kraft  selbst  setzen.  Wenn  die  Kraft 
zwar  nicht  nach  dem  Mittelpxmkte  M  gerichtet  ist,  aber  sie  sich  (nach  §  28)  in 
zwei  Kräfte  zerlegen  lässt,  von  denen  die  eine  in  der  Richtung  der  Tangente 
wirkt,  die  andere  aber  nach  dem  Mittelpunkte  M  gerichtet  ist  und  in  jedem 
Augenblicke  (die  Masse  des  bewegten  Punktes  1  gesetzt)  die  dritte  Proportionale 
zu  dem  Halbmesser  und  der  in  diesem  Augenblicke  stattfindenden  Geschwindigkeit 
ist,  so  wird  der  Punkt  P  auch  in  diesem  Falle  noch  einen  E[rei8  um  M  be- 
schreiben, vorausgesetzt,  dass  seine  Bewegung  in  irgend  einem  Augenblicke  die 
Richtung  der  Tangente  an  diesem  Kreise  hat.  Denn  die  Tangentialkraft  ändert 
nur  die  Geschwindigkeit,  aber  nicht  die  Bahn  des  Punktes.    Also: 

§  46.  ;;Damit  ein  Punkt  P,  dessen  Masse  1  ist,  eine  Kreisbahn 
um  den  Mittelpunkt  M  beschreibe  ^  ist  nothwendig  und  hinreichend^ 
dass  er  sich  in  irgend  einem  Augenblicke  in  der  Tangente  an  dieser 
Bahn  bewege,  in  jedem  Augenblicke  aber  die  Projektion  f  (t?')  der  20 
Kraft  auf  den  Radius  MP  die  dritte  Proportionale  sei  zu  dem  Radius 
(r)  und  der  Geschwindigkeit  (w),  also  r  :  w  =  t*  :  v'  sei." 

Anm.  Es  versteht  sich  nach  dem  Früheren,  dass  der  Satz  auch  gilt,  wenn 
P  der  Schwerpunkt  eines  Körpers  von  der  Masse  m  ist,  nur  dass  man  dann  (nach 
§  31)  statt  der  Kraft  die  durch  die  Masse  dividirte  Summe  aller  äusseren  Kräfte 
setzen  muss.  Wir  suchen  nun  nach  Newton*B  Vorgänge  das  Gesetz,  nach  welchem 
die  Kraft  sich  mit  der  Entfernung  von  dem  anziehenden  Punkte  ändern  muss, 
damit  der  angezogene  Punkt  eine  Ellipse 
beschreibe,  in  deren  einem  Brennpunkte  der 
anziehende  Punkt  liegt.  (Vergl.  Moebius 
in  Grelle  Bd.  31,  S.  174  {Ges.  Werke  Bd.  4, 
S.  819.)) 

§  47.  Man  stelle  sich  vor,  dass 
der  Pimkt  P  (Fig.  3}  sich  in  einer 
Ellipse  bewege,  während  er  Ton  einer 
Kraft  gezogen  wird,  die  stets  nach 
dem  einen  Brennpunkte  F  der  Ellipse 
hingerichtet  ist.  Die  Masse  des  sich 
bewegenden  Punktes  sei  =  1  ange- 
nommen.   Die   Ellipse    ist  Projektion 

eines  Kreises.    Es  sei  die  Ton  P  beschriebene  Ellipse  die  (stets  durch 
senkrechte   Linien   bewirkte)  Projektion   eines  Kreises,   dessen   Ebene 
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die  Ebene  der  Ellipse  in  einer  geraden  Linie  schneide,  in  welcher  der 
Durchmesser  AB  des  Kreises  and  also  auch  sein  Mittelpunkt  M  liegt. 
Der  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen  sei  a.  Errichtet  man  also  in 
P  ein  Loth  auf  der  Ebene  der  Ellipse,  so  geht  dies  fortwahrend  durch 
einen  Punkt  im  üm&nge  jenes  Kreises.  Dieser  Punkt  heisse  P',  so 
dass  also  P'  den  Kreisumfang  durchlauft,  während  P  den  Umfieuig  der 
Ellipse  durchlauft.  FsÜi  man  das  Loth  PQ  auf  AB  und  yoUendet 
das  Dreieck  PQP',  so  ist  auch  PQ  auf  AB  senkrecht  und 

^PQP=a', 
also 

(1)  PP'=P'e  sin  a,     QP=PQco^a, 

wenn  nur  die  Längen  dieser  Seiten  betrachtet  werden.  Da  bei  der 
Projektion  alle  mit  AB  parallelen  Strecken  unverändert  bleiben,  alle 
za  AB  senkrechten  ihre  Längen  im  Verhältnisse  von  1  :  cos  a  ändern, 
aber  zu  AB  senkrecht  bleiben,  so  verändem  sich  alle  Flächenräume 
gleichfalls  im  Verhältnisse  von  1  :  cos  a.  Namentlich,  wenn  \f^  der 
Flächenraum  ist,  den  der  Träger  FP  in  der  Zeiteinheit  beschreibt, 
und  -jy*  der,  den  FP'  beschreibt,  so  ist 

(2)  p:p  =  üOHa:  1. 

Es  sei  MA  mit  a  bezeichnet,  der  gegen  MA  senkrechte  (kleinste) 
Halbmesser  der  Ellipse,  MC  sei  mit  h  bezeichnet,  und  das  Loth  CC'j 
was  auf  der  Ebene  der  Ellipse  errichtet  ist,  und  den  Kreisumfang  in 
C  trifft,  mit  c,  wo  aber  a,  b,  e  blosse  Längen  (nicht  zugleich  die 
Richtungen)  bezeichnen,  so  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  MCC 
(wie  oben  gezeigt)  ^  CMC  =  a 

(3)  h  =  a  cos  a,    e  =  a  sin  «,    6*  -f-  ^  =  «*• 

Nun  liegt  (nach  §  43.  2)  der  Brennpimkt  F  in  einem  E^reise,  der  um 
C  mit  a  geschlagen  ist,  also  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CMF, 
MF^  =  a«  —  6«  =  e«  (nach  (3)),  also 

(4)  MF=e, 

Fällt  man  nun  von  Fauf  P'Jlf  das  Loth  FD,  so  ist  A  MDFuoMQP, 
21  also  t  PI>  :  MF=  P'Q  :  MP\  das  heisst  FD:e  =  PQ  :  a  oder 

FD  =  l  PQ  =  PQ  sin  a  =  PP'  (nach  (1)). 

Also  FD  =  PP']  folglich  sind  nun  auch  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
P'DF  und  FPP'  einander  kongruent,  weil  sie  ausser  der  gemein- 
schaftlichen Hypotenuse  P'P  auch  die  gleichen  Katheten  FD  und  P'P 
haben,  abo 

(5)  P'D==FP  =  r, 
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indem  wir  die  Länge  des  Trägen  FP  mit  r  bezeichnen^  und  alle  diese 
Gleichungen  nur  auf  die  Länge  der  genannten  Linien  beziehen.  Ziehen 
wir  nun  noch  an  dem  Kreise  in  P'  die  Tangente  P'R'  und  machen 
sie  gleich  lang  der  Geschwindigkeit  u',  welche  der  Punkt  P'  im  Kreise 
hat,  so  ist  der  von  dem  Träger  FP'  in  einer  Sekunde  beschriebene 
Flächenraum,  den  wir  =  \f^  gesetzt  hatten, 

=  |JB'P'.P'D  =  |JB'P'.r, 
also 

(6)  p  =  u'r. 

Ist  nun  v'  die  nach  F  gerichtete  Ejraft,  mit  welcher  P'  sich  bewegt, 
V  die  nach  F  gerichtete  Kraft,  mit  welcher  P  sich  bewegt,  und  k  die 
Projektion  der  enteren  auf  P'Mj  so  ist  entens  (nach  §  46) 

(7)  ti'*  =  ai; 

femer  ist  v  die  Projektion  von  v'  auf  die  Ebene,  und  da  v  die  Rich- 
tung von  FFy  v'  die  von  P'F  hat,  so  verhält  sich 
v.v'=PF:P'F=r:P'Fy 

aber  auch,  da  k  die  Projektion  von  v'  auf  P'D  ist,  und  v'  die  Richtung 
von  rF  hat,  Ä  :  v'  =  P'D  :  P'jP  =  r  :  P'F  (nach  (5)).  In  diesen 
beiden  Proportionen  i; :  v'  =  r  :  P'F  und  kiv'  =ri  P'F  sind  drei 
entsprechende  Glieder  gleich,  also  ist  Ä;  =  t;,  und  die  Gleichung  (7) 
verwandelt  sich  in 

(8)  u^  =  av. 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  r',  und  setzen  statt  u'r  seinen 
Werth  f^  (aus  6)  oder  /^ :  cos  a  (aus  2),  so  erhalten  wir 

(9)  &=^^^- 

Setzen  wir  endlich  für  cos  a  seinen  Werth  h :  a  aus  (3),  so  wird 
f^a^ :  6^  =  avf^j  oder  bezeichnet  man  6* :  a  mit  p  (Parameter  der 
Ellipse),  so  erhält  man 

(10)  f=pvv^    oder    v  =  ^- 

Hier  ist  ausser  der  Kraft  v  nur  die  Entfernung  r  des  Punktes  P  vom 
Brennpunkt  F  der  Ellipse  veränderlich.    Also: 

„Damit  ein  Punkt  P  in  einer  Ellipse  sich  bewege,  in  deren  einem 
Brennpunkt  F  der  anziehende  Punkt  sich  befinde,  ist  nothwendig,  dass 
die  anziehenden  Kräfte  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  {Quadrate  der} 
Entfernungen  des  angezogenen  Punktes  vom  anziehenden;  und  f  zwar  muss  22 
dann  die  Bewegungsänderung  (v)  jenes  Punktes  erhalten  werden,  indem 
man  das  Doppelte  {p)  des  Flächenraums,  den  der  Träger  FF  in  einer 
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Seknnde  beschreibt,  aafs  Quadrat  erhebt ,  und  dies  Quadrat  durch  den 
Parameter  (p)  der  Ellipse  und  durch  das  Quadrat  des  Tragers  dividirt 
Und  umgekehrt,  wenn  die  Bewegungsanderung  stets  diese  Ghrosse  und 
die  Richtung  von  PF  hat,  und  in  irgend  einem  Augenblicke  P  in 
dem  Umfange  der  Ellipse  und  also  in  der  Richtung  der  Tangente  an 
der  Ellipse  sich  bewegt,  so  muss  der  Punkt  auch  stets  im  UmÜEUige 
der  Ellipse  bleiben.^ 

Anm.  Der  letzte  Theil  des  Satzes  folgt  n&mlich  sogleich  ans  §  16.  Es  zeigt 
sich  also,  dass  auch  umgekehrt,  wenn  die  Schwere  sich  umgekehrt  wie  das 
Quadrat  der  Entfernung  verhält,  das  zweite  KeplerVhe  Gesetz  sich  als  notwendig 
ergiebt. 

§  48.  Die  Umlaufszeit  (r)  ist  gleich  dem  ganzen  Flachenraum 
der  Ellipse,  dividirt  durch  den  in  der  Zeiteinheit  Ton  dem  Träger  be- 
schriebenen Flachenraum.  Aus  der  Beweisfährung  in  §  47  (zu  Formel 
(2))  folgt  y  dass  der  Inhalt  der  Ellipse  aus  dem  Inhalt  des  Kreises, 
dessen  Projektion  sie  ist,  erhalten  wird,  indem  man  diesen  mit  dem 
Cosinus  des  Projektionswinkels  multiplicirt.  Also  wenn  man  die  im 
§  47  gewählten  Bezeichnungen  beibehält  so  ist  der  Inhalt  der  Ellipse 
=«  a*Ä  cos  a  (nach  §  47,  (3))  =ab3t,  somit  wird,  wenn  |/^  der  in 
der  Zeiteinheit  beschriebene  Flächenraum  ist^ 

t  =  2abx:p 
oder 

T»  =  4a»6^T^/'^ 

aber  nach  §  47  ist  v  =  f*  :  pr^y  also  f^  =  rjpr*,  somit 

pvr*  vr*    ' 

weil  p  =  b^ :  a,  also  6'  =  ap  ist  Nun  ist  die  durch  die  Schwere  be- 
wirkte Bewegungsänderung  (nach  §  34)  unabhängig  Ton  der  bewegten 
Masse,  und  wenn  der  anziehende  Körper  (beim  Planetensysteme  die 
Sonne)  derselbe  ist,  so  wird  auch  für  verschiedene  angezogene  Körper 
(Planeten)  sich 

verhalten,  das  heisst  vr^  ist  eine  unveränderliche  Grösse;  diese  sei  mit 
X  bezeichnet,  so  ist 

T*  = 

X 

Hier  sind  für  die  verschiedenen  angezogenen  Körper  nur  r  und  a  ver- 
änderlich; somit  ergiebt  sich  auch  das  dritte  Kepler'sche  Gesetz  als 
nothwendig. 

Anm.  Wir  haben  bei  diesen  Entwickelungen  §  47  und  §  48  angenommen, 
das»  der  anziehende  Körper  in  dem  festen  Brennpunkte  der  Ellipse  stände.    Dies 


Zweiter  Abschnitt.    Bewegung  des  Schwerpunktes.  29 

ist  nicht  genau  richtig,  da  der  feste  Punkt  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt 
der  Sonne  und  des  Planeten  ist.  Wenn  die  Masse  des  Planeten  (i  ist,  die  Masse 
der  Sonne  als  1  angenommen,  so  liegt  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  (F) 
der  Sonne  {S)  und  des  Planeten  (P)  zwischen  S  und  P  so,  dass  die  Entfernungen 
beider  von  F  im  umgekehrten  Verhältnisse  ihrer  Massen  stehen,  also  PF :  FS  =  1 :  fi, 
also  PF :  P5  =  1  :  1  +  f*  sich  verhalt.  Will  man  also  statt  PF  =  r  die  Ent- 
fernung PS  =  r^  einführen,  so  hat  man  rj  =  r(l  +  f*)»  'w*'*  dann  für  i;  die 
Formel  giebt 

prt* 
Und  will  man  ebenso  in  §  48  die  mittlere  Entfernung  (o^)  des  Planeten  P  von 
der  Sonne  statt  der  mittleren  Entfernung  (a)  desselben  von  F  einführen,  so  erhält 
man,  wenn  man  genauer  vTi^  konstant  b»  x^  setzt: 

_4V^ 

als  die  genauere  Formel,  durch  welche  das  dritte  Kepler'sche  Gesetz  eine  kleine 
Aenderung  erleidet,  da  auch  ii  von  einem  Planeten  zum  andern  sich  ändert. 

§  49.  Das  Gesetz  der  Schwere  (Ghravitation)  lässt  sich  (nach  §  33 
und  §  47)  in  der  Form  darstellen 

„WO  k  die  Kraft  ist,  mit  welcher  zwei  Punkte,  welche  die  Massen  m 
und  m^  und  die  gegenseitige  Entfernung  r  haben,  sich  durch  Schwere 
einander  anziehen  (und  X  die  Kraft  ist,  mit  der  sie  sich  anziehen 
würden,  wenn  ihre  Massen  und  ihre  Entfernung  gleich  1  wären)." 

Anm.  Die  entwickelten  Sätze  sind  die  wichtigsten  und  allgemeinsten  Sätze 
über  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  eines  Vereins.  Für  die  Bewegung  der 
sämmtlichen  übrigen  Punkte  des  Vereins  sollen  im  Folgenden  die  allgemeinsten 
Sätze  aufgestellt  werden,  zu  deren  Begründung  und  einfacher  Darstellung  noch 
die  Multiplikation  der  Strecken  genauer  festzusetzen  ist. 
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Flächenbewegimg  und  Arbelt  eines  Vereins. 

§  50.  Wenn  a  und  b  Strecken  sind,  so  versteht  man  unter  dem 
äusseren  Produkte  [ab]  den  Flächenraum  des  Parallelogramms,  dessen 
erste  Seite  =  a  und  dessen  zweite  (sich  daran  anschliessende)  Seite 
=  b  ist;  und  zwar  werden  zwei  solche  Flächenräume  [ab]  und  [cd] 
einander  gleichgesetzt,  wenn  sie  in  parallelen  Ebenen  liegen,  gleichen 
Inhalt  haben,  und  gleichbezeichnet  sind,  das  heisst,  die  zweite  Seite 
(6,  d)  von  der  ersten  (a,  c)  aus  betrachtet  nach  derselben  (rechten  oder 
linken)  Seite  hin  liegt,  in  jedem  andern  Falle  verschieden.  Entgegen- 
gesetzt bezeichnet  sind  sie^  wenn  sie  zwar  in  parallelen  Ebenen  liegen; 
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aber  die  zweite  Seite  von  der  ersten  aus  betrachtet  in  dem  einen 
Parallelogramm  nach  rechts ,  in  dem  andern  nach  links  hin  liegt. 
Namentlich  ist  [ab]  =  —  [&a].  Femer  [ah]  =  Oj  wenn  a  mit  b  parallel 
ist;  also  [bb]  stets  null. 

ÄDm.  Wenn  die  Strecke  a^  ÄB^b^BC,  and  AB  CD  ein  Parallelogramm 
ist,  so  ist  [ab]  in  dem  angegebenen  Sinne  gleich  dem  Inhalte  des  Parallelo- 
grammes  AB  CD.  Die  zweite  Seite  b  liegt  von  der  ersten  a  ans  betrachtet  nach 
links,  wenn  man  nach  links  hin  abbiegen  muss,  am  von  A  über  B  nach  C  la 
kommen.  Die  das  Produkt  einschliessende  Klammer  ist  gewählt,  am  das  Produkt 
von  dem  algebraischen  zu  unterscheiden.  Dass  die  äusseren  Produkte  gleich  sind, 
wenn  ihre  entsprechenden  Faktoren  gleiche  Strecken  sind,  liegt  unmittelbar  in 
der  Erklärung.  Inwiefern  die  weiteren  Gesetze  der  äusseren  Multiplikation  mit 
denen  der  Algebra  übereinstimmen,  werden  die  folgenden  zwei  Nummern  zeigen. 

§  51.     Für  die  äussere  Multiplikation  gelten  die  Qesetze 

u  [a{b  +  e)]  -  [ab]  +  [ac] 

[{b  +  c)a]  =  [bä]  +  [cal 

und  zwar  ist  die  erstere  Formel,  wenn  die  Flachenraume  [ab]  und  [ac] 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  als  Erklärung  der  Summe  solcher  Flachen- 
raume aufEuÜEkSsen. 

Um  die  erstere  Formel  fftr  den  Fall,  dass  a,  b,  c  in  einer  Ebene 

liegen,  zu  beweisen,  sei  a  =  AB,  b  =  BC,  c  =  CD  gesetzt.     AladaTin 

pjg  ^  sind    drei    Fälle    zu    unterscheiden,    je 

nachdem    CD    mit  AB   parallel,    oder 

sich  (in  der  Richtung  von  C  nach  D) 

von   der  Linie  AB  entfernt   oder  sich 

ihr  nähert.    Im  ersten  Falle  { Fig.  4 }  ist 

[ac]  =  0    (nach   §  50),    weil   a  =  AB 

mit   c  =  CD   parallel   ist.     Vollendet  man  dann  die  Parallelogramme 

ABCE  und  ABDF,  so  sind  sie  von  gleicher  Grundseite  und  Höhe, 

also  an  Inhalt  gleich,  aber  auch  gleichbezeich- 
net,  also   (nach  §  50)   gleiche  FlächenriLume. 
Also  da  ABCE  =  [ab],  ABDF^  [a{b  +  c)] 
[ab]  -f  [ac]  =  [ab]  =  [a(b  +  c)]. 
Im  zweiten  Falle  { Fig.5 }  seien  die  Parallelo- 
gramme ABCE,  ECDF,  ABDF  vollendet, 
und  durch   C  die  Parallele  mit  BA  gezogen, 
die  BD  in  H  und  AF  in  G  schneide,  so  ist 
[a{b  +  c)]  =  ABDF. 

Aber  dies  Parallelogramm  enthält  als  seine  beiden  Theile  die  mit  ihm 
gleichbezeichneten  Parallelogramme  AB  HG  und  GHDF,  ist  also 
deren  Summe,  also 


C       c      ß* 
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=  ABKG  +  GHDF=  ABCE  +  ECDF, 
da  die  entsprechenden  Parallelogramnie  gleiche  Grundseite  und  Höhe 
und  gleiches  Zeichen  haben, 

=  [ah]  +  iad\. 
Im    dritten    Falle   jFig.  6}   triflft   die   Ton    C  mit  AB  gezogene 
Parallele   die  Verlängerungen   von   BD  und  AFy   die   Durchschnitts- 
punkte  mögen   auch   hier   H  und    G 
heissen,  so  ist 
[a(6  +  c)]  =  iAB{BC  +  CD)] 

=  [AB .  BD]  =  ABDF 

=  ABHG  —  FDHG. 
Aber  FDHG  =  FDCE  =  —  ECDF, 
weil  in  den  letzteren  beiden  die  zweiten 
Seiten  (DC  und  CD)   von   den   ersten  FD  und  EC  aus  betrachtet 
nach  verschiedenen  Seiten  hin  liegen,  also 

[a(b  4-  c)]  =  ABHG  +  ECDF  =  [ab]  +  [ac]. 

Somit  ist  die  erste  Formel  allgemein  bewiesen*).  Aus  ihr  folgt 
die  zweite,  indem  man  in  jedem  öliede  die  Faktoren  umtauscht,  wobei 
sich  (nach  §  50)  das  Zeichen  umkehrt,  und  dann  die  Qleichung 
mit  ( —  1)  multiplicirt.  So  erhalt  man  also  aus  der  erwiesenen  Glei- 
chung zuerst 

-[(6  +  c)a]  =  -[Ja]-M, 
und  dann 

[(6  +  c)a]  =  [ba]  +  [ca]. 

§  52.  Da  zwei  Parallelogramme,  in  denen  eine  Seite  gemein- 
schaftlich ist,  und  die  daran  stossenden  in  denselben  graden  Linien 
liegen,  sich  wie  diese  anstossenden  Seiten  verhalten,  so  folgt: 

„Statt  einen  Zahlfaktor  einem  Faktor  des  äusseren  Produktes  bei-  26 
zufügen,   kann   man  um  dem  ganzen  Produkte  beifügen'';   das  heisst 
[aa  .  b]  =  a[ab]  oder  [a  .  ab]  =  a[a6]. 

Anm.  Die  beiden  letzten  Sätze  stimmen  mit  denen  der  Algebra  überein, 
nur  mnss  man  sich  hüten,  zwei  Faktoren  umzustellen,  ohne  das  Zeichen  umzukehren. 

§  53.  „Wenn  jPi,  ft,  . . .  die  Träger  der  an  Masse  gleich  1  ge- 
setzten Punkte  eines  Vereines  und  u^,  ti^,  . . .  die  Bewegungen  be- 
zeichnen, in  denen  diese  Punkte  in  irgend  einem  Augenblicke  begriffen 
sind,  so  verstehen  wir  unter  der  Flächenbewegung  (ZT)  die  Summe 
der  äusseren  Produkte  der  Trager  in  die  Bewegungen,  so  dass  also 

*)  Streng  genommen  ist  noch  ein  weiterer  Fall  zu  betrachten,  derjenige 
nämlich,  wo  FD  und  EC  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  AB  liegen.    (A.  d.  H.) 
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ist.  Unter  Aenderung  der  Flächenbewegung  verstehen  wir  die 
Grösse  V,  welche  aus  der  Flächenbewegung  U  auf  dieselbe  Weise 
hervorgeht,  wie  die  Bewegungsänderung  v  eines  Punktes  aus  der  Be- 
wegung u  desselben,  das  heisst,  wenn  U  die  Flächenbewegung  zur 
Zeit  t,  IV  die  zur  Zeit  t  -\-  x  und  t  =  -^  Sekunde  ist,  so  ist  n{U' —  IT) 
um  so  genauer  =  F",  je  kleiner  r  wird,  und  genau  =  V^  wenn  x  ver- 
schwindet." 

Anm.  Es  bezieht  sich  also  die  Flächenbewegang  und  ihre  Aenderung  stets 
auf  einen  bestimmten  Punkt  0,  der  als  Anfangspunkt  der  Träger  angenommen 
ist.  Wenn  die  Flächenbewegung  des  Vereins  sich  nicht  ändert  (also  F  =  0  ist), 
so  ist  die  Summe  der  Flächenräume,  welche  die  Träger  bei  der  Bewegung  be- 
schreiben, unveränderlich  (die  Summe  derselben  in  dem  Sinne  von  §  51  genommen). 
Die  Flächenbewegung  und  ihre  Aenderung  sind  hiemach  Flächenräume  (in  dem 
Sinne  von  §  60). 

§  54.  „Die  Aenderung  der  Flachenbewegung  ist  für  jeden  Punkt 
(die  Masse  jedes  Punktes  gleich  1  gesetzt)  gleich  dem  Momente  der 
auf  ihn  wirkenden  Kraft,  das  heisst  gleich  dem  äusseren  Produkte  des 
Triers  in  die  Kraft,  also  =  Lpv],  und  ffir  den  ganzen  Verein  gleich 
dem  Gesammtmomente  aller  Strafte,  das  heisst 

wo  Pi,  A,  •  •  •  die  Träger,  v^,  v^,  •  •  •  die  Kräfte  sind." 

Denn  V  erhält  man  aus  U  (nach  §  53),  indem  man  statt  U  den 
Werth  V  setzt,  den  es  eine  \  Sekunde  später  annimmt,  wobei  man 
die  ^-  Sekunde  =r  setzt,  dann  n{lf — U)  bestimmt  und  darin  nach 
Anwendung  der  Gleichung  nr  =^  1  den  Werth  t  verschwinden  lässt. 
Nun  seien  p^,  m^',  p^\  u^',  •  •  •  die  Werthe,  in  die  p^,  w^,  /),,  u^,  •  •  • 
nach  ^  Sekunde  übergegangen  sind,  so  ist 

Aber,  wenn  p'  und  w'  die  Werthe  sind,  in  welche  p  und  u  nach  der 
Zeit  r  =   einer  n-tel  Sekunde  übergehen,  so  ist  (nach  §  9  und  §  13) 

p  =^p  -\'  ux  -\'  XX^j 

u'  =  M  +  vr  +  yr*, 

wo  X  und  y  steigende  Potenzeihen  von  r  sind,  und  p  der  Träger,  u  die 
26  Bewegung,  v  f  die  Bewegungsänderung  oder  Kraft  bezeichnet,  also 

[p'm']  =  lpxi\  +  [pt?]r  +  [mm'Jt  +  Zx", 

wo  Z  eine  steigende  Potenzeihe  von  x  ist,   also,   da  [mm]  nach  §  50 

Null  ist, 

[pV]-[pu]  =  [Ht  +  ^^^ 
und 
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weil  nr  =  1  ist.     Nun  ist 

n{u'-  u)  =  «(bi'«i']  - bi«i])  +  »([i».'«,! -  b,«,])  +  •  •  •, 

also  nach  der  eben  bewiesenen  Formel 

=  (bi»!]  +  z^^)  +  (La««]  +'Zi^)  +  •  •  •, 
=  [ft«i]  4-  b,»,]  +  •  •  •  +  Z'r, 

wenn  Z^  +  ^a  +  ' '  *?  w*^  wieder  eine  steigende  Potenzreihe  von  x  ist, 
mit  Z'  bezeichnet  wird.  Hieraus  wird  V  erhalten,  indem  man  r  ver- 
schwinden lasst,  also 

r=[j)ifJ  +  [At;,]  +  .... 

§  55.  „Die  Aenderung  der  Flächenbewegung  eines  Vereins  ist 
unabhängig  von  den  inneren  Kräften  des  Vereins,  sowie  auch  von 
den  auf  den  Anfangspunkt  0  der  Träger  wirkenden  Kräfte,  und  gleich 
dem  öesammtmoment  aller  äusseren  Kräfte;  die  Flächenbewegung  bleibt 
daher  ganz  unverändert,  wenn  die  Summe  {der  Momente}  der  äusseren 
Kräfte  Null  ist/' 

Denn  betrachtet  man  zum  Beispiel  die  zwischen  den  Punkten  A^ 
und  Ä^  (zu  denen  die  Träger  p^  und  p^  gehören)  wirkenden  inneren 
Kräfte,  also  die  Kraft  t,  mit  der  A^  auf  A^  wirkt,  und  die  (nach  §  21) 
damit  entgegengesetzte  Kraft  (also  —  Ä),  mit  der  A^  auf  Au^  wirkt,  so 
liegen  (nach  §  21)  diese  beiden  in  der  Verbindungslinie  A^Au^.  Die 
aus  diesen  zwei  Kräften  entspringenden  Glieder  von  V  sind  daher 

[Pi*]  +  [ft(-  *)]  =  [Pi*]  -  [ft*]  =  [(ä  -  a)*]. 
Aber  p^  — p^  ist  gleich  der  Strecke  -4^-4^;  denn  wenn  0  der  Anfangs- 
punkt der  Träger  ist,  so  ist 

jPi  — ft  =0A^  —  OA^  =  J^O  +  0^1  =  A^A^y 

also  wird  die  Summe  jener  aus  der  gegenseitigen  Einwirkung  der 
Punkte  A^  und  Au^  entspringenden  Glieder  gleich  Null,  weil  diese  Summe 
=  \^A^A^  .  1c\  ist,  und  weil  k  in  der  Verbindungslinie  Au^A^  liegt,  und 
daher  \A^A^  .  ä]  nach  §  50  verschwindet.  So  verschwinden  also  aus  V 
alle  inneren  Kräfte,  ebenso  aber  auch  die  auf  0  wirkenden  Kräfte, 
weil  fär  sie  der  Träger,  also  der  eine  Faktor  des  äusseren  Produktes, 
Null  wird. 

Anm.  Es  ist  dieser  Satz  von  sehr  allgemeiner  Bedeutung.  Er  schliesst 
unter  anderm  nicht  nur  den  ersten  Eepler'schen  Satz  ein,  sondern  auch  den  be- 
rühmten Satz  von  der  unveränderlichen  Ebene  des  Sonnensystems,  indem  nämlich 
die  Vielfachen-Summe  der  von  den  Trägem  der  Planeten  und  der  Sonne  be- 
schriebenen Flächenräume,  nachdem  jeder  Flächenraum  noch  mit  der  Masse  des 
zugehörigen  Weltkörpers  multiplicirt  ist,  die  Hälfte  der  Flächenbewegung  dar- 
stellt, und  diese  (abgesehen  von  Kräften,  die  etwa  von  anderen  Sonnensystemen 
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her  wirken)  nach  nnserm  Satze  unveränderlich  ist,  das  heisst  von  onverän« 
Grösse  und  unveränderlicher  Ebene.    Für  den  Begriff  der  Arbeit,  zu  dem 
übergehen,  bedürfen  wir  noch  einer  neuen  Multiplikation. 

§  56.    „Unter  dem  inneren  Produkte  von  a  mit  6,  gesc] 
[a  I  b],   versteht   man   das   algebraische  Produkt  von  a  mit  de 
jektion  von  h  auf  a,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  algebraische  I 
von  h  mit  der  Projektion  von  a  auf  6." 
27  Anm.    Dass  beides  gleich  ist,  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  dur 

Projektionen  entstehenden  rechtwinkligen  Dreiecke;  oder  noch  vollstAndigei 
dass  sowohl  nach  der  einen  als  der  andern  Erklärung  das  innere  Prod 
Strecken  a  und  h  gleich  dem  Produkte  der  drei  Zahlen  ist,  welche  die 
dieser  beiden  Strecken  und  den  Cosinus  des  von  ihnen  eingeschlossenen 
darstellen.    Es  liegt  hierin  zugleich  unmittelbar  der  folgende  Satz. 

§  57.  „Die  Faktoren  eines  inneren  Produktes  sind  vertäu 
das  heisst 

[a|6]  =  [6|a]." 

§  58.  „Statt  mit  einer  Sunmie  kann  man  mit  den  Stücken 
lieh  multipliciren  imd  die  Produkte  addiren^  das  heisst 

[a|(6  +  c)]  =  [«|6]  +  [«l4 
Insbesondere  wenn  man  [a  |  a]  der  Kürze  wegen  =  a^  setzt^  sc 
(a  +  Vf  =  a«  +  2[a  \  6]  +  hV' 
Denn  wenn  \,  c^,  s^  die  Projektionen  von  b,  c,b  -}-  c  auf 
so  ist  «1  =  fei  +  c^f  und  nach  der  Erklärung 

[a  I  (6  +  ^)]  =  «^1  =  ^(Pi  +  ^)  =  ^^1  +  «Ci  =  [a  I  fe]  +  [o 
Der  zweite  Theil  ei^ebt  sich  wie  in  der  Algebra. 

Anm.  Die  Sätze  §  67  und  §  68  stinmien  mit  denen  der  algeb] 
Multiplikation;  die  wesentlichste  Abweichung  des  inneren  Produktes  vo: 
braischen  ist,  dass  bei  jenem  [a  |  5]  =  0  ist,  sobald  a  auf  h  senkreht  st 
diesem  ab  nur  Null  werden  kann,  wenn  a  oder  b  Null  ist. 

§  59.  „Arbeit  {L)  eines  Vereins  von  Punkten,  deren  '. 
gleich  1  sind,  heisst  die  Summe  der  Quadrate  der  Geschwindif 
aller  dieser  Punkte,  das  heisst 

L  =  a,»  +  a,«  +  ..., 
wenn  a^,  a^  .  , .  die  Geschwindigkeiten  oder  (was  dasselbe  ist) 

=  <  +  <  +  ■■; 
wenn  t«^,  u,  ...  die  Bewegungen  dieser  Punkte  sind.'' 

Anm.  Die  Bewegung  ist  nämlich  (§  3)  eine  Strecke,  die  Geschwii 
die  Länge  dieser  Strecke;  wenn  nun  u  die  Strecke  und  a  ihre  Länge  ist 
(nach  §  66)  u*  =  a',  woraus  die  Uebereinstimmung  der  obigen  beiden  Gleic 
hervorgeht. 

§  60.  Unter  der  während  eines  Zeitraums  geleisteten  I 
einer  Eraft^  welche  auf  einen  Punkt  von  der  Masse  1  wirkt,  v 
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man  erstens^  wenn  Kraft  und  Bewegung  unverändert  bleiben^  das  innere 
Produkt  dieser  Kraft  (k)  mit  dem  Doppelten  des  Weges  (5),  welchen 
der  Punkt  in  diesem  Zeiträume  durchläuft,  also  das  Produkt  2[k  \  $], 
zweitens  wenn  Kraft  oder  Bewegung  oder  beide  sich  ändern,  die  Summe, 
die  man  erhält,  wenn  man  in  jedem  kleinsten  Theilchen  dieses  Zeit- 
raumes die  Kraft  mit  dem  Doppelten  des  Weges,  den  der  Punkt  in 
diesem  Zeittheilchen  durchläuft,  innerlich  multiplicirt  und  diese  Produkte 
addirt;  oder  genauer:  die  Aenderung,  in  welcher  die  Arbeit  der  auf  den 
Punkt  wirkenden  Kraft  (k)  in  einem  Augenblicke  begriffen  ist  (wofür 
wir  auch  der  Kürze  wegen  die  augenblickliche  Arbeit  sagen),  ist  gleich 
dem  doppelten  inneren  Produkte  der  Straft  und  der  Bewegung  (u) 
dieses  Punktes,  also  =  2  [A;  |  u]. 

Anm.  Die  erstere  Erklänmg  ist  in  der  zweiten  allgemeineren  enthalten  28 
nnd  ist  hier  nnr  vorangestellt,  weil  es  am  zweckmässigsten  ist,  von  diesem  be-  * 
sonderen  Falle  auszugehen;  die  beiden  Formen  der  allgemeineren  Erklänmg 
stimmen  vermöge  des  Begriffes  der  angenblicklichen  Aenderong  (in  §  12)  überein, 
wir  werden  nns  jedoch  nxur  an  die  letztere  Form,  als  die  genauere,  halten.  Wann 
die  Arbeit  einer  Kraft  Null  oder  negativ  ist,  ergiebt  sich  sogleich  aus  dem  Be- 
griffe; die  Arbeit  eines  Vereins  dagegen  kann  nie  negativ  sein,  und  ist  nxur  dann 
Null,  wenn  der  ganze  Verein  ruht. 

§  61.  „Die  Arbeit  eines  Vereins  ändert  sich  von  einer  Zeit  zur 
andern  um  die  Arbeit  aller  Kräfte  während  der  Zwischenzeit^',  insbe- 
sondere: „Die  Arbeit  eines  sich  bewegenden  Vereins  ist  gleich  der  ge- 
sammten  Arbeit  aller  Eiäfte,  welche  ihn  aus  dem  Zustande  der  Ruhe 
in  diesen  Zustand  der  Bewegung  zu  Tersetzen  vermögen/' 

Es  ist  zuerst  zu  zeigen,  dass  dies  für  jeden  einzelnen  Punkt,  dessen 
Masse  1  ist,  und  ftir  die  augenblickliche  Aenderung  zu  jeder  Zeit  gilt. 
Es  sei  u  die  Bewegung,  v  die  Bewegimgsänderung  eines  solchen  Punktes 
zur  Zeit  t,  also  auch  (nach  §  22)  v  die  gesammte  Kraft,  die  auf  diesen 
Punkt  wirkt,  so  ist  die  Aenderung,  in  welcher  die  Arbeit  dieser  Kraft 
zu  dieser  Zeit  begriffen  ist  (nach  §  60) 

=  2[tt  I  v]. 
Die  Arbeit  des  Punktes  zu  dieser  Zeit  ist  u^,  die  Bewegung  zur  Zeit 
<  +  T,  wo  r  =  -^  Sekunde,  also  nr  =  1  ist,  sei  w',  also  die  Arbeit 
des  Pimktes  zur  Zeit  t  -{-  r  gleich  u'^,  so  findet  man  (nach  §  9  und 
§  13)  die  Aenderung,  in  welcher  die  Arbeit  des  Punktes  zur  Zeit  t 
begriffen  ist,  indem  man  n(w'*  —  m*)  entwickelt  und  darin  r  ver- 
schwinden  lässt.     Nun   ist   (nach  §  13)   ti'=w4-t;r-| ,   wo   die 

folgenden  Glieder  nur  noch  höhere  Potenzen  von  r  enthalten;  also 

ti'«  =  (ti  +  vr  H f  =  ti»  -f  2[u  I  v]t  +  ArS 

wo  die  Glieder  mit  höheren  Potenzen  durch  das  Glied  Ar^  zusammen- 
gefasst  sind.     Also  ist 
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u'»  — M*  =  2Lm  I  ü]t4-At*, 
&lso 

n(w'»  —  M»)  =  2[t4  I  v]  +  kt, 

weil  nr  =  1  ist.    Hieraus  folgt  (wenn  man  r  yerschwinden  lässt)^  dass 

die  Aenderung^  in  welcher  die  Arbeit  des  Punktes  zur  Zeit  r  begriffen  ist, 

=  2[«|«1, 

also   zu  jeder  Zeit  gleich  der  Aenderung  sei,   in  welcher  die  Arbeit 

der  Kraft   in   demselben  Zeitpunkte  begriffen  ist,   also  muss  auch  in 

jedem  Zeiträume  die  Aenderung  der  ersteren  gleich  der  Aenderung  der 

letzteren  sein,  und  zwar  für  jeden  Pimkt,   also  auch  ffir  alle  insge- 

sammt,  das  heisst  fDr  den  ganzen  Verein. 

Anm.  Was  hier  Arbeit  eines  Vereins  genannt  ist,  wird  gewöhnlich  mit 
dem  verwirrenden  Namen  „l^^^^^Lige  Kraft"  bezeichnet,  und  die  Arbeit  der  Kräfte 
wird  in  der  Regel  halb  so  gross  angenommen,  als  es  von  nns  geschehen  ist.  Bei 
unserer  Betrachtungsweise  ist  Arbeit  des  Vereins  und  Arbeitsleistung  aller  KriLfte, 
die  ihn  aus  dem  Zustande  der  Buhe  in  diesen  Zustand  der  Bewegung  gefOhrt 
haben,  wie  eben  gezeigt,  stets  gleich.  Einen  besonderen  Fall  unseres  Satzes 
bildet  zum  Beispiel  die  Gleichung  §  38. 

§  62.  „Die  Arbeit,  welche  die  zwischen  zwei  Punkten  P  und  Q 
S9  wirkenden  f  inneren  Kräfte  bei  beliebiger  Bewegung  jener  Punkte 
leisten,  ist  stets  dieselbe,  als  ob  der  eine  Punkt  (P)  unreranderte  Lage 
(etwa  in  a)  behielte,  der  andere  (Q)  aber  sich  in  einer  und  derselben 
geraden  Linie  so  bewegte,  dass  er  in  jedem  Augenblicke  von  a  den- 
selben Abstand  hat  wie  Q  von  P." 

Es  mögen  die  Punkte  P  und  Q  zur  Zeit  t  in  Wirklichkeit  die 
Lagen  A  und  JB,  zur  Zeit  t  -^  t  (wo  r  =  ^ j  die  Lagen  A'  und  jB'; 
die  entsprechenden  auf  der  geraden  Linie  sich  bewegenden  Punkte  zur 
Zeit  t  die  Lagen  a  und  ß,  zur  Zeit  ^  -j-  r  die  Lagen  a  und  ß'  haben, 
und  die  Massen  der  Punkte  gleich  1  angenommen  werden.  Es  ist 
also  nach  der  Annahme  AB  mit  aß  und  A'B'  mit  aß'  gleich  lang. 
Femer  seien  zur  Zeit  t  die  Bewegungen,  in  welchen  A,  B,  ß  begriffen 
sind,  beziehlich  Wg,  W3,  m^,  und  sei  t«,  —  tij  mit  u  bezeichnet,  femer 
sei  AB  mit  c,  aß  mit  y  bezeichnet,  wo  y  und  u^  als  Zahlen  betrachtet 
werden  können,  da  sie  in  einer  festen  geraden  Linie  liegen.  Die  Kräfte, 
mit  denen  Punkte  von  der  Masse  1  auf  einander  wirken,  liegen  (nach 
§  21)  in  der  Verbindungslinie  beider  Punkte  und  sind  einander  enir 
gegengesetzt.  Also  können  wir  die  Kraft,  mit  der  A  auf  B  wirkt,  mit 
Xc  bezeichnen,  wo  X  eine  Zahl  ist;  dann  ist  die  Kraft,  mit  der  B  auf 
A  wirkt,  —  Ac,  und  die,  mit  der  a  auf  ß  wirkt,  Xy  (da  bei  gleicher 
Entfernung  die  Kraft  dieselbe  ist).  Dann  ist  die  Arbeit  der  inneren 
Ejräfbe  zur  Zeit  t  im  ersten  Falle  (nach  §  60) 

=  2^[c  K]  —  2A[c  I  u,]  =  2k[c  I  (ti,  -  u,)]  =  2A[c  |  ti]. 
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im  zweiten  Falle  =  ^kytt^,  also  ist  nur  zu  zeigen,  dass  [c  |  w]  =  yu^ 
ist.  Nun  ist  vorausgesetzt,  dass  AB  mit  aß,  AB'  mit  a/J'  gleich 
lang,  also 

sei.     Es  ist  aber  (nach  §  5) 

MB'  =  A!A  +  ^^  +  ^^'  =  ^^  +  ißB'  —AÄ\ 

aber  BB'  (nach  §  9)  =  w^r  +  • '  ?  ^^  =  «S^  H >  ^^  ^^®  höheren 

Potenzen  von  r  weggelassen  sind,  also 

AB'  =  c  +  («3  —  ti3)r  H =  c  +  wr  H , 

also 
[^'^T=[c  +  wr  +  ...p  =  c«  +  2[c|w]r  +  ...  =  y*  +  2[c|w]T  +  .... 

Femer  aus  gleichem  Grunde 

(u^y  =  (y  +  /J/JO*  =  (y  4-  «*it  +  •  •  •)*  =  y*  +  2yu,r  +  •  •  •• 
Diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt  giebt 

y>  +  2[c  I  u]t  +  •  •  •  =  y»  +  2y«,r  +  •  •  -, 

oder  auf  beiden  Seiten  y^  subtrahirt,  mit  2  gehoben  und  die  höheren 
Potenzen  von  r  auf  die  rechte  Seite  geschaflft, 

wo  ft  eine  steigende  Potenzreihe  von  x  bedeutet.  Dies  mit  n  multi- 
plicirt  giebt,  da  nr  =  1  ist,  [c  |  m]  =  yttj  +  ftr.  Dies  gilt  für  jeden 
Werth  von  r,  also  auch  wenn  r  verschwindet.  Somit  ist  [c  |  w]  =  yWi 
also  nach  dem  Obigen  die  Arbeit  stets  gleich. 

Anm.  Stellt  man  sich  nun  vor,  der  Punkt  P  sei  fest  in  JL,  und  der  Punkt 
Q  bewege  sich  in  einer  festen,  durch  P  gezogenen  geraden  Linie,  und  zwar  so, 
dass  er  zu  einer  gewissen  Zeit  sich  in  B  befinde  und  in  einer  späteren  Zeit 
wieder  in  die  Lage  B  zurückkehre,  so  folgt  sogleich,  dass  die  Arbeit,  f  welche  30 
die  zwischen  P  und  Q  wirkenden  inneren  Kräfte  während  der  Zwischenzeit  ge- 
leistet haben,  null  sein  muss;  denn  hat  sich  der  Punkt  Q  von  B  bis  G  entfernt, 
und  er  kehrt  nun  von  C  nach  B  zurück,  so  leisten  die  inneren  Ei^te  jetzt  genau 
die  entgegengesetzte  Arbeit  wie  vorher,  da  jedesmal,  wenn  er  dabei  in  eine  frühere 
Lage  zurückkehrt,  die  Erafb  dieselbe,  der  Weg  aber  der  entgegengesetzte  wird; 
es  hebt  sich  also  die  zuerst  geleistete  Arbeit  gegen  die  zuletzt  geleistete  auf; 
also  ist  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  während  der  ganzen  Zwischenzeit,  in 
welcher  der  Punkt  Q,  von  B  ausgehend,  wieder  nach  B  zurückkehrt,  null. 
Dasselbe  gilt  nun  nach  dem  obigen  Satze,  auch  wenn  sich  die  Punkte  P  und  Q 
beliebig  bewegen,  wenn  sie  nur  zuletzt  in  dieselbe  Entfernung  zurückkehren,  die 
sie  zu  Anfang  hatten,  also  auch  für  die  inneren  Ejräfke  eines  beliebigen  Vereines, 
wenn  nur  zuletzt  je  zwei  Punkte  des  Vereins  wieder  denselben  Abstand  haben, 
wie  zuerst.    Daraus  folgt  der  Satz: 

§  63.     „Wenn  ein  Verein  zu  zwei  verschiedenen  Zeiten  insofern 
denselben  Zustand  hat,  als  zu  der  einen  Zeit  der  gegenseitige  Abstand 
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je  zweier  Punkte  des  Vereins  derselbe  ist  wie  zur  andern,  so  muss  die 
Yon  den  inneren  Kräften  in  der  Zwischenzeit  geleistete  gesammte 
Arbeit  gleich  Null  sein." 

Anm.  Hieraus  folgt,  dass  keine  Maschine  selbständig  Arbeit  leisten  kann 
(zum  Beispiel  keine  Wassermühle  das  Wasser,  was  die  R&der  treibt,  allein  in  die 
Höhe  pumpen  kann),  ja,  dass  die  Maschine  anch  nicht  einmal  diejenigen  Hinder- 
nisse, welche  der  Erhaltung  ihrer  Bewegung  entgegenstehen,  selbständig  zu  über- 
winden vermag  (perpetuum  mobile).  Auf  der  andern  Seite  giebt  es  Erscheinungen, 
welche  mit  dem  erwiesenen  Gesetze  in  Widerspruch  zu  stehen  scheinen.  Wenn 
zum  Beispiel  ein  Pendel  auf  der  Erde  sich  bewogt,  so  sollte  es,  sobald  es  wieder 
in  dieselbe  (zum  Beispiel  yertikale)  Lage  kommt,  auch  stets  wieder  dieselbe  Arbeit 
leisten,  das  heisst  mit  derselben  Geschwindigkeit  schwingen,  wenn  es  nicht  etwa 
seine  Arbeit  an  andere  Körper  übertragen  hat;  aber  auch  wenn  es  im  luftleeren 
Räume  schwingt,  hört  die  Bewegung  und  also  auch  die  Arbeit  des  Pendels  auf, 
und  zwar  durch  die  Reibung  auf  der  harten  Unterlage,  auf  der  die  Schneide  des 
Pendels  schwingt.  Die  äusserst  geringe  Abnutzung  der  Schneide  und  ihrer  Unter- 
lage reicht  nicht  im  mindesten  aus,  xmi  diesen  Verlust  an  Arbeit  zu  erklären.  Es 
muss  vielmehr  angenommen  werden,  dass  dabei  Bewegungen  eintreten,  die  uns 
als  solche  verborgen  sind,  Bewegungen  von  der  Art,  dass  die  bewegten  Eörper- 
theile  genau  die  Arbeit  verrichten,  welche  scheinbar  verloren  gegangen  ist.  Nun 
hat  man  gefunden,  dass  bei  solchem  scheinbaren  Verluste  an  Arbeit  jedesmal 
Wärme  entsteht,  und  zwar  stets  gleich  viel  Wärme,  wenn  der  Verlust  an  Arbeit 
derselbe  ist,  mögen  auch  die  Umstände,  unter  denen  dieser  Verlust  stattfindet, 
noch  so  verschieden  sein.  Hieraus  hat  man  den  sehr  berechtigten  Schluss  ge- 
zogen, dass  die  Wärme  in  nichts  anderem  bestehe  als  in  Bewegungen  der  kleinsten 
Theile  des  erwärmten  Körpers,  und  dass  die  hierbei  geleistete  Arbeit  das  Maass 
der  Wärme  sei.  Die  Richtigkeit  dieses  Schlusses  bestätigt  sich  dadurch,  dass 
man  auch  im  Stande  ist  (wie  bei  der  Dampfoiaschine)  durch  die  Wärme  Be- 
wegungen hervorzurufen,  und  dass  hierbei  stets,  durch  welche  Hülfsmittel  man 
auch  die  Wärme  zur  Arbeitsleistung  benutzen  mag,  stets  genau  so  viel  Arbeit 
hervorgerufen  wird,  als  dem  dabei  stattfindenden  Verlust  an  Wärme  entspricht. 

Zusatz.*)  1)  Es  sei  p  der  Träger  eines  Punktes,  q  seine  Lange, 
u  die  Geschwindigkeit  nach  Grosse  und  Richtung.  Wenn  dann  p  über- 
geht in  jj  +  wr  +  •  •  •,  so  gehe  q  Ober  in  q\     Dann  ist 


9'=Q  +  --[P  I  wJrH 


daher 

und  weiter 

Dabei  gehe  u  über  in  u';  dann  ist 

w'=u4-v^H ) 

*)  Nach  einem  besonderen  Manuscript.    (A.  d.  H.) 
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Daher 

u'«  =  u«  +  2[w  I  t;]T-| 

Ist  nun  stets  w*  =  a^^fH-  /?},  wo  a{und  ß]  von  der  Zeit  unabhängig, 
so  muss  auch  w'*  =  a^'^fH-  ß]   sein,  daher 

2[u  I  vjr  -|-  •  •  •  =  anQ^~^[p  \  tijr  +  •  •  • 
und 

[u  I  (2t?  —  an9«-*jp)]  =  0, 
also*) 

^  =  "2^9''    ^Py 

das  heisst  die  Kraft  ist  eine  Gentralkrafb  und  ihre  Ghrösse  ist 

2)  Man  kann  dieses  Resultat  benutzen,  um  aus  den  Eepler'schen 
Gesetzen  den  Ausdruck  f£lr  die  Kraft  abzuleiten. 

Ist,  wie  in  §  47,  ~f^  der  Flächenraum,  den  der  Träger  FP  in  der 
Zeiteinheit  beschreibt,  so  ist 

P  =  {u)q  sin  6, 

wenn  6  der  Winkel  der  Tangente  in  P  mit  dem  Brennstrahl  FP  ist 

und  (u)  die  Grösse  von  u  bezeichnet.    Nach  der  Eigenschaft  der  Ellipse 

ist  aber  26  der  Nebenwinkel  zu  dem  Winkel  FPF\  wo  F'  der  zweite 

Brennpunkt  ist  und  daher  hat  man  {mit  Hülfe  des  Gosinussatzes } 

.  .  6« 

sm*  <y  =s  — , 

wenn  FP  mit  q^  bezeichnet  ist.     Somit  folgt 

_  1^    i.  _  ^* 

Nach  dem  vorhin  gefundenen  Resultat  wird  also  die  Kraft 

oT    P_ 

~         6«  \» ' 

ist  also  nach  dem  Brennpunkt  gerichtet  und  hat  die  Grösse 
*)  Dieser  Schlnss  ist  nicht  ganz  berechtigt.    (A.  d.  H.) 


40  I-   Onmdriss  der  Mechanik.    Programm  1867. 


Vierter  Abschnitt. 
Bewegung  fester  KOrper. 

§  64.    y^YoUkommen  fest  nennen  wir  einen  Körper,  dessen  Punkte 
einen  onveränderliclien  Abstand  haben/' 
81  Zwar  giebt  es  in  der  Natar  keinen  vollkommen  festen  Körper,  aber  dennoch 

müssen  die  für  Yollkommen  feste  Körper  nothwendigen  Gresetze  anch  für  jeden 
in  der  Natur  vorhandenen  Körper  nm  so  vollkommener  gelten,  je  geringfügiger 
die  Yerändenmgen  sind,  welche  die  gegenseitigen  Abstände  seiner  Ponkte  bei 
der  Bewegung  erleiden.  Die  Betrachtang  dieser  Yerändernngen  bleibt  in  diesem 
Abschnitte  ausgeschlossen. 

§  65.  „Wenn  ein  Punkt  0  eines  festen  Körpers  unbeweghch  ist, 
so  kann  der  Körper  sich  in  jedem  Augenblicke  nur  um  eine  durch 
diesen  Punkt  gehende  Axe  drehen,  und  seine  Bewegung  wird  genau 
bestimmt  sein,  wenn  die  Lage  dieser  Axe  und  die  Drehungsgeschwindig- 
keit a,  das  heisst  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  dessen  Entfernung 
von  der  Axe  einen  Fuss  beträgt,  bestimmt  ist.  Die  Flächenbewegung 
U  des  Körpers  findet  sich  dann 

wenn  h^y-  -  -,b^  die  Lothe  bezeichnen,  welche  von  den  Körperpunkten 
(deren  Massen  =  1  angenommen  sind)  auf  die  Axe  gefällt  werden; 
man  nennt  T  =  6^*  -j-  .  .  .  -j-  fe*  die  Trägheit  des  Körpers  bei  seiner 
Drehimg  um  jene  Axe.  Wenn  b^  das  Mittel  zwischen  6^*,  •  •  •,  6m  ist, 
so  mag  b  der  (zu  jener  Axe  gehörige)  Schwingungsradius  des  Körpers 
heissen,  so  dass  also 

ist.'' 

Der  Beweis  sei  hier  nur  lyigedeutet.  Es  seien  Ä^^  •  -  ■  die  Punkte, 
B,  Jj  =  &!,  •  •  die  Lothe  auf  die  durch  0  gehende  Axe,  O^j  =  o,,  •  •  .  Femer 
seien  Cj,  •  ■  gleich  lang  mit  &!,■■>  aber  senkrecht  zu  ihnen  und  zur  Axe,  und 
zwar  nach  der  Drehungsseite  hin,  so  sind  ac,,  •  •  •  die  Bewegungen  der  Punkte; 
die  Träger  von  0  aus  sind  OB^  -\-  B^Ä^  =  Oj  +  ^i »  ^^^  so  weiter.  Also  ist 
(nach  §  53) 

ü==  a[(a,  +  b,)c,]  +  .  •  =  a[a,c,]  +  •  •  •  +  «[6,cJ  +  ■  •  -. 

Die  erstere  Summe  stellt  einen  durch  die  Axe  gehenden  Flächenraum  dar,  die 
letztere  einen  dagegen  senkrechten,  die  erstere  Summe  muss,  da  die  Drehung  um 
jene  Axe  erfolgen  soll,  Null  sein,  also 

Jeder  der  in  Klammem  geschlossenen  Flächenrilume  ist  ein  Quadrat,  ihre  Inhalte 
sind  al«o  ^J*,  •  •  •,  &^,  also 
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§  66.  ,,Wenn  a  and  b  die  Schwingongsradien  eines  Körpers  in 
Bezug  auf  zwei  parallele  Axen^  von  denen  die  erstere  dnrch  den 
Schwerpunkt  geht,  bezeichnen,  und  c  das  Loth  vom  Schwerpunkte 
auf  die  zweite  Axe  ist,  so  ist 

6«  =  a«  +  c« « 

A^j'-yA^  seien  die  einfachen  Körperpunkte,  A  ihr  Schwerpunkt, 
AO  =  c  das  Loth  auf  die  zweite  Axe.  Von  -4^,  •  •  •, -4^  seien  die 
Lothe  auf  beide  Axen  gefallt,  die  Fusspunkte  auf  der  ersten  Axe  seien 
JBi,  •  •  •,  B^,  auf  der  zweiten  C^,  •  •  •,  (7^,  und  seien  B^A^  mit  a^f 
A^C^  mit  b^  bezeichnet  und  so  weiter,  so  ist  (nach  §  65) 

„»ft»  =  t^«  +  . . .  +  6«  =  (c  +  aj«  +  . . .  +  (c  +  oj«  = 

=  mc^  +  2[c  I  («1  H +  a^)]  +  tna\ 

Aber  die  eingeschlossene  Summe  ist  vermöge  §  34  nuU,  also  mit  m 
gehoben  6*  =  c*  -j-  ^^' 

Nach  §  54  ist  die  Aenderong  der  FUkhenbewegung  gleich  dem  Gesammt- 
momente  aller  äusseren  Kräfte.  So  würde  man,  wenn  man  diese  Kräfte  und 
also  auch  ihr  Gesammtmoment  kennte,  die  f  Aendemng  der  Flächenbewegung  82 
erhalten,  aus  ihr  dann  durch  Integriren  die  Flächenbewegpng  selbst,  und  daraus 
nach  §  66  die  Bewegung  des  festen  KOrpers  um  seinen  unbeweglichen  Punkt. 
Nimmt  man  als  diesen  Punkt  den  Schwerpunkt  an,  so  hat  man  die  Drehtmg  des 
Körpers  um  seinen  Schwerpunkt,  und  da  man  nach  Abschnitt  IL  auch  die  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  finden  kann,  so  kann  man  schliesslich  die  ganze  Be- 
wegung des  Körpers  auf  die  Weise  ableiten.  Allein  die  Ausführung  dieses  Ver- 
fahrens stösst  überall  auf  grosse  Schwierigkeiten,  und  wir  beschränken  uns  daher 
auf  die  einfachsten  Fälle.  Dabei  setzen  wir  als  Einheit  des  Gewichtes  (das  heisst 
der  Schwere  eines  Körpers)  das  Pfund  «=  y,  Kilogramm. 

§  67.  „Wenn  ein  Körper,  der  um  einen  Punkt  0  drehbar  ist, 
nur  von  der  Schwere  gezogen  wird  (Pendel),  so  ist  das  Gesammt- 
moment der  Schwere  dasselbe,  als  ob  die  ganze  Masse  im  Schwerpunkt 
vereinigt  wäre,  nämlich  =  2ingc  sin  q),  wo  m  die  Masse  des  Körpers, 
c  die  Länge  von  OA  und  q>  der  Winkel  ist,  den  OA  mit  der  Rich- 
tung der  Schwerkraft  (2g)  bildet." 

Denn  das  Moment  M  ist  (nach  §  54),  wenn  -4^,  •  •  •,  A^  die  ein- 
fachen Körperpunkte  sind, 

=  [OA,.2g]  +  ...  +  [OA„.2g]  = 
=  2[iOA  +  AÄ,)g]  +  ■■■  +  2[{0Ä  +  ÄAJg]  = 
=  2m\_0A.g]  +  2[AA,  +  •  •  •  +  AAJgl 

Die  eingeschlossene  Summe  ist  nach  §  24  Kall,  also  M  =  2m[0A.g']. 
Aber  [OA .  g]  ist  der  Flachenrsum  des  Parallelogramms,  in  welchem 
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die  Seiten  c  und  g  den  Winkel  q>  einschliessen,  also  »i  cg  sin  %  also 
M  =  2mgc  sin  g>, 

§  68.  ,^ie  durch  die  Schwere  bewirkte  Bewegung  eines  Körpers 
(Pendels)  um  eine  wagerechte  Axe  ist  dieselbe,  als  ob  der  Körper  nur 
aus  einem  schweren  Punkte  bestände,  den  man  den  Schwingungspunkt 
nennt,  und  dessen  Lage  man  durch  folgende  Zeichnung  erhalt:  Man 
falle  vom  Schwerpunkte  A  des  Körpers  ein  Loth  A  0  auf  die  Drehungs- 
axe,  errichte  auf  OA  das  Loth  AB  gleich  dem  zum  Schwerpunkte 
gehörigen  Schwingungsradius  a  (§  66),  und  auf  OB  das  Loth  BC, 
welches  OA  in  C  schneidet,  so  ist  C  der  Schwingungspunkt  Aus 
dieser  Zeichnung  folgt,  dass  wenn  die  Drehungsaxe  durch  C  geht,  0 
der  Schwingungspunkt  ist  (Reversionspendel)/' 

Nach  §  64  ist  die  Aendenmg  der  Flächenbewegong  für  jeden  einfachen 
Punkt  gleich  dem  änsseren  Produkt  des  Trägers  in  die  Bewegungsänderung 
des  Punktes;  daraus  folgt  genau  wie  in  §  66  die  Aendenmg  V  der  Flächen- 
bewegung -» /3(5^S-| h^m)f  '^®°Q  ß  ^^  Aendenmg  der  Drehungsgeschwindig- 
keit bezeichnet,  also  V  ^  ßmb*  =^  ßfn{c^  +  a").  Aber  nach  §  66  ist  V  gleich 
dem  Gesammtmomente  der  äusseren  Kräfte,  also  (nach  §  67)  ^  2mgc  sin  9;  also 
ß(c^  -f-  a*)  ^  2gc  sin  9.  Besteht  der  Körper  nur  aus  einem  schweren  Punkte, 
dessen  Entfernung  von  der  Drehungsaxe  /  ist,  so  ist  für  ihn  der  zum  Schwer- 
punkte gehörige  Schwingungsradius  Null,  also  fflr  ihn  ßl  =  2g  sin  q>.  Beide 
Ausdrücke  sind  identisch,  wenn  l  =  (c*  -^  a^  :  c  ist,  woraus  die  obige  Kon- 
struktion folgt. 

§  69.  „Die  Dauer  T  der  ganzen  Schwingung  (hin  und  zurück) 
eines  Pendels  ist 

'■-2'T/4('+(ö*«+e:!)'«'+G"-:3""'+-)]' 

WO  /  die  Entfernung  (OP)  des  Schwingungspunktes  (P)  von  der  Axe, 

a  =  sin*  j  a  und  a  der  Winkel  ist,  den 
OP  in  seiner  höchsten  Lage  mit  der 
senkrechten  bildet." 

Damit  der  schwierige  Beweis  gelinge,  kann 
man  P  (Fig.  7)  auf  eine  durch  seine  tiefste 
Lage  A  gehende  senkrechte  Linie  projiciren 
und  zunächst  die  Geschwindigkeit  u  dieser  Pro- 
jektion Q  bestimmen  und  dann  die  Linie  zwischen 
Ä  und  der  höchsten  Lage  B  dieses  Punktes  Q 
zum  Durchmesser  eines  Kreises  machen,  welcher 
PQ  in  S  schneide.  Bezeichnet  man  dann  SQ 
■Q  mit  p,  den  zum  Bogen  SA  gehörigen  Centri- 
winkel  mit  z  und  %va}^AOP  mit  x,  so  lässt 
-ji  sich  die  Zeit  *,  welche  der  Schwingungspunkt 
gebraucht,  um  von  A  nach  P  zu  gelangen,  in 

d«r  Form  t  ■»  yjv  _  ^£  darstellen,  in  welcher  y  eine  Zahl  und  B  eine  steigende 


Fig.  7. 


o 
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Potenzreihe  von  x  ist.^  Indem  man  dann  hieraus  u  entwickelt  imd  mit  dem 
gefundenen  Ausdrucke  für  u  vergleicht,  bestimmen  sich  sämmtliche  Eoefficienten 
von  i2,  und  zuletzt  y,  und  T  wird  dann  =  4Äy.  —  Die  Reihe  ist  eine  echte, 
und  schon,  wenn  a  =  5^  ist,  liefert  das  erste  Glied  eine  Annäherung,  die 
noch  nicht  um  Yj^^q  desselben  von  dem  wahren  Werthe  abweicht.  Annäherungs- 
weise kann  man  also  gT^  =^^nU  setzen.  —  Bestimmung  von  ^,  Länge  des 
Sekundenpendels. 

§  70.  ^^ie  Centrifagalkrafl;  (Fliehkraft)^  das  heisst  die  Eraft^  mit 
der  sich  jeder  einfache  Punkt  eines  um  eine  Axe  sich  drehenden  Kör- 
pers von  dieser  Axe  zu  entfernen  strebt,  ist  gleich  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  dieses  Punktes ,  dividirt  durch  seine  Entfemimg  von 
der  Axe. 

Beweis  aus  §  46.  —  Centrifugalkraft  auf  der  Erde;  ihr  Einfluss  auf  den  Fall, 
das  Pendel  und  auf  die  Gestalt  der  Erde. 

§  71.  ,,Wenn  der  Schwerpunkt  eines  Körpers  gezwungen  ist,  sich 
auf  schräger,  aber  geradlinigter  Bahn  zu  bewegen,  so  sind  die  Gesetze, 
nach  denen  er  sich,  von  der  Schwere  gezogen,  bewegt,  dieselben  wie 
für  den  Fall  der  Körper,  nur  dass  man  ^  sin  a  statt  g  zu  setzen  hat, 
wenn  a  den  Neigungswinkel  der  Bahn  bezeichnet,  namentlich  ist  seine 
Geschwindigkeit  stets  dieselbe,  als  ob  er  von  gleicher  Höhe  senkrecht 
herabgefallen  wäre;  und  letzteres  gilt  auch  bei  beliebiger  Bahn/^ 

Der  Beweis  erfolgt  durch  Zerlegung  der  Schwerkraft  in  eine  gegen  die  Bahn 
lothrechte  und  eine  damit  parallele  Kraft. 

§  72.  Wenn  ein  Körper  auf  einen  andern  stösst,  so  wirken  in 
der  Zeit,  wo  sie  sich  berühren,  vermöge  des  Stosses  zwischen  beiden 
nur  innere  Kräfte,  welche  auf  der  gemeinschaftlichen  Berührungsebene 
senkrecht  stehen.  Wenn  jeder  der  beiden  Körper  elastisch  ist,  das 
heisst  nach  dem  Stosse  wieder  denselben  Zustand  (denselben  gegenseitigen 
Abstand  seiner  Theile)  wie  vor  dem  Stosse  hat,  so  folgt  aus  §  63, 
dass  die  Arbeit  dieser  inneren  Kräfte  während  der  Berührungszeit  null 
ist,  also  die  gesammte  Arbeit  beider  Körper  nach  dem  Stosse  dieselbe 
sein  muss  wie  vor  demselben. 

Hieraus  folgen  alle  Gesetze  fflr  den  Stoss  elastischer  Körper,  sofern  man 
nur  die  Bewegung  der  Schwerpunkte  (nicht  auch  die  Drehung  beim  sogenannten 
excentrischen  Stosse)  betrachtet. 

§  73.  Wenn  ein  Körper  mit  der  Schwerpunktsbewegung  u  auf 
einen  andern  mit  der  Schwerpunktsbewegung  u^  stösst,  und  u  —  u^ 
auf  das  Loth  projicirt  wird,  welches  auf  der  gemeinschaftlichen  Be- 
rührungsebene der  beiden  auf  einander  stossenden  Körper  errichtet  ist, 
und  diese  Projektion  mit  v  bezeichnet  wird,  so  wird  die  Schwerpunkts- 
bewegung nach  dem  Stosse 


*)  Setzt  man  x  ^^  a  sin' 9,  so  wird  z  s  29,  2^  »  la  sin  2qp.    (A.  d.  H.) 
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2m,  V 
m  +  nij 
für  den  ersten  und 

«i  +  STT^ 
für  den  zweiten  Körper. 
S4  Der  Beweis  folf^  ans  §  72.  -^  (Gerader,  schiefer  Stoss.  —  Formeln  fSr  gleiche 

Massen.  —  Segeln,  Bewegung  der  Windmühlflügel. 

§  74.  Die  Maschine  kann  die  beiden  Faktoren  der  Arbeit  (Kraft 
und  Weg)  nur  in  umgekehrtem  Verhältnisse  ändern. 

Denn  ihr  Prodnkt,  das  heisst  die  Arbeit  selbst,  muss  (nach  §  63)  hei 
jeder  periodischen  Bewegung  der]  Maschine  unverändert  bleiben.  Die  ¥dch- 
tigsten  einfachen  Maschinen,  welche  jene  Faktoren  ändern,  sind:  Hebel,  Bad 
an  der  Welle,  Winde,  RoUe,  Flaschenzug,  Potenzrolle,  DifferenzroUe,  Keil, 
Schranbe,  Knie. 

§  75.  In  ihrer  gleichförmigen  Arbeit  wird  die  Maschine  erhalten 
durch  das  Schwungrad  ^  bei  welchem  die  'grossten  Massen  nach  dem 
ümÜEuige  zu  gehäuft  sind. 

Es  wird  also  auf  das  Schwungrad  ein  möglichst  grosser  Theil  der  Arheit 
übertragen,  der  sich  dann  bei  der  Bewegung  zu  erhalten  sucht. 

§  76.  Errichten  wir  auf  einer  Axe  neben  einander  zwei  parallele 
Lothe  und  verbinden  ihre  Endpunkte  und  lassen  das  so  entstehende 
Viereck  um  die  Axe  rollen,  so  heisse  der  dadurch  entstehende  Korper 
ein  Rad  (Kreisrad).  Der  Winkel,  den  die  Axe  mit  der  gegenüber- 
liegenden Seite  des  Vierecks  bildet,  heisse  Winkel  des  Rades.  Eine 
kreisfSrmige  Bewegung  wird  von  einer  Axe  auf  die  andere  übertragen 
durch  Räder,  die  sich  berühren,  und  deren  Winkel  zusammen  gleich 
dem  Winkel  der  Axen  sind^ 

Zähne;  Stemrad,  Kronrad,  Kegelrad.  Uebertragung  durch  Riemen,  Ketten, 
Schnüre. 

§  77.  Maschinenarm  heisst  die  Verbindung  zweier  Stangen,  von 
denen  eine  um  eine  feste  Axe  rollt,  die  andere  um  eine  mit  jener 
parallele  an  dem  Ende  der  ersten  Stange  befestigte  Axe  rollt,  und  an 
ihrem  eignen  Ende  eine  mit  jenen  Axen  parallele  Durchbohrung  (die 
Hand)  hat.  Wenn  die  Hände  zweier  Arme  zwei  nicht  parallele  Axen 
eines  Körpers  ergreifen,  so  bewegt  sich  dieser  geradlinigt. 

Diese  1863  von  Sarrut*)  angegehene  Methode  der  Verwandlung  der  kreis- 
förmigen Bewegung  in  geradünigte  (und  umgekehrt)  verdient  allgemeine  Ein- 
führung. Sie  heruht  auf  dem  Satze,  dass  sich  zwei  Ehenen  in  gerader  Linie 
schneiden. 

§  78.  Damit  ein  Theil  der  Maschine  eine  beliebige  vorgeschriebene 
Bahn   in   vertikaler  Ebene   mit   vorgeschriebener  Geschwindigkeit  be- 


♦)  Comptes  Rend.  XXXVI.    Seite  1126.    (A.  d.  H.) 
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schreibe,  genügt,  ihn  zur  Hand  eines  Armes  zu  machen,  dessen  obere 
Stange  (vermittelst  eines  seitlichen  Stiftes)  auf  dem  (nicht  kreisförmigen) 
Umfange  eines  sich  drehenden  Rades  und  dessen  imtere  Stange  ebenso 
auf  einer  festen  Bahn  ruht. 

G^talt  des  Bades  und  der  Bahn  erhält  man,  wenn  man  zuerst  die  Hand 
des  Maschinenarmes  auf  die  vorgeschriebene  Art  führt  und  die  beiden  Stifte 
mit  einem  abfärbenden  Stoffe  versieht,  dann  beschreibt  der  erste  auf  der  vor  ihm 
sich  drehenden  Scheibe,  der  andere  auf  der  festen  die  verlangten  G^talten.  — 
Wahl  des  Mittelpunktes  des  rollenden  Bades.  —  Elastische  Federn.  —  Bewegung 
in  andern  Ebenen,  im  Baume. 


882  n.  Die  Mechanik 

nach  den  Principien  der  Ansdehnangslehre. 


Von 
H.  Orassmann  in  Stettin. 


(Mathematiflche  Annalen  Bd.  12,  Heft  2,  S.  222—240,  ausgegeben  am  9. 8. 1877,  Leipxig.) 


Es  giebt  wohl  kaum  ein  Gebiet,  auf  welchem  sich  die  TJnentbehr- 
lichkeit  des  in  meiner  Aasdehnungslehre  (von  1844  und  1862)  dar- 
gestellten Kalküls  so  schlagend  erwiese  wie  in  der  Mechanik.  Man 
kann  sagen,  jeder  einfache  mechanische  Begriff  sei  zugleich  ein  ein- 
facher Yerknüpfungsbegriff  jenes  Kalküls.  Und  in  der  That  hat  sich 
mir  diese  ganze  Rechnungsmethode,  nachdem  nur  einmal  die  erste  Idee 
derselben  erfasst  war,  an  der  Hand  der  Mechanik  am  schnellsten  und 
fruchtreichsten  weiter  entwickelt. 

Die  Methoden,  welche  ich  in  diesem  Aufsatze  verwende,  und  die 
Gleichungen,  zu  denen  ich  durch  sie  gelange,  habe  ich  (abgesehen  von 
der  hier  und  da  geänderten  Bezeichnung)  ohne  Ausnahme  schon  in 
einer  Arbeit  über  die  Theorie  der  Ebbe  und  Flut,  welche  ich  zu  Pfingsten 
1840  ab  Prüfungsarbeit  bei  der  wissenschaftlichen  Prüfungskommission 
in  Berlin  eingereicht  habe,  dargelegt.  Nur  weniges  davon  ist  in  meine 
Ausdehnungslehre  von  1844  übergegangen.  Die  neueren  Lehrbücher 
und  die  Aufsätze  über  Mechanik,  namentlich  auch  G.  Kirchhoff's  Vor- 
lesungen (1875,  1876)  zeigen  mir,  dass  die  Darstellimg  dieser  Methoden 
noch  heute  ebenso  förderlich  sein  werde,  als  sie  es  vor  37  Jahren  ge- 
wesen wäre,  wenn  ich  damab  zu  ihrer  Veröffentlichung  Zeit  und  Ge- 
legenheit gefunden  hätte.  In  einem  späteren  Aufsatze  denke  ich  dann 
die  hauptsächlichst«!  der  hier  noch  nicht  berührten  Probleme  der 
Mechanik  durch  neue,  gleichfiEdls  der  Ausdehnungslehre  entnommene 
Methoden  zu  lösen.*) 


*)  Zur  Ansfuhrong  dieser  Arbeit  ist  Grassmann  nicht  mehr  gekommen.  (A.  d.  H.) 
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§  1.     Begriffe  und  Gesetse  der  Ausdehnungalehre,  die  hier  benutst 

werden  sollen. 

Der  Deutlichkeit  wegen  gebe  ich  hier  eine  Uebersicht  über  den 
Kalkül,  so  weit  er  in  diesem  Aufsatze  zur  Anwendung  kommen  soll, 
verweise  aber  in  Bezug  auf  die  nähere  Begründung  auf  meine  Aus- 
dehnungslehren von  1844  und  1862,  welche  ich  im  Folgenden  mit  9^ 
und  ^  bezeichne.  Ich  lege  den  Begriff  der  Strecke  zu  Grunde.  22s 
Ich  verstehe  darunter  eine  begrenzte  gerade  Linie  von  bestimmter 
Länge  und  Richtung,  das  heisst,  ich  setze  zwei  Strecken  als  solche  dann 
und  nur  dann  gleich,  wenn  sie  gleich  lang  und  gleichgerichtet  sind. 
Strecken  werden  addirt,  indem  man  sie  stetig  aneinander  legt,  dann 
ist  die  Strecke  vom  Anfangspunkt  der  ersten  zum  Endpunkt  der  letzten 
ihre  Summe  («j  §  15—18,  «,  Nr.  220).  Die  Subtraktion  fahrt  auf 
die  Addition  zurück,  da  man  statt  eine  von  dem  Punkte  Ä  nach  B 
gehende  Strecke  zu  subtrahiren,  die  von  B  nach  Ä  gehende  addiren 
kann.  Der  Begriff  der  Vervielfachung  oder  Theilung  durch  eine 
Zahl  ergiebt  sich  aus  dem  allgemeinen  Begriffe  dieser  Yerknüpfdngen 
unmittelbar.  Dass  für  alle  diese  Verknüpfungen  die  gewöhnlichen 
Rechnungsgesetze  derselben  vollständig  gelten,  ist  in  der  Ausdehnungs- 
lehre bewiesen. 

Das  äussere  Produkt  der  Strecken  a  und  b,  geschrieben  [ab], 
wird  formell  dadurch  definirt,  dass  erstens  wie  bei  jedem  Produkt  die 
Beziehung  zur  Addition  gilt,  das  heisst 

[a(b-\-c)]  =  [ab]-\-[ac] 
und 

[(a  +  fe)c]  =  [ac]  +  [6c] 

ist,  und  zweitens  das  äussere  Produkt  gleicher  Strecken  null  ist, 

[aa]  =  0, 

begrifflich  aber  dadurch,  dass  wenn  a  die  Strecke  von  dem  Punkt  Ä 
nach  B,  b  die  Strecke  von  B  nach  C  oder  von  Ä  nach  D  ist,  dann 
[ab]  der  Flächenraum  des  Parallelogramms  ABCD  ist,  und  zwar 
in  dem  Sinne,  dass  zwei  Flächenraume  als  solche  dann  und  nur  dann 
gleich  sind,  wenn  sie  in  parallelen  Ebenen  liegen,  gleichen  Inhalt 
haben  und  der  umfang  in  beiden  nach  derselben  Seite  (rechts  oder 
links)  hin  umlauft  («i  §  28—30,  37,  %  Nr.  239  ff  { bes.  Nr.  254 } ).  Die 
Addition  der  Flächenräume,  auch  wenn  sie  nicht  in  parallelen  Ebenen 
liegen,  ist  durch  die  Formel 

[a6]  +  [ac]  =  [a(6  +  c)] 
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Yollkommen  bestimmt.     Aus  der  Formel 

[(a  +  6)(a  +  fe)]  =  0 
ergiebt  sich  sogleich  das  zweite  wichtige  Gesetz  der  äusseren  Molti- 
plikatioD,  nämlich 

lab] [6a]. 

Das  äussere  Produkt  dreier  Strecken  a,  b,  c  oder  eines  Flachen- 
raums [ah]  und  einer  Strecke  c,  wird  formell  dadurch  definirt,  dass 

[abb]  =  0 
und  also  auch 

\abc]  =  —  [acb] 

istj  begrifflich  bei  gehöriger  Zeichenbestimmung  als  Inhalt  eines  Spates 
(Parallelepipedons)^  was  a,  b,  c  zu  aneinander  stossenden  Seiten  hat  Es 
wird  null,  wenn  die  drei  Strecken  in  einer  Ebene  liegen.     Femer  ist 

[abc]  =  \bca]  — =  [cab]  =  —  [acb]  =  —  [cba]  =  —  [bac\. 
(«1  §  37,  «,  Nr.  240  ff.) 

Unter  dem  inneren  Produkte  [a  |  b]  zweier  Strecken  a  und  ft, 
deren  Längen  a  und  6  sind,  imd  die  den  Winkel  Lctb  einschliessen, 
verstehe  ich  das  Produkt 

[a  I  6]  =  ab  cos  L  «6, 
und  für  [a  |  a]  schreibe  ich  der  Kürze  wegen  a^  und  nenne  dies  das 
innere  Quadrat  der  Strecke  a  (S^  Seite  XI,  %^  Nr.  145).  Ich  will  den 
Verein  dreier  Strecken  e^,  6^,  6^,  die  zu  einander  senkrecht  sind,  und 
deren  Länge  und  deren  äusseres  Produkt  [^le^e,]  gleich  Eins  sind, 
224  einen  Normalverein  nennen.  Die  f  Gesetze  der  inneren  Multipli- 
kation ergeben  sich  dann  unmittelbar  aus  dem  Begriff;  namentlich 

[a|6]  =  [6|al; 
[a|6]-=0, 
wenn  a  auf  b  senkrecht; 


a»  =  a^ 
wenn  a  die  Länge  von  a, 

[a  I  6]  =  Oibi  +  0,6^  +  0363, 
wenn 

6  =  61^1  +  6,08  +  6305 
ist  und  6,,  6^,  6^  einen  Normalverein  bilden.  Will  man  eine  Einheit 
eines  Normalvereins  als  Vielfachensumme  von  den  Einheiten  eines 
andern  ausdrücken,  so  ergeben  sich  die  Eoefficienten  unmittelbar  als 
innere  Produkte  dieser  letzteren  drei  Einheiten  in  die  erstgenannte, 
zum  Beispiel 

^  =  L^i  I  «i]«i  +  [«i  I  h]^%  +  bi  I  h]h' 
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In  der  That,  setzt  man 

so  erhält  man  durch  innere  Multiplikation  mit  s^  unmittelbar  [e^  \  s^\  =  x, 
da  [£j  I  «i],  [fj  I  £ J  =  0  und  fi*=  1  ist,  und  ebenso 

[«i  I  «a]  =  y, 

also 

«1  =  [^   I   h^h  +  k   I   «l]«2  +  [«l   I   *8]«8- 

Es  hat  nicht  die  geringsten  Schwierigkeiten,  die  durch  diesen 
Kalkül  erhaltenen  Gleichungen  in  algebraische  Gleichungen  zu  ver- 
wandeln. Man  hat  dann  nur  ein  beliebiges  Koordinatensystem  zu 
Grunde  zu  legen,  auf  den  drei  Koordinatenaxen  drei  Strecken  e^,  ^^  e, 
anzunehmen  und  jede  in  einer  Gleichung  Yorkommende  Strecke  als 
Yielfachensumme  von  e^,  6^,  6^,  also  in  der  Form 

ttiCi  +  a,e,  +  Ose,, 
und  jeden  darin  vorkommenden  Flachenraum  in  der  Form 

darzustellen,  wobei  die  Zahlen  d^  d^^  d^  die  Koordinaten  dort  der 
Strecke,  hier  des  Flächenraums  heissen  mögen,  so  erhält  man  schliess- 
lich Gleichungen,  in  welchen  entweder  gar  keine  geometrischen  Grössen 
mehr  vorkommen,  oder  welche  in  den  Formen 

oder 

erscheinen,  wo  die  95  nur  Funktionen  der  Koordinaten  sind.  Aus  jeder 
solchen  Gleichung  entspringen  dann  die  drei  Gleichungen 

»,  =  0,     »8  =  0,     »8  =  0. 

Für  das  Differentüren  und  Integriren  reichen  die  gewöhnlichen 
Definitionen  aus.  In  der  Mechanik  kommen  als  unabhängige  Ver- 
änderliche ausser  der  Zeit  t  nur  Baumgrössen  vor.  Es  ist  äusserst  be- 
quem hiemach  die  Differentiale  verschieden  zu  bezeichnen.  Ich  be- 
zeichne den  Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  wobei  nur  diejenigen 
Gh-össen  als  konstant  betrachtet  werden,  welche  ausdrücklich  als  in  der 
Zeit  sich  nicht  ändernd  festgesetzt  sind,  mit  d,  sodass,  wenn  zum  Bei- 
spiel die  Strecke  x  in  einer  echten  Reihe  (^  Nr.  454), 

Oraiimann,  Werke.  IL  S.  4 
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dargestellt  ist,  in  welcher  %,  c^if  <h  ' ' '  Strecken  sind^  die  sich  in  der 
Zeit  nicht  ändern^ 

Äx  =  Oj  +  2aj<-| 

ist. 

Dagegen  bezeichne  ich  die  Differentiale  von  Funktionen  num- 
licher  0  rossen,  bei  welchen  die  Zeit  als  konstant  gesetzt  wird,  im  All- 
gemeinen mit  fl.  Auch  der  Begriff  der  partiellen  Differentialquotienten 
der  Funktionen  raumlicher  Grössen  lässt  sich  (wie  es  in  9,  Nr.  436  ff. 
geschehen  ist)  genau  ebenso  feststellen,  wie  für  die  Funktionen  alge- 
braischer OröBsen.  Doch  wähle  ich  den  zwar  etwas  umständlicheren, 
liriAhfT,  wie  f  ich  glaube,  den  Lesern  leichter  zugänglichen  Weg  der 
K^duktion  auf  partielle  Differentialquotienten  von  Funktionen  alge- 
hrninrht^r  Grf>ssen.  Ich  lege  einen  Normalverein  e^,  6^,  6,  zu  Gründe 
lind  drficke  die  Strecken  x,  y,  •  >  -,  von  denen  eine  algebraische  Funk- 
ii/rri  /'  abhängen  soll,  in  Koordinaten  durch  die  Strecken  jenes  Vereins 
auN,  nämlich 

u.  s.  w., 
n/i    wird    f  eine   Funktion    dieser   Koordinaten   x^,  x^y  n.  s,  w.     Sind 

t  f  hf 

t%un  ^  f  J-  u.  s.  w.  die  zu  dem  Verein  sanuntlicher  Koordinaten 
{(nb^^rigen  peäiiiellen  Differentialquotienten  {^  Nr.  436),  so  verstehe 
\vS\  unter  dem  partiellen  Differentialquotienten  von  f  nach  der  Strecke  x, 
f(«w:hrieben  ^f,  die  Strecke 

Kh  folgt  hieraus  sogleich,  dass 

sei.  Es  bleibt  aber  nun  zu  zeigen,  dass  ö-/*;  dessen  Begriff  hier  an 
den  Normalverein  e^,  6^,  e^  geknüpft  war,  ganz  unverändert  bleibt, 
wenn  man  statt  des  letzteren  einen  beliebigen  andern  Normalverein 
^i;  ^s;  ^8  ^^  Grunde  legi     Es  sei 

^  =  6i«l+Sf«l  +  68«8, 

also 

^«l  +  ^«S  +  ^8^8  =  6l«l  +  l%h  +  68«8- 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  innerlich  mit  e^,  so  erhält  man 

a?i  =  Ixlh  I  «il  +  Si[«8  I  ^1  +  S3[f8  I  «il. 
da 


L. 


überhaupt 
Nun  ist 
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ist;   und  hieraus  erhält  man  die  Werthe  für  x^  und  x^,   indem  man 
statt  e^  beziehlich  e^  und  e^  setzt.     Somit  wird 

dx 
df        df  dxi    ,     df  dx,    ,     df  dx^ 

a{,'  '^  0X,  dii  "•"  ^a^  ai,  "T"  a«,  aj, 

and  hieraus  erhält  man  jrtj£>  indem  man  c,  und  e,  statt  £^  setzt 
also  wild 

+  ^  fe  I  %]«!  +  [«,  I  %]«,  +  [*,  I  e,]«,)  + 

a«,  *»  ^  a«,  *»  ^  a«,  ^ 

nach  dem  für  die  Umwandlung  der  Normalvereine  erwiesenen  Satze,  SS6 
das  heisst  der  Werth  des  partiellen  Differentialquotienten  ^f  ist  un- 
abhängig von  dem  zu  Grunde  gelegten  Normalvereine. 


§  2.  Grondgesets  der  Meolianik. 
Wenn  x  die  Strecke  bezeichnet,  die  von  einem  festen  Punkte  nach 
dem  sich  bewegenden  Punkte  gezogen  ist,  so  ist  unmittelbar  klar,  dass 
dx  die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes  ihrer  Grösse  und  Richtung 
nach,  und  d^x  in  gleicher  Weise  die  Beschleunigung  oder  Bewegungs- 
änderung desselben  darstellt*).  Nach  dem  Beharrungsgesetz  mufs  jede 
Aenderung  in  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  einer  auf  ihn 
einwirkenden  Ursache  zugeschrieben  werden.  Es  sei  die  Einwirkung 
dieser  Ursache  gleich  der  Strecke  p,  so  haben  wir  die  Gleichung 
(1)  d^x=p. 


*)  Noch  einfacher  wäre  es,  x  immittelbar  als  den  sich  bewegenden  Punkt 
zu  setzen.  Doch  verspare  ich  dies  anf  einen  späteren  Aufsatz,  in  welchem  die 
Rechnung  mit  Punkten  dargestellt  werden  soll. 

4* 
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[hc  £xuu  Beispiel  diese  Einwirkung  konstant  gleich  der  Strecke  g,  so 
^rtudten  wir  durch  Integration  der  Oleichung 

S^x  =  g 
unmittelbar 

(Ja:  =  er  +  gty 

wo  ('  eine  willkürliche  konstante  Strecke  (die  Anfangsgeschwindigkeit) 
it»c«  und  durch  abermalige  Integration 

x  =  b  +  ct  +  \gt\ 

wo  fr  al)ennalH  eine  konstante  Strecke  (der  Anfangswerth  von  x)  ist 
l>te«K'  (Hoichungen  enthalten  die  gewöhnlichen  Wurfgesetze  in  allge- 
uiciu!>ti'r  Form. 

1)h8  Hogenannte  Gesetz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  lasst  sich 
üik»  auMtl rücken:  Wenn  die  Einwirkungen  mehrerer  Ursachen  auf  den 
tVuki  X  einzeln  genommen  gleich  den  Strecken  Piy  p^,  •  •  -  sind,  so  ist 
sl\o  gloiolixeitige  Einwirkung  p  aller  jener  Ursachen  gleich  der  Summe 
du'««>r  Strecken, 

1>  =  Pi+AH — . 

Km  gilt  also  die  Gleichung  (1)  auch  noch,  wenn  p  die  Summe  aller 
Kui Wirkungen  ist,  welche  verschiedene  Ursachen  gleichzeitig  auf  den 
tH^wogi«^!!  Tunkt  üben. 

Kin fache  Kraft  nenne  ich  eine  Ursache,  welche  in  einem  mate- 
HolloH  Punkte  in  der  Art  ihren  Sitz  hat,  dass  die  Einwirkung  dieser 
i'iMurlH*  Huf  einen  andern  materiellen  Punkt  nur  von  der  gegenseitigen 
l.HM<*  dii*Ner  Punkte  abhängt,  hingegen  von  dem  umgebenden  Baume 
uHiu.  unabhängig  ist.  Wenn  also  ein  materieller  Punkt  Ä  auf  einen 
aiulorn  li  die  Einwirkung  BC  übt,  und  man  die  Figur  ABC  beliebig 
\\\\  Uiuinie  nach  A^B^C^  verlegt,  so  aber,  dass  ABC  kongruent  mit 
.1  //jf'j  bleibt,  so  muss  B^C^  die  Einwirkung  von  A^  auf  B^  bleiben. 
Ui«ti'iiiif<  f^^^K^f  ^^^^  "^^  ^^  ^^^  unendlichen  geraden  Linie  AB  liegen 
W  «»**"*•'  t  l^enn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  sondern  bildeten  A,  B,  C  ein 
|li'oin(*'kf  und  man  drehte  dies  um  die  Axe  AB  um  beliebigen  Winkel 
^  ilitf  Lage  ABC^,  so  müsste  A  auf  B  die  Einwirkung  BC^  üben, 
l^iui  tnit  der  Einwirkung  BC  in  Widerspruch  ist,  also  kann  die  Kraft 
u\ir  im/iohend  oder  abstossend  wirken.  Aber  noch  mehr,  wenn  die 
l*tiiil(t4)  A  und  B  von  ganz  gleicher  Beschaffenheit  sind,  so  muss  man 
iVioll  ^  nii^  ^  vertauschen  können,  ohne  die  Wirkung  zu  ändern. 
\lnhi  nun  A  auf  B  die  (anziehende  oder  abstossende)  Wirkung  BC, 
^^iii  Miii'i  dreht  ABC  um  den  Mittelpunkt  von  AB  in  die  Lage  A^B^, 
tu  ilutt»  X|  auf  B  und  B^  auf  A  fällt,  und  sei  Q  der  Punkt,  auf  den 
^\^uu  ^'  f'^Ut;  so  muss  B^C^f  das  heisst  J.6\,  nicht  bloss  als  Einwirkung 
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des  Punktes  A^  auf  B^,  sondern  auch  des  Punktes  B  auf  A  aufgefasst 
werden  können,  das  heisst  die  Einwirkung  muss  gegenseitig  und  die 
beiden  Einwirkungen  müssen  einander  entgegengesetzt  gleich  sein. 
Auch  kann  die  Grösse  dieser  Einwirkungen,  wenn  die  materiellen 
Punkte  dieselbe  BeschajGfenheit  beibehalten,  nur  eine  Funktion  der 
gegenseitigen  Entfernung  sein*).  Wenn  nun  A  und  B  zwar  nicht 
ganz  gleiche  Beschaffenheit  haben,  aber  doch  A  auf  B  die  entgegen- 
gesetzt gleiche  Wirkung  übt  wie  B  auf  A,  so  nennen  wir  A  und  B 
an  Masse  gleich.  Welche  Masse  wir  als  Einheit  der  Massen  zu  Grrunde 
legen,  ist  an  sich  gleichgültig.  Nachdem  aber  diese  Einheit  festgesetzt 
ist,  so  setzen  wir  die  Kraft  der  Beschleunigung  gleich,  welche  sie  der 
Masse  1  mittheilt.  Daher  können  wir  in  der  Gleichung  (1)  den  End- 
pimkt  von  x  als  einen  Punkt  von  der  Masse  1  setzen  und  j9  als  die 
Kraft  oder  als  die  Summe  der  Kräfte,  die  auf  ihn  wirken.  In  diesem 
Sinne  können  wir  die  Gleichung  (1)  als  die  Grundgleichxmg  der 
Mechanik  setzen. 


§  3.  Bewegung  eines  fireibewegliohen  Vereins  materieller  Punkte. 
Ich  unterscheide  innere  und  äussere  Kräfte  in  Bezug  auf  den 
Verein.  Innere  Kräfte  sind  solche,  mit  denen  ein  Punkt  des  Vereins 
auf  einen  andern  Punkt  desselben  Vereins  wirkt,  äussere  die  übrigen. 
Ich  nehme  zuerst  alle  Punkte  des  Vereins  als  von  gleicher  Masse  und 
zwar  von  der  Masse  1  an.  Nim  seien  ix^i,  • '  -  oc^  die  von  dem  festen 
Punkte  nach  den  beweglichen  Pimkten  des  Vereins  gezogenen  Strecken, 
p^  die  Summe  aller  Kräfte,  die  auf  den  ersten  Punkt  wirken,  u.  s.  w., 
so  hat  man  nach  (1)  die  m  Gleichungen 

diese  addirt  geben 

Die  inneren  Kräfte,  da  sie  paarweise  entgegengesetzt  gleich  sind,  heben 
sich  bei  der  Addition  weg,  folglich  können  wir  hier  i>i,  •••i)^  als 228 
äussere  Kräfte  betrachten.  Nun  sei  s  die  Strecke,  die  von  dem  festen 
Punkte  nach  dem  Schwerpimkte  des  Vereins  gezogen  ist,  und  yi,  •••  y^ 
die  Strecken,  die  von  dem  Schwerpunkt  nach  den  Punkten  des  Vereins 
gezogen  sind,  so  ist  nach  der  Definition  des  Schwerpunktes 

Nun  ist  aber 


*)  Es  liegt  hierin  schon,  dass  ich  die  Kräfte,  mit  welchen  die  in  elektrischen 
Strömen  bewegten  Elektricitäten  wirken,  nicht  fOr  einfache  Kräfte  halten  kann. 
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also 

a?i  H \-x^  =  m8, 

worin  zugleich  die  Konstruktion  des  Schwerpunktes  liegt^  also 

d«x,  +  • .  •  +  S*x„  =  d\x,  +  . . .  +  a:J  =  md*8, 
und  so  erhalt  man  aus  obiger  Gleichung 

(2)  ^''-iP' 

WO  p  die  Summe  aller  äusseren  Kräfte  und  m  die  Masse  des  Vereins  ist. 
Dies  ist  die  Gleichung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes. 
Sie  kann  uns  zugleich  als  Gleichung  für  die  Beweg^ung  eines  Punktes 
von  der  Masse  m  gelten  und  wir  könnten  von  nun  an  auch  Punkte 
von  ungleicher  Masse  annehmen,  doch  behalten  wir  der  Einfachlieit 
wegen  y  ohne  an  Allgemeinheit  etwas  einzubüssen,  auch  jetzt  Punkte 
von  der  Masse  1  bei.  Führen  wir  in  die  Gleichung  für  die  Bewegung 
des  ersten  Punktes  statt  x^  seinen  Werth  ^  -f~  Vi ;  ^^^^  ^'^i  ^so 
d*8  +  d^y^  und  statt  d^s  den  aus  (2)  gefundenen  Werth  ein,  so  er- 
halten wir 

(3)  ''yi=i>i  —  ii>,   ••,  «'ym=i>m  — il> 

als  Gleichungen  für  die  relativen  Bewegungen  eines  beliebigen  Vereins 
in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  des  Vereins. 
Multiplicirt  man  die  Gleichung 

äusserlich  mit  x^,  so  erhalt  man  links 

dies  ist  aber  das  Zeitdifferential  von 

[x^dx,], 
da  bei  der  Differentiation  das  andere  Glied 

[öx^öx^'] 
nach  den  Gesetzen  der  äusseren  Multiplikation  Null  ist.   Also  erhält  man 

Bildet  man  dieselben  Gleichungen  für  die  andern  Punkte  und  addirt, 
so  erhält  man  mit  Anwendung  der  Summenbezeichnung 
(4)  S2:[xdx]  =  2:[xpl 

Auch   hier  heben  sich  die  innem  Kräfte  weg;   denn  es  sei  zum 
Beispiel 

X{x^  —  x^) 
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die  Kraft,  mit  der  der  erste  Punkt  auf  den  zweiten  wirkt,  so  ist  die 
Wirkung,  die  dieser  auf  jenen  übt,  die  entgegengesetzte,  also 

X{x^  —  Ä^), 
also  in  der  Summe  auf  der  rechten  Seite 

[x, .  k{x^  —  x^)]  +  [x^ .  X{x^  —  x^y]  =  k[x^x^]  +  klx^x,]  =  0, 
da 

[^^]  =  — [«1^] 
ist.     Also  heben  sich  alle  inneren  Kräfte  weg.    Ebenso  auch  die  nach 
dem  Anfangspunkt  der  x  gerichteten  Ejrafte.    Denn  ist  kx^  eine  solche 
auf  den  ersten  Punkt  wirkende  Kraft,  so  wird 

[x^ .  kx^]  =  0. 

Wirken  daher  keine  andern  äusseren  Kräfte  ein,  als  solche,  die  nach 
dem  Anfangspunkt  der  x  gerichtet  sind,  so  sagt  die  Gleichung  (4)  die 
ünveränderlichkeit  der  gesammtenFlächenbewegung27a;da:aus. 

Multiplicirt  man  in  gleicher  Weise  die  Gleichungen  (3)  äusserlich  229 
mit  y^  und  so  weiter  und  addirt,  so  erhält  man,  da 

vermöge  der  Eigenschaft  des  Schwerpunktes  null  ist, 

(5)  *^[y<Jy]  =  ^[yj>], 

das   heisst   die  Flächengleichxmg  (4)   gilt   auch,   wenn  man  statt  des 
festen  Anfangspunktes  der  x  den  beweglichen  Schwerpunkt  setzt. 
Endlich  multiplieiren  wir  die  Gleichung 

innerlich  mit  Sx^,  so  erhalten  wir,  da 

dldx^y  =  2[d^x^  I  Sxi\ 
ist, 

oder  auf  alle  Punkte  des  Vereins  angewandt 

(6)  d2:\(dxy  =  2:[p\dxi 

das  heisst  die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft 

i]\{öxy 

während  einer  Zeit  ist  gleich  der  Arbeit 

Zip  I  Sx] 
aller  Kräfte  während  derselben  Zeit. 

Es  ist  für  die  weitere  Entwickelung  der  Gleichung  (6)  sehr  förder- 
lich, die  gesammte  Kraft  p^^,  mit  welcher  mehrere  Punkte  auf  den 
Punkt  Xi^  wirken,  als  partiellen  Differentialquotienten  nach  x^  von  einer 
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algebraischen  Funktion  aller  dieser  Punkte  aufzufassen^  sodass  also, 
wenn  U  diese  Funktion  ist, 

^     TT 

sei.  Man  kann  dann  sagen,  dass  die  Kraft  p^  dem  Streben*)  ent- 
springe, die  Funktion  U  zu  vergrössem.  Die  Vergrosserung  nämlich, 
welche  U  durch  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  dx^  erfahrt,  ist 

diese  Vergrosserung  ist,  wenn  dx^  dieselbe  Länge  beibehält,  am  grossten, 
wenn  dx^  die  Richtung  des  ersten  Faktors  hat,  wie  unmittelbar  aus 
der  Formel 

[a  I  6]  —  ab  cos  L  ab 

folgt,  das  heisst  die  durch  die  Kraft  p^  bewirkte  Bewegung  nimmt 
diejenige  Richtung  an,  in  welcher  die  Funktion  U  am  meisten  yer- 
grössert,  das  heisst  das  Streben  am  vollkommensten  erfüllt  wird. 
Ebenso  wenn  der  Punkt  x^  seine  Lage  verändert,  dx^  aber  stets  die- 

selbe   Länge   behält,   und  die  Richtung  die  des  ersten  Faktors  ö—  ü 

bleibt,  so  verhalt  sich  die  Kraft  wie  die  Vergrosserung  von  Uy  das 
heisst  wie  die  Erreichung  des  Zieles,  welches  sie  erstrebt.  Man  kann 
daher  in  der  That  die  Kraft  p^  als  Aeusserung  des  Strebens,  die 
Funktion  U  zu  vergrossem  auffassen.  Bekanntlich  wird  U  das  Po- 
tential genannt.  U  zu  finden  hat  keine  Schwierigkeit.  Betrachten 
wir  zuerst  die  Kraft  p^^^  mit  der  ein  Punkt  x^  auf  einen  andern  x^ 
wirkt.  Diese  Kraft  lässt  sich  nach  §  2  als  Funktion  ihrer  Entfernung 
auffassen,  also  als  f(r).  Aber  um  die  Richtung  mit  darzustellen, 
schreiben  wir  sie 

P2i=yf(r)(x^  —  x^). 

280  Hier  ist  r  die  Länge  von  x^  —  x^,  das  heisst 

r«  =  (^1  —  ^2)', 
also  differentiirt: 

rdr  =  [(aJi  —  x^)  \  (dx,  —  dx^)], 
oder 


also 


dr  =  y  l(xi  —  x^)  I  (dx^  —  dx^)l 


f(r)  dr  -  I  f{r)  [{x,  -  x,)  |  (dx,  -  dx,)]  =  [p,,  |  (dx,  -  dx,)]. 


i 


*)  Diese  Idee  des  Strebens  (der  Tendenz)  habe  ich  in  der  vorher  genannten 
Arbeit  vom  Jahre  1840  zu  Grande  gelegt. 
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Nun  sei 

//•(r).dr=üj„ 

80  ist 

^f^ij  =  [Ai  I  (^^  — d^j)L 
also 

^      TT 

und  so  auch 

^      IT 

Hat  man  nun  auf  gleiche  Weise  zwischen  je  zwei  Punkten  einer  Schaar 
die  Grössen*  U^ ,  aufgestellt ^  so  wird  ihre  Summe  U  eine  Funktion 
dieser  Punkte,  und  die  Baraft,  welche  auf  einen  Punkt  x^  dieser  Schaar 
die  übrigen  Punkte  üben,  ist  dann 

Für  die  Einführung  dieses  Potentiales  in  Gleichung  (6)  ist  gleich- 
falls die  Unterscheidung  in  äussere  und  innere  Kräfte  wichtig.  Es  sei 
V  das  vollständige  innere  Potential,  das  heisst  die  Summe  der  Poten- 
tiale zwischen  je  zwei  Punkten  des  Vereins,  und  U  das  gesammte 
äussere  Potential,  das  heisst  die  Summe  der  Potentiale  zwischen  je 
einem  äusseren  und  inneren  Punkte,  so  lassen  die  ersteren  in  der  Glei- 
chung (6)  eine  vollständige  Integration  zu,  die  letzteren  nur,  insofern 
die  äusseren  Punkte  in  der  Zeit  unveränderlich  sind. 

In  der  That,  betrachtet  man  in  der  Summe 

JS[p  I  Sx] 
der  Gleichung  (6)  die  Kräfte  p^^  ^^^  Pti}  ^^^  denen  die  ersten  beiden 
Punkte  aufeinander  wirken  und  das  zugehörige  Potential  {7^,,  so  ist 

[Pw  I  *^j]  +  [jPn  I  *^i] 
der  zugehörige  Theil  jener  Summe,  also 

und  dies  auf  alle  inneren  Kräfte  ausgedehnt,  wird  der  daraus  ent- 
springende Theil  jener  Summe  =  dF  und  die  Gleichung  (6)  nimmt 
die  Gestalt  an: 

(7)  \jsiixy^r+f^(f^u\dx). 

§  4.   Bewegung  eines  beschränkt  beweglichen  Vereins. 
Die  Beschrankung  in  der  Bewegung  eines  Vereins  wird  am  ein- 
fachsten   durch  Bedingimgsgleichungen    dargestellt,    welchen    die    be- 
wegten Punkte   unterworfen  sind.     Allein  durch  diese  Gleichungen  ist 
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die  Bewegung  noch  nicht  bestimmt.  Vielmehr  mnas  man  Kräfte  an- 
nehmen^  welche  anf  die  Punkte  des  Vereins  wirken^  sobald  sich  diese 
Ml  auch  nur  unendlich  wenig  aus  der  Lage,  die  den  Gleichungen  f  ent- 
spricht, herausbewegen,  und  die  sie  unwiderstehlich  in  eine  Lage  zorück- 
treiben,  welche  diesen  Gleichungen  genügt.  Auf  die  nähere  Bestimmung 
diese  Kräfte  kommt  es  an.    Es  sei 

L  — 0 

eine  solche  Bedingungsgleichung,  so  wollen  wir  die  daraus  entspringenden 
Kräfte  dem  Streben  zuschreiben,  jene  Gleichung 

L  =  0 
au  erhalten,  das  heisst  einem  Potential ^  welches  gleich  L  oder  einer 
hoHobigen  Funktion  von  L  etwa  f{L)  ist.     Dies  vorausgesetzt  ist  die 
Kraft,  welche  jenes  Streben 

au  erhalten,  auf  den  Punkt  x^  hervorruft, 

wenn  f{J^)  die  abgeleitete  Funktion  von  f{L)  ist,  oder  bezeichnen  wir 
mit  A  diese  abgeleitete  Funktion,  so  ist  die  Kraft,  die  der  Punkte  x^ 
YerniAge  jenes  Strebens  erleidet, 

die  Kraft,  die  der  Punkt  x^  dadurch  erleidet 

miil  HC»  weiter.     Sind  nun  ausser  jener  Bedingungsgleichung 

L  =  0 
Miioh  andere 

\\\\\\  NO  weiter,  so  entspringen  daraus  die  Kräfte 

ttj«  Gleichungen  der  Bewegung  werden  nach  dem  Grundgesetz  (1) 


Z  =  0,    Jtf  =  0,  ... 
iphcii,  am  die  Unbekannten  A,  ft,  •  •  •  za  bestimmen. 
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Nun  seien  dx^,  dx^y  •  •  •  beliebige  Verschiebungen  der  Punkte 
Xi,  X2,  ' '  'f  welche  aber  den  Gleichungen 

dL  =  0,    dJIf  =  0,  ... 

genügen.     Man  multiplicire  obige  Gleichungen  innerlich  mit  dx^,  dx^, 
und  so  weiter  und  addire^  so  fallen^  da 

ist^  die  Glieder  mit  X,  (i,-  -  -  weg  und  man  erhält 

(9)  £[(d^x—p)  I  dx]  =  0, 

welche  für  alle  Verschiebungen  gilt^  die  den  Gleichungen 

dL  =  0,    dJlf=0,  ... 
genügen. 

§  5.     Gleichgewicht  und  mittlere  Bewegung. 

Wenn  die  Kräfte^  welche  auf  einen  Verein  wirken,  nur  von  der 
Lage  der  Punkte  des  Vereins  und  nicht  zugleich  anderweitig  von  der 
Zeit  abhängen,  so  ist  Gleichgewicht  möglich,  und  die  Formeln  für 
das  Gleichgewicht  sind  dann  in  den  obigen  Gleichungen  enthalten, 
wenn  f  man  nur  die  Beschleunigungen  und  Geschwindigkeiten  aller  282 
Punkte  des  Vereins  null  setzt,  wodurch  dann  Gleichungen  zwischen 
den  SoiLften  bedingt  sind.  Sind  diese  Gleichungen  erfüllt,  so  kann 
dennoch  die  Anfangslage  der  Punkte  des  Vereins  oder  ihre  Anfieuigs- 
geschwindigkeit  von  der  Art  sein,  dass  kein  Gleichgewicht  entsteht, 
und  dass  insbesondere  bei  sehr  geringen  Abweichungen  des  Anfangs- 
zustandes von  dem  Zustande  eines  sichern  Gleichgewichts  Schwii^ungen 
um  diesen  Zustand  stattfinden.  Diesen  Eigenschaften  des  Gleichgewichtes 
und  seiner  Störung  durch  unendlich  kleine  Schwingungen  entspricht 
nun  für  den  Fall,  dass  die  Kräfte  von  der  Zeit  als  solcher  abhängen, 
ein  Zustand  der  mittleren  Bewegung,  um  welchen  wieder,  wenn  dieser 
Zustand  der  mittleren  Bewegung  ein  sicherer  ist,  *kleine  Schwingungen 
stattfinden  können,  die  auch  im  Laufe  der  Zeit  ein  gewisses  Maximum 
nicht  überschreiten. 

Mittlere  Bewegung  eines  Vereins,  der  von  gegebenen  (in  der 
Zeits  veränderlichen)  Kräften  getrieben  wird,  nenne  ich  diejenige 
Bewegung,  bei  welcher  unter  allen  von  den  verschiedenen  An- 
fangszuständen abhängigen  Bewegungen  die  kleinste  Beweg- 
lichkeit stattfindet,  oder  genauer  ausgedrückt,  bei  welcher  die 
Summe  der  während  einer  hinreichend  grossen  Zeit  thätigen 
lebendigen  Kräfte  ein  Minimum  ist.     Ist 

T=^2]{dxy 
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(immer  die  Pankte  des  Vereins  an  Masse  gleich  gedacht)  die  lebendige 
Kraft y  also  Tct  die  während  des  Zeitelements  et  thatige  lebendige 
Kraft,  lo  ist  jTdt  zwischen  den  Grenzen 

^  =  0     und     t^i 

A\0i  wahrend  dieser  Zeit  thatige  gesanimte  lebendige  Kraft.  Für  die 
mittl^r^  Bewegung  soll  also  jenes  Integral,  bei  hinreichend  grossem  i^ 
kl^in^  sein  als  f&r  jede  andre  Bewegung  des  Systems,  und  auch 
V\p!\ner  bleiben  als  solche,  wenn  /  von  da  ab  beliebig  wächst.  Für 
lin^rf:  Gleichungen  der  Bewegung  knüpfe  ich  den  Begriff  der  mitt- 
l^ßra  Bewegung  an  den  der  mittleren  Integration  linearer  Differen- 
tialtri^ichungen  beliebiger  Ordnung,  wähle  jedoch  als  Beispiel  lineare 
fhff^rr^rntialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Es  seien  n  Zahlgrössen 
^f  f '  '  ^»9  abhängig  gedacht  von  einer  unabhängigen  Zahlgrösse  /,  und 
«^#ffi  die  Differentiale  jener  Grössen  nach  i  mit  d  bezeichnet,  und  sei 
yrtu!  Abhängigkeit  partiell  bestimmt  durch  die  n  Gleichungen 

^l'^) 

1«*«*„  +  »M**^  H \-  ^n,ni^n  +  \l^  H h\n^n  =  fjf 

WO  die  a  und  b  konstante  Zahlgrössen  sind. 

Die  allgemeine  Integration  dieser  Gleichungen  ist  bekannt.  Doch 
wird  es  für  die  klare  Aussonderung  der  mittleren  Integration  noth- 
wi^ndig  sein,  die  allgemeine  Integration  übersichtlich  darzustellen.  Zu- 
nächst ist  klar,  dass  man  die  ft  in  beliebige  Glieder  zerlegen,  die  aU- 
f(«fmeinen  Integrale  in  Bezug  auf  diese  Glieder  einzeln  nehmen  und  die 
tnfiff  erhaltenen  Integrale  addiren  kann.  Ich  zerlege  die  ft  in  Expo- 
nentialglieder,  deren  Exponenten  der  Zeit  proportional  sind,  und  setze 
daher  als  die  zu  integrirenden  Gleichungen  zunächst 

(dy  +  ai^.du,  +  üi^Ju^  +  6i,iWi  H h  b^^^u„  =  g.e^' 

(10) 

^^  9ij  '  '  9n  konstant  sind.  Man  denke  sich  auch  die  u  in  solchen 
Gliedern  dargestellt.  Dann  treten  sogleich  zwei  Arten  dieser  Glieder 
hervor,  nämlich  solche  mit  der  Exponentialgrösse  e*'  und  solche  mit  e^', 
wo  X  von  X  verschieden,  aber  noch  zu  suchen  ist.  Die  erstgenannten 
Glieder  bilden  das  mittlere  Integral  und  lassen  sich  unmittelbar 
finden,  die  letztgenannten  hängen  von  der  Lösung  einer  Gleichung  des 
2ii-ten  Grades  ab.     Die  mittlere  Integration  giebt 

wo  die  Ulf  ' ' '  y^  durch  die  n  Gleichungen 
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(X»yi  +  X«!,!»!  H h  ^^nVn  +  ^l^l  H h  »Ln^n  =  9l 

(11) 

lx»y^  +  Xa^i^i  H h  ^(^n^nVn  +  KlVl  H 1-  KnVn  =  9n 

genau  bestimmt  sind^  falls  nicht^  was  unten  zu  besprechen  ist,  die 
Determinante  der  Eoef&cienten  der  J^i;  -  *  -  y^  ^^  ^^^  sollte.  Setzt 
man  hingegen 

wo  A  nicht  gleich  x  ist,  so  ergiebt  sich  ein  entsprechendes  Gleichungs- 
system wie  das  obige  (11) ,  mit  dem  Unterschiede^  dass  k,z  statt  x,y 
eintritt  und  die  rechten  Seiten  null  sind.  Daraus  folgt;  dass  die 
Determinante  der  Eoef&cienten  von  ^tf  ' ' '  ^n  ^^  ^^^  muss.  Das 
giebt  für  k  die  oben  angedeutete  Gleichung  des  2n-ten  Grades.  Für 
jeden  der  2n  Werthe  A^,  •  •  •  A^«,  welche  dieser  Gleichung  des  2n-ten 
Grades  genügen^  sind  dann  die  zugehörigen  Verhältnisse  der  z  bestimmt^ 
und  dadurch  ist  dann  die  allgemeine  Integration  vollendet.  Nur  wenn 
X  einem  der  2n  Werthe  A^,  •  •  •  Aj^  gleich  wird,  tritt  der  oben  erwähnte 
Fall  ein,  dass  die  ^i;  *  *  *  y^  ^^^  mittleren  Integration  unendlich  oder 
unbestimmt  werden;  in  diesem  Falle  kann  man  x  zunächst  unendlich 
wenig  von  jenem  Werthe  A  verschieden  setzen  und  in  Bezug  auf  dieses 
X  die  mittlere  Integration  bestimmen.  Immer  bleibt  die  mittlere  Inte- 
gration von  der  Lösung  jener  Gleichung  des  2t»-ten  Grades  unabhängig. 
Um  aber  zu  den  Gleichungen  der  Bewegung  übergehen  zu  können, 
müssen  wir  den  Gleichungen  (10)  noch  eine  andere  Form  geben.  Denn 
da  die  Glieder  ge^*,  welche  die  Kräfte  darstellen  sollen,  bei  reellem  x 
mit  t  unendlich  werden,  so  entsprechen  sie  unter  dieser  Voraussetzung 
nicht  dem  Fall  der  Natur.    Man  setze  daher  statt  g^'  die  zwei  Glieder 

c  cos  xt  +  c'sin  x^, 
das  heisst 

c-c'i^^t  ^  c  +  e'i  ^_i^, 


Diese  beiden  Glieder  unterscheiden  sich  f  nur  durch  das  Vorzeichen  284 
von  i  =y —  1.     Setzt  man  nun  in  (10)  zunächst  statt  g^^'  ein 

2       ^ 
und  so  weiter,  so  hat  man  in  (11)  statt  g^  zu  setzen 

2 

und  so  weiter,  femer  ix  statt  x  und  —  x^  statt  x^,  und  es  werden  dann 
die  durch  (11)  bestimmten  y  imaginär,  sie  seien  v  -f-  w%  so  wird 
^i  =  (y,  +  w,{)^^',-",    w„  =  (v^  +  w„»V'- 
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Setzt  man  dann  zweitens  in  (10) 

statt  g,  so  gehen  daraus  Werthe  hervor,  die  sich  von  den  obigen  fftr 
u^f  "  '  u^  nur  durch  das  Vorzeichen  yon  i  unterscheiden,  sie  seien  mit 
t«i',  •  •  •  u/  bezeichnet,  also 

also  wird 

tij  -j-  i4j'  =  2t7i  cos  xt  —  2w^  sin  x^  =  64  cos  xt  +  h^  »in  x<, 
wenn 

2t7j    =  Oj 

und 

—  2w^  =  6^ 
gesetzt  wird. 

Es  ist  nun  nachzuweisen,  dass  bei  der  Bewegung,  die  durch  lineare 
Gleichungen  der  Form  (10)  bestimmt  ist,  die  mittlere  Integration  zu- 
gleich die  mittlere  Bewegung  liefert,  wie  sie  oben  definirt  ist 

Bei  der  Bewegung  eines  Vereins  von  m  gleich  schweren  Punkten  im 
Baume  wird  das  n  der  Gleichungen  (10)  und  (11)  gleich  3m,  die 
Gleichung  in  k  also  vom  6m-ten  (}rade.  Wir  nehmen  senkrechte 
Koordinatenaxen  an.     Dann  wird  die  gesammte  lebendige  Kraft 

also 

jTdt  =  \i:fdu*dt, 

wo  sich  die  Summe  auf 

bezieht.  Nun  besteht  u^  bei  der  allgemeinen  Integration  teils  aus  den 
Gliedern  der  mittleren  Integration,  welche  von  der  Form 

Oj  cos  xt  +  6i  sin  xt 
sind,  und  aus  6m  Gliedern  der  Form*) 

also  du^  enthält  dami  Glieder  der  Form 

xbi  cos  xt  —  xa^  sin  xt 
und  der  Form 

und  du^*  enthält  dann  die  Quadrate  dieser  Glieder  und  die  doppelten 
Produkte  je  zweier.     Man  sieht  sogleich,  dass  die  Glieder  der  Form 

*)  Die  Koefficienten  von  e^^  enthalten  eine  und  dieselbe  mnltiplikative  will- 
kürliche Constante,  ebenso  die  von  c^'  u.  s.  w.    (A.  d.  H.) 
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bei  reellem  A^  mit  unendlichem  t  selbst  unendlich  werden,  also  jTdt*) 
gewiss  kleiner  ist,  wenn  diese  Glieder  fehlen,  als  wenn  sie  vorhanden 
sind.  Wir  können  also  fQr  den  Nachweis  der  mittleren  Bewegung 
diese  Glieder  weglassen;  dasselbe  gilt,  wenn 

ist,  und  a  nicht  null  ist.  Es  sind  also  nur  die  Glieder  zu  berück- 
sichtigen, wo 

ist;  dann  ist  ein  anderer  Werth  von  k  etwa 

A, ßi 

und  die  hieraus  entspringenden  reellen  Glieder  in  u^  werden  von 
der  Form 

jp  cos  j5^  +  g  sin  ßtf 

also  in  du^  von  der  Form 

ß{q  cos  ßt  —  p  sin  j5^), 
also  von  entsprechender  Form,  wie  die  Glieder  der  mittleren  Integration. 
Betrachten  wir  zuerst  die  Quadrate,  zum  Beispiel 
(x6i  cos  xt  —  xo^  sin  x^)*, 
also  in  Tdt  das  Glied 

j  x*(6i  cos  xt  —  o^  sin  xtydt, 
so  giebt  dies 

^x»[V(l  +  cos  2x0  d^  +  V(l  —  C0B2xt)dt  —  2a^bi8in2xtd{]. 
Dies  giebt  integrrirt 

wo  P  lauter  *  endliche  periodische  Glieder  liefert  Femer  betrachten 
wir  das  doppelte  Produkt  zweier  solcher  Glieder,  zum  Beispiel 

x(\  cos  x^  —  o^  sin  xt) 
und 

ß{qcoB  ßt  — 1>  sin  ßt), 

so  giebt  das  in  Tdt  das  Glied 

xßdt(b^qco8xtco8ßt"{'aj^BmxtBinßt — bipcoBxtBvaßt — aiqBmxtcoBßt)2S6 

=  «^d<[^l^=^C08(x  +  ^)<  +  5ii±^  cos  (X -/J)<- 

also  wenn  x  nicht  gleich  ß  ist,  so  liefert  dies  lauter  endliche  periodische 


*)  In  dem  Abdrack  in  den  Math.  Ann.  steht  j/Tdt;  doch  ist  dies  wohl  ein 
Druckfehler.    (A.  d.  H.) 
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Glieder.  Nun  können  wir  /  so  gross  annehmen,  dass  die  periodischen 
Glieder  gegen  die  Glieder  der  Form 

Terschwinden;  dann  wird 

jTdt  =  \  £x\a'  +  b')t  +  -i  Sß'ip*  +  q')t, 

WO  die  erste  Summe  sich  auf  alle  Glieder  der  mittleren  Integration 
bezieht,  die  letzte  auf  die  übrigen.  Hier  sind  die  a  und  b  von  nnvei^ 
änderlichem  Werth,  hingegen  p  und  q  können  null  sein,  also  wird  fBr 
hinlänglich  grosses  t  das  Integral 

fidt 

am  kleinsten,  wenn  die  ;},  q  sämmtlich  null  sind,  das  heisst  das  Inte- 
gral das  mittlere  ist.  Es  ist  dadurch  nachgewiesen,  dass  bei  linearen 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  die  mittlere  Integration  zugleich 
die  mittlere  Bewegung  liefert. 

Ich  nenne  ein  Glied  yor  der  Form 

a  cos  xt  -■\-  bsinxt, 

wo  X  positiv  ist,  mögen  nun  a  und  b  Zahlen  oder  Strecken  sein,  ein 
elliptisches  Glied  und  x  seinen  Zeiger.  In  der  That,  sind  hier  a 
und  b  Strecken  von  ungleicher  Richtung  und  wird 

a  cos  x^  +  6  sin  xt 

als  Strecke  r  dargestellt,  die  von  einem  festen  Punkte  ausgeht,  so  be- 
schreibt der  Endpunkt  in  der  Zeit  2n  :x  eine  Ellipse,  und  zwar  so, 
dass  die  Strecke  r  selbst  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Räume  beschreibt, 
nämlich  in  der  Zeit  dt  den  Raum 

\\ab^xd^ 

die  Strecken  a  und  b  sind  konjugirte  Halbmesser  der  Ellipse.     In  der 

That,  setzt  man 

cos  xt  =  u,     sin  xt  =  t?, 
so  wird  jener  Radius 

r  =  t<a  +  t?6 
und 

tt«  +  t;«  =  l, 

was  die  Gleichung  der  Ellipse  mit  den  konjugirten  Halbmessern  a  und 
6  ist.  Femer  beschreibt  der  Endpunkt  yon  r  im  Zeitelemente  dt 
die  Strecke 

dr .  dty 
das  heisst 

(6  cos  xt  —  a  sin  x()  xdt 
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und  r  selbst  den  Flächenraum 

i[rdr]dt, 
das  heisst 

^  [(a  cos  xf  +  6  sin  xt)  -  {b  coaxt  —  a  sin  xtj] xdt] 

das  eingeschlossene  äussere  Produkt  giebt^  da 

[aa]  =  [66]  =  0,    [ab]  =  —  [bd] 
und 

cos^x^  +  sin*x^  =  1 

ist^  der  Werth  [a&];  also  ist  der  im  Zeitelemente  dt  beschriebene 
Plächenraum 

=  \[ab]xdt 

Wir  können  nun  das  Gesetz  der  mittleren  Bewegung  für  unsem 
Fall  so  aussprechen:  Wenn  die  Bewegung  eines  Vereins  von  Punkten 
durch  lineare  Differentialgleichungen  dargestellt  wird^  so  entsprechen 
den  elliptischen  Gliedern,  welche  in  dem  Ausdruck  der  Eraft  vor- 
kommen, elliptische  Glieder  von  denselben  Zeigern  in  allen  Strecken, 
welche  von  einem  festen  Punkte  nach  den  beweglichen  Punkten  ge- 
zogen sind,  und  zwar  sind  die  Koefficienten  dieser  Glieder  durch  die 
gegebenen  Gleichungen  vollkommen  bestimmt,  und  ausser  diesen  Glie- 
dern treten  bei  der  mittleren  Bewegung  keine  andern  hervor. 

Ich  bemerke  noch,  dass  sich  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  der 
mittleren  Bewegung  aus  den  oben  entwickelten  Principien  aufs  leich-286 
teste  ableiten  lasst. 

§  6.    Anwendung  auf  die  Theorie  der  Ebbe  und  Fluth. 

Wir  betrachten  auch  hier  das  der  Ebbe  und  Fluth  unterworfene 
System  zunächst  als  einen  Verein  von  m  Punkten,  deren  Massen  1  sind. 
Dann  gilt  fQr  die  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt 
die  Gleichung  (3)  in  §  3,  nämlich 

*'yi  =A  +?i  —  il> 

^Vm^Pm  +  Qm  —  ^Py 

indem  ich  nämlich  die  innem  Kräfte  q^  u.  s.  w.  von  den  äusseren  p^ 
u.  s.  w.  gesondert  und 

ft  H \-Pm=P 

gesetzt  habe.  Nun  sei  das  System  einer  gleichförmigen  Rotation  um 
eine  feste  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe  unterworfen  und  an- 
genommen, wie  es  bei  der  Theorie  der  Ebbe  und  Fluth  in  der  hier  nur 
berücksichtigten  ersten  Annäherung  gestattet  ist,  dass  sich  die  Punkte 

Orassmann,  Werke.  IL  8.  5 
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nur  unendlich  wenig  von  der  Lage,  die  sie  bei  jener  gleichförmigen 
Rotation  annehmen  würden,  entfernen.  Femer  sei  n  die  Winkel- 
geschwindigkeit bei  jener  Drehung,  also  n^  die  Drehung  während  der 
Zeit  t  Es  sei  eiue  in  der  Drehungsebene  (also  senkrecht  gegen  die 
Drehungsaxe)  gelegene  Strecke  a  angenommen,  so  verwandelt  sie  sich 
durch  die  Drehung  um  den  Winkel  n^  in 

a  cos  n^  4"  a'sin  nt, 

wo  a  senkrecht  gegen  a  in  der  Drehungsebene  nach  der  positiven 
Drehungsseite  liegt  und  mit  a  gleich  lang  ist.  Wir  bezeichnen  nach 
bekannter  Analogie  diese  Strecke  a'  mit  ai,  wo  i  die  planimetrische 
Darstellung  der  Y —  1  ist.     Dann  verwandelt  sich  also  a  in 

a  (cos  nt  -}-  i  sin  nt)  —  ac*"',*) 
und  es  wird  dann 

*(ae'-0  — ae'-'.tn. 
Nun  sei 

in  =  a 

gesetzt,  wo  a  die  Winkelgeschwindigkeit  ihrer  Grosse  und  Richtung 
nach  darstellt.     Dann  verwandelt  sich  also  a  durch  jene  Drehung  in 

und  es  wird 

*(a6*»0  =  a&'^a, 

wo  übrigens  a*  =  —  n*  wird. 

Dieselbe  Bezeichnung  wende  ich  auch  an,  wenn  a  nicht  in  der 
Drehungsebene  liegt**),  nämlich  in  der  Art,  dass,  wenn  a  die  Rich- 
tung der  Drehungsaxe  hat, 

*)  Vgl.  hiezu  die  Darstellung  der  Rotation  in  der  Arbeit,  welche  unter  Nr.  m 
abgedruckt  ist.    (A.  d.  H.) 

^*)  Zur  Erläuterung  diene  Folgendes.  Für  irgend  eine  Strecke  q  bezeichne 
Pq  die  Projektion  auf  die  Drehungsaxe,  Sq  die  auf  die  Drehungsebene,  sodass 
Q^  Pq  +  Sq  ist. 

Dann  geht  die  Strecke  a  durch  die  Drehung  in  die  Strecke  Pa  -{-  Sae"' 
über,  wie  aus  dem  im  Text  vorher  Bewiesenen  folgt.  Setzt  man  diese  Strecke 
-=s  ac"',  so  wird 

dae''*  =       Sa  •  c"'a 
d«ac"'  =  -  n^Sa  •  e"'. 

Kommt  man  nun  überein,  unter  ga  zu  verstehen  die  Strecke  Sg  -  a^  und  unter 
ga*  die  Strecke  —  n^Sg^  so  kann  man  sagen,  dass 

ist 
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aef**  ^=  a 
und  ^ 

ist.  Dies  vorausgesetzt  drückt  dann^  wenn  a  beliebige  Richtung  hat, 
ae^'  die  Strecke  aus,  in  die  a  übergeht,  wenn  sich  das  ganze  System 
um  den  Winkel  at  dreht  und  es  bleibt  dann 

wo  man  aber  statt  c?  nicht  ohne  Weiteres  — n*  zu  setzen  hat. 
In  diesem  Sinne  sei  nun 

yi  =  (^i  +  %)^^ 

wo  x^  in  der  Zeit  unyeranderlich  und  u^  unendlich  klein  ist.    Dann  wird 
dy,  =  *ii,6«'  +  (a:i  +  i*i)6«'a, 
d«yi  =  dX^'  +  2*t*iC«'a  +  (a^  +  ^^'ü? 
=  [dV  +  2*1*1«  +  (a:,  +  f«i)««]c«'. 
Aber  wenn  sich  das  ganze  System  um  ai  dreht,  so  drehen  sich  auch 
die  inneren  Erilfte  um  denselben  Winkel,  und  wir  können  also  statt 
q^  schreiben  8S7 

Somit  erhalten  wir,  wenn  man  noch  mit  e"^^  multiplicirt,  die  Gleichung 
<JX  +  2*«,«  +  {x^  +  ti,)«»  =  «i'+  (pi  -  il')e-«'. 

Nun  hangt  aber  q^  von  der  gegenseitigen  Entfernung  der  Punkte, 

also  hier  von 

^t  +  «1  —  (^r  +  «*r). 
das  heisst  von 

^1  —  ^r  +  K  —  Wr) 

ab,  wo  Uj  —  u^  gegen  rcj  —  rc^  unendlich  klein  ist.  Somit  sondert  sich 
q^  in  zwei  Glieder,  von  denen  das  eine  die  t«  nicht  enthalt,  das  andere 
eine  lineare  Funktion  der  u  ist.  Jenes  sei  mit  q^'  bezeichnet,  dieses 
mit  9i,  so  können  wir  die  obigen  Gleichungen  in  je  zwei  Gleichungen 
sondern,  nämlich 

(12)  x^a^  =  g/',  •  •  •,  Xya^^  =  a«. 


Dreht  man  die  Strecke  ae^'  noch  weiter  um  den  Winkel  -;-  ßt,  so  hat  man 
die  Strecke  a  im  Ganzen  nm  den  Winkel  -r-  (a  +  9)^  gedreht.    Daher  ist 

von  welcher  Formel  im  Folgenden  Gebrauch  gemacht  ist  (für  ß  =  -.  a).    (A.  d.  H.) 

5* 
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die  den  Gleichgewichtszustand  bestimmen,  und 

d»«!  +  2dtt,a  +  1*1«»  —  9i  =  (Pi  -  ip)«~"' 


(13) 


d«tt,  +  2dtt,a  +  «,«»  -  9«  =  (P«~  i  l>)  «-«', 


welche  ganz  die  Form  der  im  §  5  behandelten  Gleichungen  haben, 
und  ihre  mittlere  Integration  liefert  dann  die  Bewegung  der  Ebbe  und 
Fluth.  Es  kommt  nur  noch  darauf  an,  die  rechten  Seiten  dieser  Glei- 
chungen (13)  in  elliptischen  Gliedern  zu  entwickeln.  Wir  nehmen 
zuerst  nur  ein  Gestirn  an,  und  zwar  sei  dasselbe  nahe  kugelförmig  xmd 
die  Entfernung  seines  Mittelpunktes  von  dem  Schwerpunkte  des  Systems 
unendlich  gross  gegen  die  Dimensionen  des  Systems.  Die  Anziehung, 
welche  eine  Kugel  durch  ihre  Gravitation  auf  einen  äusseren  Punkt 
übt,  ist  dieselbe,  als  ob  alle  ihre  Masse  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt 
wäre-  Es  sei  L  diese  Anziehung  in  der  Entfernung  1,  so  ist  sie  in 
der  Entfernung  e  gleich 


Nun  sei  r  die  Strecke  vom  Schwerpunkt  des  Systems  zum  Mittelpunkt 
der  Euirel  zur  Zeit 

^  t  =  0 

und  sei  q  die  Länge  von  r,  so  ist  zu  dieser  Zeit  p^,  mit  Uebergehung 
der  Glieder  von  höherem  Grade  der  Kleinheit,  der  Grösse  und  Rich- 
tung nach 

oder 

(r«-2[r|^J)* 
Das  giebt  entwickelt 

Dann  erhält  man,  da  die  x  vom  Schwerpunkt  des  Systems   aus 
genommen  sind  und  also 

2]x  =  0 
ist, 

1  L 

m  ^        Q^ 

Folglich  wird  zur  Zeit  ^  =  0  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (13)  gleich 
Nun  sei  während  der  Dauer  eines  Tages  die  Entfernung  des  Gestirnes 
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und  seine  Deklination  als  konstant  angenommen^  während  sich  seine 
Bectascension  in  der  Zeit  tum  ßt  ändere*)^  so  ist  zur  Zeit  t  erstens  f  r  in  2 

zweitens  x^  in 

übergegangen^  und  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (13)  wird 

Nun  ändert  sich  nach  dem  Begriff  des  inneren  Produktes  der  Werth 
desselben  nicht^  wenn  die  beiden  Faktoren  sich  um  gleiche  Axe  und 
um  gleiche  Winkel,  zum  Beispiel  um  den  Winkel  —  ßt  drehen**)  und 
man  erhalt,  wenn 

a  —  ß  =  y 

gesetzt  wird,  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (13)  gleich 

Es  sei  die  Länge  yon  x^  gleich  (iQ,  so  wird 
[r  I  x^e^^  =  (iQ^  cos  9, 
wo  (p  der  Winkel  zwischen  r  und  x^^*  ist.    Es  sei  rj  der  Winkel,  den 
die  Axe  a  mit  r,  und  d"  der  Winkel,  den  sie  mit  x^  bildet,  und  sei  o^ 
der  Winkel,  den  die  Ebene  ar  mit  der  Ebene  ax^,  also 

cDi  +  yt 
der  Winkel,  den  die  Ebene  ar  mit  der  Ebene  ax^e^^  bildet***),  so  ist 

cos  q)  =  cos  iy  cos  ^  +  siniy  sin  ^  cob((x)^  +  yt), 
also  erhalten  wir  obigen  Ausdruck 

=  -i"  { 3|[i[co8  iy  cos  d  +  siniy  sin  'ö'  008(07^  +  yt)]  rery*  —  x^], 

wo  man  noch  statt  r  setzen  kann 

n  +  U, 
indem  r^  in  der  Axe,  r,  im  Aequator  liegt^  also  statt  rery'  setzen  kann 

r,  +  r.e-r'. 
Setzt  man  dann  auch  noch  statt 

C08(a}i  +  yt) 

*)  Oenaner:  Aendert  sich  die  RectascenBion  in  der  Zeiteinheit  nm  n\  so  ist 
/J  =  »n.    (A.  d.  H.) 

**)  Besser:   Um   den  Winkel   — -  n't  drehen,  wobei   die  Strecken   mit  e"^^ 
mnltiplicirt  werden.    (A.  d.  H.) 

••^  Richtiger:   Da  n^n  ^  yl%^   so   ist   dieser  Winkel   ©j  +  y/tt  nnd   im 
Folgenden  nnter  dem  Zeichen  cos  an  die  Stelle  von  y  zu  setzen  y/t.    (A.  d.  H.) 
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seinen  Werth 

2  ^' 

so  übersieht  man  auf  der  Stelle^  dass  der  ganze  Aasdmck  aas  drei 
elliptischen  Gliedern  mit  den  Zeigern  0,  y  ^uid  2y  besteht ,  wo  y  die 
scheinbare  Winkelgeschwindigkeit  des  Gestirns,  also'  2% :  y  seine  schein- 
bare ümlanfszeit  ist**).  Tritt  nun  noch,  wie  es  bei  der  Ebbe  und 
Fluth  der  Fall  ist,  ein  zweites  Gestirn  hinzu,  welches  auf  die  Bewegung 
Einfluss  hat,  und  dessen  scheinbare  ümlanfszeit  2% :  y'  ist,  so  treten 
noch  zwei  elliptische  Glieder  mit  den  Zeigern  y'  und  2y'  hinzu.  Be- 
zeichnen wir  diese  f&nf  elliptischen  Glieder  für  den  ersten  Punkt  mit 

A.O*     A,y>     Ä,ly^     A,y'^      ft,«r'' 

so  wird  die  erste  der  Gleichungen  (13) 

(14)  <I*i<i  +  2«tiia  +  Mia»  — 9l=ft^o+l>l.y  +  Ä,Jy+A.y+Pl.ly• 
Darau8  ergiebt  sich,  da  bei  der  Ebbe  und  Fluth  nur  die  mittlere 

Bewegung  ins  Auge  gefasst  wird,  f&r  ti^  gleichfalls  eine  Summe  von 
fOnf  elliptischen  Gliedern  mit  denselben  Zeigern,  also 

(15)  «1  =  «*1.0  +  «l.y  +  «*l,Jy  +  Wl.y'  +  «*l,»yi 

wenn  u^^y  u^^^  u.  s.  w.  elliptische  Glieder  mit  den  Zeigern  0,  y  u.  s.  w. 
darstellen.  Entsprechend  sind  die  Gleichungen  für  jeden  andern  Pimkt. 
Das  erste  Glied  u^  ^  giebt  an,  um  welche  Strecke  die  durch  die  Gestirne 
bestimmte  mitÜere  Lage  des  ersten  Punktes  yon  seiner  Gleichgewichts- 
lage abweicht.  Die  andern  vier  Glieder  geben  die  Bewegung  des 
Punktes  um  seine  mittlere  Lage  an.  Es  ergiebt  sich  daraus  der 
Hauptsatz  fdr  die  Theorie  der  Ebbe  und  Fluth: 
289  ,J)ie  Bewegung,  welche  jeder  Punkt  des  Meeres  bei  der  Ebbe 
und  Fluth  vollendet,  ergiebt  sich  durch  die  Literferenz  von  vier  ellipti- 
schen Bewegungen,  von  denen  zwei  dieselbe  ümlanfszeit  haben,  wie 
die  scheinbare  ümlanfszeit  der  Sonne  und  des  Mondes  beträgt,  und 
die  zwei  andern  eine  halb  so  grosse  ümlanfszeit.^^ 

Jedes  elliptische  Glied  enthalt  vermöge  seiner  Form 
a  cos  y^  -f-  ^  sin  yt^ 

wo  a  und  h  Strecken  sind,  sechs  algebraische  Konstanten,  also  die 
vier  elliptischen  Glieder  zusammen  24.  Sind  diese  24  Eonstanten  f&r 
einen   Punkt   des   Meeres   durch  Beobachtung   geAmden,   so   ist  dann 

*)  Auch  hier  wäre  y/t  f ür  y  zu  setzen.    (A.  d.  H.) 

2t9r 

**)  Besser  würde  man  sagen:  Die  Zeiger  sind  0,  y/i  und  2y/f\  und ist  die 

scheinbare  Umlaufszeit.    (A.  d.  H.) 
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die  Bewegnng  des  Punktes  genau  bestimmt.  Soll  aber  nur  die  Hohe, 
also  nur  das  Sinken  und  Steigen  bestimmt  werden^  so  hat  man  nur 
die  Projektionen  jener  Strecken  a,  b  und  so  weiter  auf  die  vertikale 
Linie  zu  beachten^  man  erhält  also  dann  acht  Eonstante  in  XJeberein- 
Stimmung  mit  La  Place  m^canique  eheste  IV,  3.  {Oeuvres  Bd.  11, 
S.  182ff. }  Jene  24  Konstanten  sind  an  sich  durch  die  inneren  Kräfte 
(Gfravitation  und  Elasticiiät)  bedingt  und  also  nur  dann  theoretisch  zu 
bestimmen,  wenn  die  Beschaffenheit  des  Systems  vollständig  gegeben  ist. 
Nimmt  man  statt  der  m  Puukte  eine  im  Räume  stetig  verbreitete 
Materie  an,  so  hat  man  in  den  Gleichungen  (12)  statt  ^i,  -  *  -  x^  eine 
variable  Strecke  x  im  Räume  zu  setzen,  und  die  Gleichung  wird 

(12*)  xa^  =  «", 

wo  q"  eine  Funktion  von  x  ist.  Diese  Gleichung  bestimmt  das 
Gleichgewicht  des  Systems.  Dann  wird  in  den  Gleichungen  (13)  und  (14) 
statt  u^y  '  * '  u^  die  von  x  abhängige  Grösse  u  gesetzt  werden  müssen 
und  die  Gleichung  (14)  wird 

(14*)     d^u  +  2du,a  +  u.a^  —  (p  ^p^  +  Py+P%y  +  Py  +  Piyy 

wo  w,  Pqj  Py,  ' ' '  Funktionen  von  x  sind  und  (p  eine  in  Bezug  auf  u 
lineare  Funktion  von  x  und  u  ist.     Die  Gleichung  (15)  wird  dann 

(15*)  t«        =        t<0        +         tiy        +         Wjy         +         tiy,         +        tljy,, 

wo  die  elliptischen  Glieder  zugleich  Funktionen  von  x  sind,  also  zum 

Beispiel 

Wy  =  a,  cos  yt  +  6,  sin  yt 

ist,  wo  a^,  6,  Funktionen  von  x  sind. 

Will  man  die  Oberfläche  des  Meeres  haben,  wie  sie  sich  durch 
die  Ebbe  und  Flut  zu  jeder  Zeit  gestaltet,  so  hat  man  x  auf  die 
Punkte  der  Oberfläche  zu  beschränken.  Dann  wird  die  Gleichung  (12*) 
die  Gleichung  der  Oberfläche  beim  Gleichgewicht  (die  äusseren  Kräfte 
Null  gesetzt).  Wir  können  diese  Gleichung  in  der  Form  dargestellt 
denken,  dass  x  eine  Funktion  ihrer  Richtung  |  wird,  das  heisst  Funk- 
tion einer  Strecke  |,  die  mit  x  gleiche  Richtung  hat,  aber  deren 
Länge  1  ist. 

Dies  ist  die  wesentliche  Idee  der  Polarkoordinaten.  Die  Gleichung 
der  Oberfläche  zur  Zeit  t  ergiebt  sich  dann  leicht,  da 

war  und  u  gefunden  ist.  Erhebt  man  diese  Gleichung  aufs  (innere) 
Quadrat,  so  erhält  man 

f  =  x'-\-2[x\ul 
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840  da  wir  das  letzte  Glied  u'  als  yon  f  höherer  Ordnung  der  Kleinheit 

weglassen  können.  Ist  nun  z  die  Projektion  Ton  u  auf  x  (oder  anf  £), 
so  erhält  man 
(16)  y«  -=  a:*  +  2a:jEr 

als  Gleichung  der  Oberfläche  zur  Zeit  t  Hier  besteht  ß  aus  fUnf 
elliptischen  Gliedern  mit  den  Zeigern  0^  y^  2y,  y\  2y\  aber  diese 
elliptischen  Glieder  haben  hier  die  Form^  dass  ihre  Koefficienten  nicht 
Strecken,  sondern  Zahlengrössen  sind,  welche  Ton  %  abhängen. 

Es  ist  in  dem  Obigen  die  Ebbe  und  Flut  nur  in  der  ersten  An- 
näherung bestimmt  Will  man  eine  höhere  Annäherung  erzielen ,  so 
muss  man  dennoch  die  hier  entwickelte  Theorie  zur  Grundlage  nehmen, 
und  dann  die  zweite  Animhemng  in  entsprechender  Weise  behandeln, 
wie  dies  in  der  Theorie  der  seculären  Störungen  der  Planeten  geschieht 

Stettin,  den  31.  März  1877. 


IIa.   Selbstanzeige  der  Abhandlung: 
Die  Mechanik  nach  den  Principien  der  Ansdehnnngslehre. 

(Koenigsbergen  Repertoriom  Bd.  11,  S.  62—64.    Leipzig  1879.) 

68  Die  Begriffe  der  Ausdehnungslehre  (von  1862  {Ges.  Werke  I,  2}), 

welche  in  dieser  Abhandlung  benutzt  sind,  sind  der  Begriff  der  Strecken 
(n.  216,  b)  und  ihrer  Addition  (n.  220),  femer  des  äusseren  oder  com- 
binatorischen  Produktes  zweier  (n.  254)  oder  dreier  Strecken  (n.  262), 
femer  des  inneren  Produktes  zweier  Strecken  (n.  188)  und  endlich  der 
Begriff  des  partiellen  Differentialquotienten  einer  algebraischen  Funktion 
f  von  Punkten  ^i,  ^,  •  •  •  in  Bezug  auf  einen  derselben,  zum  Beispiel 

-^  f  (n.  436  ff.).     Aus   diesen   Begriffen   werden   nun  theils  die  allge- 

meinen  Gesetze  der  Mechanik,  theils  besondere  Gesetze,  namentlich  die 
der  Ebbe  und  Flut  abgeleitet. 

Ist  nämlich  x  die  Strecke,  die  von  einem  willkürlichen,  aber  festen 
Punkte  nach  dem  sich  bewegenden  gezogen  ist,  und  die  also  diesen 
Punkt  selbst  zur  Darstellung  bringt,  und  wird  der  vollständige  Diffe- 
rentialquotient nach  der  Zeit  mit  S  bezeichnet,  so  stellt  8x  die  Ge- 
schwindigkeit, S^x  die  Beschleunigung  des  Punktes  x  ihrer  Grösse  und 
Richtung  nach  dar.  Ist  nun  p  die  Kraft  oder  die  geometrische  Summe 
der  Eräffce,  die  auf  den  Punkt  x,  dessen  Masse  als  1  gesetzt  wird, 
wirken,  so  erhält  man 

Cl)  ö^x  =  p  (Bewegung  des  einzelnen  Punktes). 


L. 
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Hat  man  einen  Verein  von  Punkten,  deren  Massen ,  ohne  der  Allge- 
meinheit zu  schaden,  1  gesetzt  werden  können,  so  hat  man  in  f  Bezug  63 
auf  den  Verein  äussere  und  innere  (zwischen  den  Punkten  des  Vereins 
wirkende)  Kräfte  zu  unterscheiden.  Die  geometrische  Summe  der  inneren 
Kräfte  (das  heisst  die  Summe  der  als  Strecken  gedachten  Kräfte  dieser 
Art)  ist  Null.  Besteht  nun  der  Verein  aus  m  solchen  Punkten,  so  dass 
also  m  die  Masse  des  Vereins  ist,  so  hat  man  nach  dem  Obigen  die  m 
Gleichungen  d^Xj^  =jpj^  . .  .^  d^x^  ^=Pm'  Stellt  nun  s  den  Schwerpunkt 
des  Vereins  dar,  das  heisst  ist  j?!  +  •  •  •  +  a?^  =  ms,  so  erhält  man 
durch  Addition  jener  m  Gleichungen  unmittelbar 

(2)  mö^s  =  p  (Bewegung  des  Schwerpunktes), 

wo  p  die  geometrische  Summe  der  äusseren  Kräfte  ist.  Setzen  wir 
nun  in  obigen  m  Gleichxmgen  i^i  =  s  +  Vi,  •  •  •,  ^m  "==  ^  +  Vm  ^^^  ^^** 
d^s  den  gefundenen  Werth  pim,  so  erhalten  wir 

(3)  d^y,  =Pi  —  ^p,'"y  d^x^  =p^  —  ^p 
(Bewegung  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt). 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  (1)  äusserlich  mit  j:,  also  [xd^x]=[xp'], 
so  kann  man  statt  [xd^x]  auch  dlxdxl  schreiben,  weil  \dx .  dx"]  nach 
den  Gesetzen  der  äusseren  Multiplikation  Null  ist,  und  wendet  man 
dies  auf  die  m  Gleichungen  des  Vereins  an  und  addirt,  so  erhält  man 

(4)  SUIxöx]  =  Ulxp] 
(Flächenbewegung  in  Bezug  auf  einen  festen  Punkt). 

Auch  hierbei  heben  sich  die  inneren  Kräfte  weg. 

Multiplicirt    man    ebenso    die    Gleichungen    (3)    äusserlich    mit 

Vif' ' '  Vm  ^^^  addirt,  so  heben  sich,  da  t^i  +  '  *  +  y«  ^^^^"^  ^®°^  B®" 
griff  des  Schwerpunktes  Null  ist,  die  negativen  Glieder  fort  und  es  wird 

(5)  Si:[ydy]=^S[yp] 
(Flächenbewegung  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt). 

Die  Gleichung  (1)  innerlich  mit  dx  multiplicirt,  giebt  zunächst 
[ö^x  I  öx]  =  [p  I  dx']]  aber  es  ist  [d^x  |  dx]  =  \d[dx  \  dx]  und  wendet 
man  dies  auf  die  m  Gleichungen  des  Vereins  an  und  addirt,  so  er- 
hält man 

d2:\[dx\dx]  =  2:[p\  dx]     (Arbeitsgleichung). 

Ich  habe  gezeigt,  dass  die  einfache  Kraft  p^,  mit  der  ein  Punkt 
x^  auf  einen  andern  x^  wirkt,  eine  Funktion  f(r)  der  gegenseitigen 
Entfernung  r  der  beiden  Punkte  sei  und  in  der  Richtung  x^  —  x^ 
liege,    ferner    dass,    wenn    Z/^^    das    Integral    von    fr .  dr    ist,    dann 

Pii  =  ^'  ^i^y  ^^^  Pii  =  Y~  ^lä   ^®^'     ^1«    heisst   das  Potential   zwi- 
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sehen  den  Punkten  x^  und  ^r,.  Ist  nun  V  die  Summe  aller  Potentiale 
64  zwischen  je  zwei  f  Punkten  des  Vereins,  also  das  vollständige  innere 
Potential y  und  ist  U  das  gesammte  äussere  Potential^  das  heisst  die 
Summe  der  Potentiale  zwischen  je  einem  äusseren  und  inneren  Punkte, 
so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (6)  in 

(7)      }  2J[dx  \dx]=r  +/2[Ä  ^  '  *^]     (P^tentialgleichung). 

Die  Art,  wie  sodann  die  Beschränkungen  in  der  Bewegung  eines 
Vereins  auf  Potentiale  zurückgeführt  werden,  ist  von  der  gewöhnlichen 
Darstellung  nicht  wesentlich  verschieden.  Dagegen  ist  ganz  neu  der 
Begriff  der  mittleren  Integration  der  Bewegungsgleichungen  und  seine 
Anwendung  auf  die  Theorie  der  Ebbe  und  Flut. 

Mittlere  Integration  der  Bewegungsgleichuugen  nenne  ich  diejenige, 
bei  welcher  die  Beweglichkeit  des  Vereins  am  geringsten  ist,  und  die 
so  hervorgehende  Bewegung  nenne  ich  mittlere  Bewegung.  Bei  der 
Theorie  der  Ebbe  und  Flut  wird  nun  diese  letztere  gesucht. 

Um  die  Resultate  einfach  aussprechen  zu  können,  habe  ich 
den  Begriff  des  elliptischen  Gliedes  aufgestellt.  Ich  nenne  nämlich 
a  coB  xt '{'  b  Bin  xty  wo  a  und  b  beliebige  Strecken,  x  eine  beliebige 
Zahl  und  t  die  Zeit  ist,  ein  elliptisches  Glied  mit  dem  Zeiger  x.  Es 
stellt  nämlich  dies  Glied  eiue  Strecke  dar,  die  an  einen  festen  Punkt 
Punkt  gelegt,  eine  Ellipse  in  der  Zeit  27t  :x  nach  einem  sehr  ein- 
fachen Gesetz  durchläuft. 

Es  ergeben  sich  dann  folgende  zwei  Sätze: 

„Wenn  die  Bewegung  eines  Vereins  von  Punkten  durch  lineare 
Differentialgleichungen  dargestellt  wird,  so  entsprechen  bei  der  mittleren 
Bewegung  den  elliptischen  Gliedern,  welche  in  dem  Ausdruck  der  Kraft 
vorkommen,  elliptische  Glieder  von  denselben  Zeigern  in  allen  Strecken, 
welche  von  einem  festen  Punkt  nach  den  beweglichen  Punkten  gezogen 
sind,  und  zwar  sind  die  Koefficienten  dieser  Glieder  durch  die  gegebenen 
Gleichungen  vollkommen  bestimmt." 

Für  die  Theorie  der  Ebbe  und  Flut  lautet  der  Satz: 

,J)ie  Bewegung,  welche  jeder  Punkt  des  Meeres  bei  der  Ebbe  und 
Flut  vollendet,  ergiebt  sich  in  erster  Annäherung  als  Interferenz  von 
vier  elliptischen  Bewegungen,  von  denen  zwei  dieselbe  Umlaufszeit 
haben,  wie  die  scheinbare  Umlaufszeit  der  Sonne  und  des  Mondes  be- 
trägt und  die  zwei  anderen  eine  halb  so  grosse  Umlaufszeit." 

Stettin.  H.  Grassmann. 


Ans  dem  NacUass. 

m. 

Drehimgeii  um  einen  Pnnkt 

(Nenbearbeitet  1877.) 

§  1.   Wenn  a,  b,  c  Strecken  von  der  Lange  Eins  sind,  a  eine  Zahl, 

60   drückt  a'  die  Drehung  um  die  Axe  a  aus  mit  dem  Winkel  a,  so 

dass  also,  wenn 

xa^  =  x^ 

ist,  Xi  die  Strecke  bedeutet,  welche  mit  a  denselben  Winkel  bildet 
wie  die  Strecke  x  und  durch  Drehung  um  a  mit  dem  Drehungswinkel 
a  hervorgeht;  das  Zeichen  sei  dabei  so  gewählt,  dass  [aa:a;^]  positiv 
ist,  wenn  sin  et  >  0  ist 

§  2.  Die  Winkelgrösse  ^hc  wird  einer  andern  solchen  -^  de 
dann  und  nur  dann  gleichgesetzt,  wenn  6,  c,  (2,  e  in  einer  Ehene  liegen 
und  ^bc  mit  <^  de  der  absoluten  Gh-össe  und  dem  Zeichen  nach  gleich 
ist)  und  es  bedeutet 

X'  ^bc 

die  Strecke  x^  in  welche  die  Strecke  x  übergeht,  wenn  das  feste  System 
dem  X  angehört,  um  eine  zur  Ebene  bc  senkrechte  Axe  sich  so  dreht, 
dass  b  ixL  c  übergeht     Unmittelbar  hieraus  folgen  die  Gleichungen 

§  3.  aa''    =  a, 

§  4.  a^+z'  ^a^'aP, 

§  5.  a^"    =  1, 

§  6.  xa"    =  —  X  wenn  x  JLa, 

wenn  x  und  y  gleichlang  und  der  Winkel  zwischen  beiden  doppelt  so 
gross  ist,  wie  zwischen  x  und  a,  also  -^  xa  ^^  -^  ay,  ^xy  =  ^  2xa 
oder  y  =  X  "^  2xa  (nach  §  2)  ist 

{Bei  dem  Produkte  xa^b^d^  •  •  •  wird  angenommen,  dass  man  von 
links  nach  rechts  operire,  dass  also  auf  die  Strecke  x  zuerst  die 
Drehung  a",  dann  auf  die  so  entstehende  Strecke  die  Drehung  6^,  •  •  • 
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angewandt  werde.     Dabei  seien  bei  der  Drehung  um  a  die  Strecken 
b,  c,' ' ',  bei  der  um  6  die  t,  •  •  •  jeweils  im  Räume  fest}*) 
§  8.    Hauptsatz.    Es  ist 

a^6«  =  ^  2aby 

das  heisst  a^b''  stellt  die  Drehung  um  die  Winkelgrosse  -^2 ab  dar. 
Beweis:  Es  sei  c  senkrecht  gegen  a  und  by  so  ist  (nach  §  6) 

ca"  =  —  c, 
also 

cä^b"  =  —  cb"  =  c, 

das  heisst  c  ist  die  Drehaxe.  Femer  ist  (nach  §  3)  aa"  =  a,  also 
(nach  §  7) 

aa^b'^  =  ab''  =  o  •  -^  2abj 

das  heisst  a  geht  in  die  um  den  Winkel  2  ab  abweichende  Ghrosse  über. 
§  9.    Zusatz.    Ist  c  senkrecht  gegen  a  und  b  und  a  der  Winkel 
von  a  zu  b,  so  ist 

§  10.    Hauptsatz  für  die  Zusammensetzung  der  Drehungen. 

^2ab'^  2bc  =  ^  2ac 

Beweis.    Es  ist  (nach  §  8) 

^  2ab  =  a^ft", 
also 

^2ab'^  2bc  =  a'^b''  -  b'^c^  =  a''6«''c* 

(nach  §  4),  oder  (nach  §  5  und  8) 

=  a^c^  =  <^  2ac. 
§  11.     Wenn  x  gegen  a  senkrecht  ist^  so  ist 
xa^  ==  a;  cos  a  +  I  [c^^]  sin  «• 

Beweis.    Denn  es  sei  xa^  =  y,  so  sollte  [axy]  positiv  sein^  wenn 
sin  a  positiv  ist     { Dies  ist  der  Fall,  denn  die  Formel  giebt 
[axy]  =  [ax  \  ax]  sin  a, 

was  mit  sin  a  gleiches  Zeichen  hat| .  Ist  nun  x  =  Ac,  wo  A  eine  Zahl  ist 
und  c  die  Länge  Eins  hat,  so  ist  xa^=^  k(f.  Aber  ca"  drückt  die  Drehung 
in  der  gegen  a  senkrechten  Ebene  aus;  es  sei  q  senkrecht  gegen  a 
und  Cj  mit  beiden  gleichlang  und  so  gewählt,  dass  es  durch  eine  positive 

Drehung  um  —  aus  c  hervorgeht,  so  ist,  wenn  [acq]  =  1  gesetzt  wird, 

ca"  ==  c  cos  a  +  ^1  sin  a. 

•)  A.  d.  H. 
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Aber  es  ist  q  =  |  [ac],  daher 

ca"  =  c  cos  «  +  I  [^^]  sin  a. 

Dies  mit  A  multiplicirt  giebt  die  obige  GleichuDg. 

§  12.     Allgemein  hat  man^  wenn  x  beliebig  gegen  a  liegt; 
xa""  =  [a  I  x]  a(l  —  cos  a)  -}-  x  cos  a  -\-  \  [ax]  sin  a. 

Diese  Oleichung  giebt  die  Zurückf&hrong  der  Drehung  auf  die  Summe 
von  Strecken. 

Beweis.     Es  ist  stets 

X  =  [a  \  x]a  -}-  (x  —  [a  \  x] a). 

Hier  ist  der  zweite  Theil  senkrecht  gegen  a,  weil  sein  inneres  Produkt 
mit  a  gleich  Null  ist,  also  erhalt  man  (nach  §  3  und  §  11) 

a:a"  =  [a  \  x]a  -]-  (x  —  [a  \  x]a)  cos  a  +   \  [ax]  sin  a, 

was  zu  beweisen  war. 
§  13.  Es  ist 


xa  —  ax 


Beweis.     Die  linke  Seite  ist  (nach  §  12) 

ia a 

-j^ =  [a  I  a;]  a  sin  a  —  o?  sin  a  +  |  [ax]  cos  a  =  |  [a  •  xa"]. 

§  14.    Die  Formel 

X  j^  a^da  =  ([a  \  x]da -^  [da  \  x]a)  (1  —  cos  a)  +  |  [^(^  •  a:] sin  a 

folgt  unmittelbar,  wenn  man  (12)  nach  a  diflferenziirt.    Wenn  a  sich  um 
da  ändert,  so  muss  da  senkrecht  gegen  a  sein,  weil  a  -\-  da  Axc  Länge 
Eins  haben  soll,  also  (a  -f-  da)^  =  a',  [a  \  da]  =  0  sein  muss. 
§  15.     Man  kann  setzen 

x^a«da=  I  [qy], 

wo 

q  =  I  [ada]  -—  (  |  [ada])a'' 

die  instantane  Drehaze  und  y  =  xa"  ist. 

Beweis.    Es  seien  e|,  e^,  e^  drei  aufeinander  senkrechte  Strecken 
von  der  Länge  Eins  (so  dass  [[e^^]  =  e^  ist}  und  es  werde 
e^a"  =  a^,    e^a"  =^  a^,    e^a" -=^  a^, 

Q  =  ii^i  +  9i(h  +  is^h 
gesetzt,  so  muss  sein,  wenn  das  partielle  Differential  nach  a  durch  d 
angedeutet  wird,  ( falls  der  Ansatz  dy  =  \  [qy]  richtig  ist} 

da,  =  I  [20,],    da,  «=  |  [qa^],    da,  =  |  [ja,]. 
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Also 

Da  aber 

Koi  I  as«fl  =  0,     K«»  I  «1«»]  =  1 
ist,  80  folgt 

Ebenso  wird 

{Dagegen  wird 

Um  nun  diese  Ausdrücke  möglichst  einÜEM^h  zu  gestalten ,  wählen  wir 
r^  =  a^  e^  parallel  mit  düy  nämlich  da  »>  ye^y  wo  y  eine  Zahl.  Dann 
wird  (nach  §  11) 

Ol  =  6^  COS  a  '\-  e^^inuy 

0,  s>  6^  COS  a  •—  6^  sin  a. 
Ferner  (nach  §  14) 

—  doi  ==  —  e^  •  da*  =  «f  (1  —  cos  a)  —  e,  sin  a, 
yda,  =  e,(l  -cos«), 

—  da,  =  e|  sin  a. 
Daraus  folgt 

—  g^i  =  [e^  •  (c^  cos  a  +  e,  sin  a)  •  e^  (1  —  cos  «)]  =  0, 

—  ft  =  [^  «8  «1  8Ü1  a]  =  sin  a, 
y 

—  jj  =  [ej  ßj  e^  (1  —  cos  «)]  =  cos  a  —  1; 
also 

y  g  =  Oj  sin  a  +  0,(008  a  —  1)  =  e,  —  Cja*'  =  |  [e^e,]  —  (  |  [e^CiDo«, 
2  =  I  k  •  ye,]  -  (  I  K  .  yc,])a-  =  |  \ada\  -  (  |  [ada])a«.*) 


**)  um  die  Richtigkeit  zu  bestätigen  berechne  man  mit 
5  =  (1  —  CO8  a)  I  [ada\  -j-  sin  a  •  da 
I  by]  =»  (1  —  cos  a)"  [a  I  a;]  [ada  |  a]  +  cos  « (1  —  cos  a)  [ada  |  «] 
—  sin  a  (1  —  cos  a)  [a  |  o;]  |  [ada\  —  sin  a  cos  a  [  |  a;  •  |  da] 
4-  (1  —  cos  a)  sin  a \ada  •  ax]  4~  sin*« [  |  da  •  ao;]. 
Aber  nach  ^  Nr.  180  und  181  folgt,  weil  [a  |  dd\  »  0, 
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§  16.    Wenn 

xa''  =  y 
und 

g  =  ada  +  I  \ada\  —  (  |  \add^  o* 
ist,  so  ist 

dy=  I  by]- 

Dieser  Satz  fasst  (§  13)  und  (§  15)  zusammen;  q  heisst  die  instantane 
Drehung. 

Anm.    Es  ist  a^  nur  definirt  sofern  a  die  Länge  Eins  hat.    Dagegen  wird 
{yiiif  noch  zu  definiren  sein.   Die  Definition  muss  so  sein,  dass  sie  fOr  die  Ebene 

stimmt.     Dann  empfiehlt  sich  unter  a^  die  Drehung  um  den  Winkel  a—  zu  ver- 

stehen.  In  diesem  Falle  wird  a  nur  eine  Vertretung  von  •  =  y —  1  und  es  wird 
dann  (n»)"  =  n"»",  also  allgemein  tC^cl*,  Doch  wegen  des  Differentiales  wird 
man  bei  der  alten  Auffassung  bleiben  und  a  in  a"  als  eine  Vertretung  des 

£  =  cos  1  +  »  sin  1  sss  c* 

setzen  kGnnen.  Ja  es  wOre  zweckmässig  «  statt  a  als  Symbol  einzuführen  und 
die  verschiedenen  Axen  durch  Indices  zu  unterscheiden. 

§  17.    Wenn  A  ein  LinienÜieil  von  der  Länge  Eins,  x  ein  Punkt, 
«  ein  Winkel  ist,  so  bedeutet 

xA"" 

die  Drehung  um  die  Axe  A  mit  dem  Winkel  a,  so  dass  also,  wenn 

ist,   x^   den  Punkt  bedeutet,   der  aus  x  hervorgeht,   wenn  das  starre 
System  (a?,  Ä)  \xm  A  sich  dreht  und  dabei  den  Winkel  a  beschreibt. 
§  18.     Wenn  a  unendlich  klein  ist,  so  ist 
xA^  =  x  -|-  a  I  \xAl\^ 

wo  I  \xA\  die  Strecke  bedeutet,  welche  die  Er^nzung  des  Ausdehnungs- 
werthes  von  \_xÄ\  ist.*) 

§  19.     Wenn  a  imendlich  klein  ist  und  jp  eine  Strecke,  so  ist 

\ada  \x\^\a\x\äa  —  \x\  dd[  a,    \ada  |  a]  =  [a  |  a]  da  =  da, 
\ax  I  da\  —  —  [x  I  da]  a, 
[a  I  a]  \da  -  x\  —  \a\x\  \da  •  a]  =  [a  •  da  •  x  |  a]  =»  [a  •  da  •  ds]  |  a. 
Nimmt  man  in  der  letzten  Formel  die  Erg&nzxmgen,  so  kommt 

\ada  •  ax]  =  a  [a  •  da  •  ar]  =  [a  |  a]  |  [da  -  x]  —  [a\  x]\  [da  •  a]. 

Setzt  man  diese  Werthe  ein  und  reducirt,  so  ergiebt  sich  die  Formel  im  Beginn 
der  Nr.  16.    (A.  d.  H.) 

•)  Ist  -<4  =  ab,  wo  a  xmd  h  Punkte,  so  soll  |  [xÄ]  =  |  [(a  —  x)  (p  —  x)]  sein. 
(A.  d.  H.) 
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Beweis.     Sei  p  =  x  —  y,  wo  x  und  y  einfache  Punkte,  so  ist 

pA'  =  (x  —  y)A'' 

=  a;  +  «  I  [xAl  —  y  —  a  I  [y J] 
=  ar  — y  +  a  I  [(x  — y)^]. 

§  20.     Wenn  a  und  ß  unendlich  klein  sind,  so  ist 
xA'B^  =  a;  +  «  I  [«J.]  +  ß  \  {xE\ 

=  a;  +   I  \xS\, 
wenn  man 

S  =  aA  +  ßB 
setzt. 

Beweis.    Es  ist 

xA'Sf  =  (a;  +  «  I  [a;^])B»  =  a;B*  +  a(  |  [a:^])B» 

=  ar  +  /J  I  [a;.B]  +  «  I  [a;^]  +  «/J  I  [  I  [a;^]  •  JB], 

WO  das  letzte  Glied  von  höherer  Ordnung  ist^  also  wegfallt. 

§  21.  Wenn  x  in  x  '\'  \  \xS'\  übergeht,  so  nennen  wir  S  das 
Yerschiebungssystem  und  \[xS^  die  Verschiebung  des  Punktes  x. 

§  22.  Bei  unendlich  kleinen  Axendrehungen  summiren  sich  (nach 
§  20);  die  Verschiebungssysteme  und  jede  unendlich  kleine  Bewegung 
lässt  sich  als  Verschiebung  darstellen,  also  aus  unendlich  kleinen  Rota- 
tionen um  zwei  Axen  zusammensetzen. 

§  23.  Jede  Linie,  die  mit  dem  Verschiebungssystem  äusserlich 
multiplicirt  Null  giebt,  verschiebt  sich  senkrecht  zu  sich  selbst. 

Beweis.  Es  sei  xy  die  Linie,  also  \xyS^  =  0;  dann  ist  |  [xS^ 
die  Verschiebung  von  x\  aber  dann  ist  y  —  x  auf  dieser  Verschiebung 
senkrecht.     Denn  es  ist 

[(y  -x)\\  {xS]\  =  [(y  -  x)xS^  =  [ya:S]  =  0.*) 

§  24.  Die  Verschiebung  der  Linie  xp^  wo  x  ein  Punkt  und  p 
eine  Strecke,  in  ihrer  eigenen  Richtung,  ist 

^\jpxS]'P, 

oder  wenn  p  die  Länge  Eins  hat, 

=  {pxS]'P. 


♦)  Hier  ist  ||[a;<Si]  nicht  =  [asiS],  sondern^  wenn  S=^aah-\-ßa^h^  ist,  ist 
[|  [jr5]  =  a[(a  —  rc)  (6  —  a;)]  +  j?[(a,  —x)Q>i—  x)\.  Weil  aber  bei  dem  Produkte 
[y  —  ^)  II  ^S]  ^^  Rechnung  mit  Strecken  angewandt  wird  (SC,  §  S30ff.),  ist 
[(y  —  x)  (a  —  x)  (p  —  x)]  eine  Zahl  und  zwar  ==  [yxab]^  wenn  hiebei  die  Punkt- 
rechnxmg  benutzt  wird.  Aehnlich  ist  [(y  —  rc)  (o^  —  x)  (5i  —  ^)]  =  [y  ^«i  ^iJ  und  daher 
l(y  -  «)  II  [«^]1  -=  « [ysiab]  +  p [yÄOj h^]  =  [yxS]. 
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Beweis.    Es  sei  |  [xS]  =  ajp  +  g,  wo  a  eine  Zahl  und  [p  |  ff]  =  0 
ist.    Also  p  Yorgefügty  das  heisst  p  mit  der  Ergänzung  multiplicirt, 

woraus  die  obigen  Resultate  folgen. 

IV. 
Bewegung  eines  anf  einer  festen  Fläche  gleitenden  festen  KOrpers. 

§  1.     Wenn  die  Strecke  x  aus  den  drei  Gleichungen*) 
[:r  I  o]  =  a,     [x\b]  =  /J,     [x\c]  =  y, 

in  welchen  a,  b^  c  Strecken,  a,  ß,  y  Zahlen  bezeichnen,  zu  bestimmen 
ist,  so  kann  man  setzen 

o:  =  A  I  [6c]  +  ^  I  [ca]  +  V  I  [»&], 

unter  A,  ft,  v  Zahlen  verstanden.     Dann  ergiebt  sich 

a  =  A[a6c],    /}  =  (i[a6c],    y  =  i/[a6c], 
sodass 

«1  [6c]  +  p  I  [cg]  +  y  I  [gft] 

wird,  wenn  [aJc]  =4=  0  ist- 

§  2.     Drei  Punkte  rr,  y,  s  seien  fest  verbunden  und  ihre  virtuellen 
Verrückimgen  8x^  dy,  dz  an  drei  Gleichungen 

[p\ix]-0,    [q\iy]  =  0,    [r\Sz]  =  0 

geknüpft,  wie  sie  sich  ergeben  würden,  wenn  die  drei  Punkte  auf  ge- 
gebene Flächen  gebannt  wären.  Wegen  der  festen  Verbindung  ist 
(js  —  xy  und  (jg  —  y)*  constant,  daher 

[(e-x)  I  iSz-dx)]  =  0,    [(z-y)  \  (_8s,-dy)-]^0. 
Es  muss  also,  wenn 

y^z  =  x\    is  —  x  =  y\    x  —  y  =  0' 
gesetzt  werden,  dz  die  Gleichungen  erfüllen 

[r\de]==0,    b'\dg]=^\i,'\Sxl    [x'\8z]==[x'\dyl 
Nach  dem  in  §  1  gefundenen  Resultat  ergiebt  sich  folglich 
«^  =  i^^j  ib'  I  Sx]  I  [«V]  +  [X'  I  dy]  I  [ryl). 

um  dy  zu  bestimmen  hat  man  die  Gleichungen 
[jl«y]  =  o,    [*' I  *y]  -  [*' 1  M- 

^  Der  geBammte   Text  ist   vom   Herausgeber;   im  MS.   ist  die  Folge   der 
Formeln  eine  andere. 

Graasmann,  Werke.  IL  S.  6 
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Nimmt  man  dazu  noch  die  Gleichung 

[c  I  dy]  =  dv, 
wo  die  Strecke  c  und  die  Zahl  dv  ganz  willkürlich  sind,  so  folgt 

V. 
Einige  Seliwerpiinktsbestimiiinngen. 

§  1.    Der  Schwerpunkt  s  des  ebenen  Vierecks  abcd  (Fig.  8) 
ergiebt   sich^   wenn  man   die  Diagonale  ac   zieht, 
durch  die  Formel 
3sF=  (a  +  b  +  c)  (ahc)  +  {a  +  c  +  d)  (cda), 

{wo  (abc),  (cda),  V  die  Inhalte  der  Dreiecke 
abc,  cda  und  des  Vierecks  bezeichnen.  Die  rechte 
Seite  ist} 

=  (a  +  b  +  c  +  c[)r—[d(abc)  +  b(cda)l 

Die    letzte   Summe    stellt   einen   vielfiachen   Punkt 
vor,  der  in  bd,  also  {der  Symmetrie  wegen}  auch 
in    aCy    also    in    dem    Dtu-chschnittspunkt    beider 
liegt  und  =  eV  ist.    Somit  findet  sich 

35F  =  (a  +  6  +  c  +  d  -  e)F, 
Ss  =  a  +  b  +  c  +  d  —  e. 
§  2.     Anderer  Beweis.     Es  ist 
35F=  (a  +  b  +  e)  (abe)  +  (J  +  c  +  e)  {bce)  +  (c  +  rf  +  e)  (cde) 

+  (rf  +  a  +  e)  (dea) 
=  a(da6)4-  6(adc)  +  c(bcd)  +  d(cda)  +  cF 
und  80  weiter.     Giebt  eine  Reihe  von  Beziehungen**). 

§  3.  Der  Schwerpunkt  einer  sphärischen  Figur  {vom  In- 
Inhalte }  (p  liegt  auf  dem  Endpunkt  einer  Strecke  r,  die  auf  der  geome- 
trischen Summe  F  dieser  Figur  senkrecht  steht  und  sich  zum  Radius 
Q  der  Kugel  verhält  wie  jene  Summe  zum  Inhalt  jener  Figur,  das  heisst 

r  :  Q  =  F:  (p 

oder  genauer 

q)r=\QF=Q\F. 

*)  dx  bleibt  willkürlich;  die  virtaellen  Yerschiebnngen  eines  vierten  mit 
X,  y,  z  fest  verbundenen  Punktes  kGnnte  man  nun  leicht  finden.  Die  Bewegnngs- 
gleichongen  des  MS.  werden  hier  nicht  abgedruckt,  weil  sie  nicht  richtig  sind. 
(A.  d.  H.) 

^  Im  MS.  ist  dies  nicht  weiter  ausgeführt.    (A.  d.  H.) 
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Beweis.  Dies  gilt  1)  wenn  die  sphärische  Figur  unendlich  klein; 
denn  dann  ist  dem  numerischen  Werth  nach  (p  =  F,  r  =  q  und  der 
Richtung  nach  r  senkrecht  auf  F. 

2)  Hat  man  nun  mehrere  solche  Elemente  der  Kugel^  die  durch 
die  Indices  1,  2,  •  •  •  markirt  sind,  { sind  y^,  9>2;  *  *  *  ^®  Inhalte,  r^,  r^y  -  -  - 
die  Träger  der  Schwerpunkte,  F^,  F^,  -  -  -  die  Flächenelemente  nach 
Grösse  und  Richtung)  und  ist 

r  der  Träger  des  Schwerpxmktes,  so  ist 

Vi^i  =  I  qFu 

%^2  =  I  P^2- 


Aber 
somit 


9^1^  +  9>2^2  H =  (Vi  +  9^«  H )^  =  9^^; 

()pr=|()(Fi  +  J?;  +  ...)=I(^i^.     q.e.  d. 


VI. 
Darstellnng  der  Statik  nach  Lagrange.'*') 

§  1.  Wenn  P^,  P3,  •  •  •  die  als  Strecken  gedachten  Kräfte  und 
Pu  P%y  ' '  '  ^^^  Angriffspunkte,  djp^,  Sp^y  •  •  •  die  unendlich  kleinen 
Wege  sind,  welche  die  Angriffspunkte  vermöge  einer  Bewegung  des 
Vereins  durchlaufen,  so  ist  die  Gleichung  des  Gleichgewichts 

§  2.  Gleichgewicht  von  Kräften,  die  an  einem  Punkt- 
system wirken,  das  sich  um  eine  Axe  frei  drehen  kann. 

Es  sei  C  die  Drehungsaxe  {von  der  Länge  Eins},  ein  Punkt  in 
ihr,  g,  sei  der  Ursprung  der  Träger,  also  p^  —  9  die  Träger,  z^  die 
senkrechte  Projection  dieses  Trägers  auf  die  Drehungsaxe  und  q^  die 
auf  die  Drehungsebene  (das  heisst  eine  zu  C  senkrechte  Ebene},  also 

Pk-9  =  ^k  +  &• 
Es  sei**) 

wo  £  =  c*,  und  zwar  6q  =  0,  also  q^  =  TqS^,    Nun  habe  der  Verein 
die  Freiheit  sich  um  diese  Axe  zu  drehen,  so  müssen  die  Bedingungs- 

*)  Aus  dem  MS.,  das  diesen  Titel  führt,  wird  hier  nur  abgedruckt,  was  nicht 
schon  anderweitig  sich  findet.  Für  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
vgl.  Seite  69.    (A.  d.  H.) 

♦•)  Vgl.  hierzu  Seite  75  ff. 

6* 
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k{l««iohungeu  Yon  q>  unabhängig  sein,  also  dq>  selbst  willkürlich,  sein 
Uvsanimtkoefficient  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  Oleichgewichts 
Null  sein.     Nun  ist,  wenn  nur  q)  als  veränderlich  betrachtet  wird, 

wo   ^9)  die  Richtung  um  90^  in  der  Schwenkungsebene  ändert;   also 

hat  man 

Z{P,  1  j^dy]  ^  0. 

Nun  sei  P^  die  Projection  von  P;^  auf  die  Schwenkungsebene,  so  hat  man 

2:[Pjg,a9.]  =  o*), 

oder  da  die  inneren  Produkte  innerhalb  derselben  Ebene  proportional 
sind  den  äusseren,  deren  zweite  Faktoren  senkrecht  sind  gegen  die  des 
inneren  Produkts  und  ihnen  gleich,  so  hat  man 

Diese  Oleichung  findet  aber  dann  und  nur  dann  statt,  wenn  zugleich 
das  Produkt  mit  der  Drehungsaxe  Null  ist;  dann  können  wir  aber 
statt  der  Projectionen  die  Grossen  selbst  setzen  und  schliesslich  p^ 
statt  p^  —  Qy  also 

2;[p,PtC]  =  o, 

oder 

2;[i7,C]  =  [C2;i7J  =  0, 

wenn  üj^  =  Pk^k  ^^^  Kraft  als  Liniengrosse  bezeichnet.  Hiebei  ist 
noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  wir  innere  Kräfte  des  Vereins  solche 
nennen,  welche  zwischen  zwei  Punkten  des  Vereins  in  ihrer  Verbin- 
dungslinie wirken  und  einander  entgegengesetzt  gleich  sind,  alle  anderen 
äussere,  sich  in  dieser  Gleichung  die  inneren  Kräfte  aufheben. 

§  3.  Gleichgewicht  eines  Vereins  von  Punkten,  die  an 
einem  linearen  Systeme  haften  und  von  denen  je  zwei  auf- 
einanderfolgende constante  Entfernungen  haben. 

Die  Punkte  seien  i>o;  ft^  "  *  •  Ä+i-  I^i©  Bedingung  der  constanten 
Entfernung  giebt 

Oa+1— Ä)*  =  /iS 
wo  fj^  gegeben  ist  (von  i  =  0  an  bis  A;  =  n).     Dies  giebt  differentiirt 

[0*+i  -  !>*)  I  (*A+i  —  iPk]  =  0- 
Somit  hat  man  als  Gleichung  des  Gleichgewichts 

^Pk  I  «l>il  +  ^*[(l>*+i  -ä)  I  («»A+i  -  *!>*)])  ==  0, 

*)  \q  öff  ist  eine  durch  die  Axe  C  gehende  Fläche,  die  =  [9^^]  ^9  gesetzt 
werden  kann,  deren  Produkt  mit  einer  zu  C  parallelen  Strecke  verschwindet. 
Daher  ist 

[P*  I  &*9]  =  [P*a*C]^9  -  [Pk(Pk-g-^k)C]Sq>  =  [P,ptC]d^. 
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oder,  alles  auf  dp^  gebracht,  wenn  man  bemerkt,  dass  l^  nur  zwischen 
t  «=  0  und  k  =  n  geltenden  Werth  hat, 

^[{Pk  +  ^k-i  (Pk  -  Pk-i)  -  ^kiPk^t  -  Pd)  I  ^ä]  =  0. 
Dies  liefert  die  n  +  2  Gleichungen 

Pk  +  K^iiPk  — i>*-i)  —  ^ibCp*+i  -a)  =  0- 

Summirt  man  bis  zum  Zeiger  m,  so  folgt 


und  durch  Multiplikation 

m 

[(2'^*)0'«+i-^o)]=o. 

§  4.  Gleichgewicht  von  Punkten,  deren  Entfernungen 
durchaus  constant  sind. 

Es  seien  drei  Punkte  angenommen  Pu  p^  p^  mit  den  Bedingungen 

(j>>-p>y=r,  (p,-Piy-9*,  (Pt-P,)*-^ 

so  hat  man 
[Pi  I  <JPi]  +  [P,  I  «Al  +  [P.  I  iPz\  +  A[(ft  -p,)  I  (<Jft  -  *i),)] 

+  »»[(P.  -Pi)  I  (.Sp,  -  «ä)]  +  v[(j?^  -ft)  I  {dp,  -  dp,)]  =  0. 
Also 

P,  =  _  v(p,  — i>,)  +  ft(|)g  — !>,)  =  0, 

P, i(jh-P,)  +  v(p,-p,)^0, 

P$  =  —  li(P9  -Pi)  +  ^(a  -a)  =  0. 
Durch  Multiplikation  mit  bezw.  PttPuPs  erhält  man 
[PiPi\  =  -  v[PiP,]  +  (ilPaPil 
[PiPi]  =  -  ^[PiPt]  +  vLPiA], 

[•PjA] »»LPsA]  +  ^Laa], 

also  durch  Addition 

[Al'i]  +  [-Pii'i]  +  [P.J'.]  =  0 
{welche  Gleichung  einen  bekannten  Satz  ausspricht}. 

§  5.  Gleichgewicht  eines  biegsamen  unausdehnbaren 
Fadens. 

Der  veränderliche  Pxmkt  p  stelle  jeden  Punkt  des  Fadens,  dm  die 
Masse  eines  unendlich  kleinen  Theilchens  dar.  Die  ünausdehnbarkeit 
des  Fadens  giebt  dp^  constant,  also 

[dp  I  ddp]  =  0 
und  man  hat 

J[P  I  dp]dm  +JX[dp  I  ddp]  =  0 
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{ wobei  P  die  auf  die  Masseneinheit  wirkende  Kraft  ist } .    Nim  ist  aber 

JXdp  i  Sdp]  -^ßldp  I  ddp]  =  {X[dp  I  dp]}'^-f[diXdp)  I  8p] 

{wo  {  )^   die  Differenz   der   für   die  Endpunkte  p^  und  p^  geltenden 
Werthe  vorstellt}.     Somit  ist  die  Gleichung  des  Oleichgewichts 

/[(Prfm  -  diXdp))  I  dp]  +  [[Xdp  I  dj,);;  =  0. 
Dies  giebt  für  alle  inneren  Punkte 

(Pdm  =  d{Xdp), 
^*^  1    Xdp  =  D+fPdm, 

wo  7)  eine  willkürliche^  constante  Strecke  ist.     Daraus  folgt  weiter 

(b)  [(D+fPdm)dp]  =  0. 

Soll  der  Faden  auf  einer  Oberfläche  sich  bewegen^  deren  Differential- 
gleichung 

L3|rfi)J-0 

ist;  SO  kommt  noch  hinzu  in  (a)  iiq,  sodass 

(c)  Pdm  —  d{kdp)  +  ^g  =  0 

oder 

[q(Pdm  -  d(Arfp))]  =  0 

ist.     ftg  ist  der  Druck  senkrecht  gegen  die  Oberfläche. 

Sind  nur  an  den  Enden  Gewichte  angebracht,  also  P  =  0,  so  folgt 
aus  (c),   { weil  [dp  |  g]  =  0  sein  muss } , 

\dp  I  d{kdp)\  =  0, 

dkdp^  +  k[dp  I  d»jp]  =  0. 

Da  dp^  constant  ist;  so  ist  also  auch  dk  ^=0y  k  constant,  das  heisst 

die  Spannung.     Femer  hat  man  an  den  (Frenzen 

P"+Arfi>"+^V=0, 

P'  -.kdp'  +^'j'  =0. 

Mit  dp"  und  dp   multiplicirt,  erhält  man 

[P"  I  dp'^  =  -  kdp''\     [P'  I  dp]  =  kdp\ 
Femer  ist  {in  jedem  Punkt  des  Fadens  nach  (c)} 

yi.q  =  kd^p. 
Der  Krümmungshalbmesser  ist  aber  in  diesem  Falle 

_  ^       d^p    ^ 

*)  Im  Nenner  ist  die  Länge  von  d*p  zu  nehmen.  In  einer  ErGrtemng  über 
das  Gleichgewicht  eines  elastischen  Fadens  nach  Lagrange,  M^c.  Anal.  (Bd.  II 
Seite  162  der  Gesammtausgabe)  findet  sich  die  folgende  Ableitong  der  Formel  filr  ^. 
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§  6.  Gleichgewicht  eines  festen  Körpers,  dessen  Theile 
alle  von  Kräften  gezogen  werden. 

Am  leichtesten  gelangt  man  zu  dem  gewünschten  Resultate  von 
dem  Satze  aus,  dass  jede  Veränderung  in  der  Lage  eines  sich  con- 
gruent  bleibenden  Systems,  wenn  ein  Punkt  p^  fest  ist,  sich  durch  eine 
Schwenkung,  also  die  unendlich  kleine  Aenderung  sich  in  der  Form 

9{p—Po)=  I  [(P— l>o)*^]/ 
wenn   dx   eine   unendliche   kleine  Strecke   der  Drehungsaxe   ist,   aus- 
drücken lässt.     {Dies  ist 

es  ist  aber  |  dx  =  dM)y  wo  M  eine  constante  Flache  ist,  die  der 
Drehungsebene  angehört.     {Also  ist 

6p-9Po  +  [\iP-Po)-i^, 
\ip=\9Po  +  [(p-Po)\9Ml 

Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  giebt  dann 
2[P  I  Sp,]  +  2[P{p  -i)o)  I  dM]  -  0.) 

Da  öPq  und  dM  constant  sind  in  Bezug  auf  die  Summe,  so  kann 
man  diese  Gleichung  auch 

[SP  I  Sp,]  +  [{SP{jp  -  p,))  \8M]  =  0 
schreiben. 

Ist  der  Körper  frei,  so  hat  man,  (weil  dp^  und  dM  willkürlich} 

jsp  =  o,   2;[P(p-i>o)]  =  2;[Pi>]  =  o. 

Ist  a  ein  fester  Punkt  des  Körpers,  so  hat  man  da  =  0,  also 

Seien  Py  p  +  dp,  p  '\-  dp  +  d^p  drei  nnendlich  benachbarte  Punkte  A,  B^  C 
einer  Banmcnrye,  so  ist  der  unendlich  kleine  Winkel  e,  den  AB  mit  BC  macht, 
gegeben  durch 

ABBC%ine^  [dp{dp  +  <l»p)]  —  [dp  •  d^p], 

{genauer  durch  den  Zahlenwerth  der  rechten  Seite).  Sind  also  AB  und  BC 
gleich  lang,  so  wird 

_  [dp  .  d'p] 
^  ■"       dp« 

Aus  AB  ^  BC  folgt  aber  [dp  \  d^p]  »0,  dp  und  d^p  sind  also  senkrecht  zu 
einander  { und  es  wird  der  Zahlenwerth  von  [dp  •  d'p]  gleich  dem  Produkt  der 
Längen  der  beiden  Strecken  ] ,  sodass 

folgt.    Ist  Q  der  Erümmungsrabius,  so  ist  9*«'  ==  dp*,  daher 

dp« 
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0^da^\8p,  +  [(a-p,)\dMl 

l«l'o  =  [(l'o-«)l*JtfL 
I  Sp  =  Kp  -  a)  I  dMl 

Dies  in  die  Gnindgleichung  substitairt  giebt 

2.'[P  1  8p]  =  [Z[PO)  -  a)\  I  a  Jf  J  =  0 
{also  weil  8M  willkürlich} 

2:[P(p  -  o)]  =  0 

und  durch  Multiplikation  mit  a 

2:[Ppa]  —  0. 
Sind  zwei  Punkte  fest  a  und  b,  so  hat  man  noch 

[(a  —  b)  I  dJf ]  =  0. 

Dies   giebt  a  —  b  senkrecht  gegen  ÖM  und  die  obige  Formel  giebt 
Z[P{p  —  a)]  senkrecht  gegen  öM,  also  beide  parallel^  das  heisst 

£lP(p  -  a)  (6  —  a)\  =  0 
und  durch  Multiplikation  mit  a 

£[Ppab]  —  0. 

vn. 

Staüsehes  Sehwlmmen. 

§  1.  Es  sei  iS  (Fig.  9)  der  Schwerpunkt  des  Körpers,  T  (Trage- 
punkt) der  des  yerdrängten  Wassers.  Femer  sei  ST  mit  t  bezeichnet 
und  p  sei  eine  Strecke  senkrecht  auf  der  Schwimmflache  in  der  Rich- 
tung von  der  Schwimmfläche  nach  dem  Wasser  zu.  So  ist  Gleich- 
gewicht, wenn  [i><]  =  0;  sonst  dreht  sich  der  Körper 
Yon  p  nach  t  zu.  Ist  G  das  Gewicht  des  Körpers, 
so  ist  das  Drehmoment 

{wo  das  p  im  Nenner  die  Länge  der  Strecke  p  be- 
zeichnen soll}. 

§  2.  Das  Gleichgewicht  ist  sicher,  wenn  bei  sehr 
kleiner  Drehung,  durch  die  t  in  t'  übergeht,  [pt']  diese  Drehung 
wieder  zu  verkleinem  strebt. 

§  3.  Es  sei  ein  horizontales  Rechtspat  {Prisma}  betrachtet,  dessen 
eine  Kante  horizontal  liegt  und  dessen  vertikaler  {auf  den  Kanten 
fenkrechter}  Durchschnitt  die  Ebene  der  Zeichnung  bildet,  so  ist  klar, 
dass,  wenn  das  specifische  Gewicht  $>  j  ist,  dieselben  Erscheinungen 


L  r\ 


^-^   \o 


yn.   statisches  Schwimmen.    Nachlass.  89 

eintreten  y  als  wenn  s  nm  ebensoviel  <|  ist  {nnr  dass  in  diesem  Fall 
eingetaucht  ist,  was  im  andern  Fall  frei  war  und  umgekehrt}.  Es 
kommt  hier  zunächst  auf  den  Schwerpunkt  eines  Trapezes  an.  Dieser 
liegt  in  der  geraden  Linie  ^  welche  die  parallelen  Seiten  halbirt.  Die 
Mitte  dieser  geraden  Linie  sei  Oy  die  Strecke  von  0  nach  der  Mitte  der 
längeren  Seite  |n.  Die  Strecke  von  0  (Fig.  10)  nach  der  Mitte  der  einen 
nicht  parallelen  Seite  AC  sei   \m.    Das  p.    j^ 

Parallelogramm  mit  den  Seiten  m  und  n 
und  dem  Mittelpunkt  0  werde  konstruirt 
Aus  dem  Parallelogramm  wird  das  Trapez 
durch  Zutritt  zweier  Dreicke  und  den  Wegfall 
zweier  anderer.  Ist  die  Strecke  w  +  a;  die  grössere,  m  —  a;  die  klei- 
nere der  Parallelseiten  des  Trapezes  {nach  Grösse  und  Richtung },  so 
verhält  sich  jedes  dieser  vier  Dreiecke  zum  Parallelogramm  wie  xi%m 
{wo  natürlich  die  Zeichen  x  und  m  die  Längen  dieser  Strecken  be- 
deuten}. Sind  I\,  T,,  Tg;  ^4  die  Schwerpunkte  jener  Dreiecke,  so  ist 
der  {Schwerpunkt  T  des  Trapezes} 

Hier  ist 

T,  =  0  +  f +  i(«  +  iaj), 

^,=  0-|  +  i(n-i«), 

T,=  0  +  f--i(«  +  iaj)*), 
also 

und 

§  4.**)    Der  vertikale   Durchschnitt   sei   ein  Rechteck,    so   sind 
Gleichgewichtslagen    erstens    die    gerade    und   die   Ecklage.     Für   die 


*)  In  diesen  vier  Formeln  ist  x  als  Strecke  so  angenommen,  dass  der  Eck- 
punkt C  des  Trapezes  0  +  y  +  y  +  y  ist.    (A.  d.  H.) 

*^)  Grassmann  untersucht  im  MS.  zuerst  das  Quadrat  und  dann  das  Rechteck. 
Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  wird  hier  nur  die  letztere  Betrachtung  (mit 
einigen  gebotenen  Abweichungen  vom  MS.)  abgedruckt.    (A.  d.  H.) 


Fig.  11. 
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anderen  Lagen  (s  <  j  angenommen),  ist  zu  ontersuchen  ob  ein  Dreieek 
oder  ein  Trapez  eintaucht. 

Im  ersten  Fall  sei  S  (Fig.  11)  der  Mittelpunkt,  C  die  eintauchende 
Ecke,  die  nach  C  hinstrebenden  Seiten  {seien  die  Strecken}  a  und  6, 
die  Seiten  des  eintauchenden  Dreiecks  die  Strecken  xa  und  y&,  so 
wird  die   {Strecke  AB  der}  Schwimmlinie 

AB  ^^  xa  —  yb 
und 

p^ya-^xb, 

a  +  6 aga  +  yb 

~      2  8        ' 

<-«(j-f)+»(j-i). 

lJ'q-{»(j-i)-«(i--J)l[«H-(*-»)(-4-'-i)W)- 

§  6.    Es  tauche  {vom  Rechteck}  ein  Trapez  ein  mit  der  Seite  a. 

Flg.  1«.  '   S®^  ^  0^8-  12)  ^®  *^®^®  ^^^^y  ^^  ^®  ^"^®i 

welche  die  Mitten  der  nicht  parallelen  Seiten 

yerbindet,  also  der  Inhalt  des  Trapezes  DE .  a, 
somit  nach  dem  Archimedischen  Princip 
abs^DEa 

DE  =  b$. 

Die  Mitte  von  DE  sei   0,  die  Parallelseiten  6  (5  +  g)  und  6  (5  —  |), 
so  ist  nach  Nr.  3 

Aber  die  Strecke  n,  die  die  Mitte  von  von  FA  mit  der  von  BC  ver- 
bindet, ist 

=  a  - 16, 

also 

Femer  wird  die  Strecke  AB  der  Schwimmlinie 

AB  =  a  —  21^b, 

*)  In  dieser  Formel  lässt  Grassmann  den  Faktor  x  —  y  fort;  in  Folge  dessen 
iat  die  Diskussion  onvollständig.  Deswegen  und  weil  die',  Resultate  bekannt  sind 
(nehe  zum  Beispiel  Jullien,  Probl.  d.  m^.  rat.  Bd.  n.  Seite  896  ff.)  wird  hier  und 
im  Folgenden  das  MS.  nur  bis  zur  Entwickelung  von  [pi]  abgedruckt.    (A.  d.  H.) 
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folglich 
und 

M-|2i(i--i-i-:)-Äi[»»i- 

vm. 

Bestimmnng  der  Kraft  zn  einer  gegebenen  Bahn. 

§  1.  Aufgabe.  Wenn  ein  Körper  auf  ebener  Bahn  um  ein 
gegebenes  Kraftcentrum  sich  bewegt,  die  Kraft  zu  finden. 

Es  sei  X  der  Körper,  C  das  Krafkcentrum,  A  irgend  ein  Punkt, 

der  als  Anfangspunkt  der  Strecken  genommen  wird,  sodass  X — A^'X, 

C — A=c  gesetzt  wird,  und  sei  der  Badiusyector  von  C  aus  r,  also 

x  =  c  -{-  r,  so  ist 

d*r  _d^ 

die  Kraft,   von  der  vorausgesetzt  wird,   dass  sie  die  Richtung  r  hat. 
Dann  ist 

dlrdr]  =-  [rcPr]  =  0, 

also  [r  ^  constant.     Sei 

[rdr]  =  [rdx]  =  adt, 
so  folgt 

d^x  _  a^d^x 
dt^  ~  [rdxy  * 

{Aber  d^x  ist  der  Pfeil  des  Bogens,  dessen  Sehne  dx  ist.}     Daher  ist 
die  Kraft  proportional  dem  Pfeil  des  Bogens  diyidirt  durch  das  Quadrat 
des  F^chenraums  zwischen  Bogen  und  Gentrum. 
Nun  sei  f(x)  die  Gleichung  der  Bahn,  so  ist 

f(x)  dx  =  0,    r(a;)  d^x  +  f\x)  dx*  =  0, 

{wo  f{x),  f\x)  die  Lückenausdrücke  (vgl.  8,  Nr.  450,  451)  und  die 
Produkte  wie  in  %^  Nr.  353  ff.  genommen  sind. 

Da  femer  d^x  gleiche  Richtung  mit  r  hat,  so  können  wir  setzen 
d^x  =  Ar,  wo  X  eine  Zahl;  dann  liefert  die  Gleichung 

.  _  _  r{x)dx^ 

^-        '~r{x)r    ' 

also} 

d^x        tr{x)dx^ 


dt^  —        ^     f'(x)r       [rdxy 
Bestimmt   man   nun   zum  Lückenausdruck  f(x)  eine  Strecke  {f'(x)), 


dt*        "     r(«)r     '[Hrm*' 
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■o  dass  fOr  jede  Strecke  p 

ist*),   80  folgt  aus  f'{x)dx=='Oy  dass  dx  parallel  (r(^))    is*^-     {Man 
kann  also,  unter  fi  eine  Zahl  verstanden^ 

dx^iiifix)) 
setzen  und  findet  damit) 

{Oder,  weil 

nx)r=-\r(rx))]^ 
ist}, 

dt»  «       (r(*)r)»-    ^^• 

§  2.    Insbesondere  ist  fQr  Ellipse  nnd  Hyperbel 
[xb]*  ±  [xay  =  [ab]*, 

wenn  a  und  6  grosse  nnd  kleine  Halbaxe  oder  irgend  zwei  conjugirte 
Durchmesser  sind  nnd  der  Ausgangspunkt  der  x  der  Mittelpunkt  ist**). 
{Dann  ist 

f{x)  =  2  [xb]  [Ib]  ±  2  [xa]  [la], 

wo  l  das  Zeichen  der  Lücke  ist,  und} 

in«))^-2[xb]b  +  2[xa]a, 

r(x)^2[[lb]*±[lay}, 
daher 

nx){r{x)y  =  2  { [(r(rr))  &P  +  [(r  (^r))  aP } 

=  8  { [xaY  ±  [xby }  [abY  =  +  8  [«61*. 

Also  wird  die  Kraft  proportional  mit  Tj^pTTi'    Auch  können  wir  statt 
f{x)r  seinen  Werth 

2{[xh][rb]±[xa][ra]} 

schreiben.    Ist  also  A  der  Lückenausdruck 

A  =  \bl]  [bl]  ±  [al]  [all 


so  ist  die  Kraft 


-  X  ««    t^^l'      r 


Ist   insbesondere   x  =  r,   so   wird  der  Nenner  constant  =  [a6]*,   das 


•)  Ist  j}  =»  Ä,  «i  +  X,  c,  und  f{x)p^x^A^  +  os,  ^ ,  so  wird 

(r(^))  =  -^i^  +  ^«i.  (A.  d.  H.) 

**)  Sind  die  Zahlen  Xj  nnd  x^  so  bestimmt,  dass  x  =^  x^a  -\-  x^h^  so  ist  für 
EHipse  oder  Hyperbel  rC|'±  a;,'=>  1.    Aber  man  hat  dann 

[xa\  —  —  «, [ah\,    [xh\  —  x^  [a6].  (A.  d.  H.) 


'^ 
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heisst  die  elliptische  Bahn  mit  dem  Mittelpunkt  als  Eraftcentrum  wird 
mit  einer  der  Entfernung  proportionalen  Centripetalkrafi;  durchlaufen. 
Ist  x  =  r  -{'  e,  [wo  e  die  Strecke  vom  Mittelpunkt  bis  zum  Brenn- 
punkt^ so  folgt,  weil  e  mit  a  parallel  ist, 

Axr  =  Arr  +  Are  =  ±  [roY  +  [rft]«  +  [he]  [6r]. 

Dies  ist*) 

=  a(a*  —  e^)Q, 
so  dass  die  Kraft 

s    a 
«SV*" 

wird},  also  ihrer  Grösse  nach  mit  -^  proportional. 

IX. 
Bewegung  auf  einer  sieh  gleichmässig  drehenden  Cnrre. 

{ Setzt  man  in  den  Gleichungen  (8)  §  4  auf  Seite  58 


SO  wird  die  Differentialgleichung  der  Bewegung 

dt* 


g=j>  +  Ai  +  fii» 


und  folglich  ist} 

[(--,),»]-o.    ^ 

Es  seien  e^,  e,,  63  die  (Jrundmaasse,  x^^x^,  x^  die  Koordinaten  des  beweg- 

*)  Sind  ffj  die  beiden  Strecken  von  den  Brennpunkten  nach  einem  Punkt 
der  Ellipse  oder  Hyperbel,  9  und  q^  ihre  Längen,  so  ist,  für  die  ganze  Ellipse 
und  den  einen  Hyperbelast, 

daher 

?i*-  p'^K^i  -  r)]  I  (r,  +  r)]  -  4a«  q:  40^, 

[e|(r,  +r)]  =  2a«q:aap, 


dies  Terbonden  mit 
liefert 

b 

[e  1  (r.  - 
1 1  r]  -  . 

-r)]  = 

=  2«' 

E«  ist  aber  [e 

!»■]  = 

\r\ 

1«]- 

■|-[r5]. 

daher 

[6r] 

_        h 

e 

(a»- 

e»  T  ap). 

Weiter  ist 

6«  =  ±  («•  _  «•),    [ra]'  =»  Ji  [r  I  6]',    [rfc]'  +  [f  |  6]»  -  6'r*. 
Fahrt  man  diese  Werthe  oben  ein,  so  ergiebt  sich  der  Werth  von  Axr.  (A.  d.  H.) 
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liehen  Punktes  ^  e^  sei  die  Drehaxe  und  die  Richtung  der  Schwere  g. 
x^  und  x^  seien  Funktionen  von  x^ 

zur  2^it  ^ ^=  0,  {so  sind  die  Bedigungsgleichungen 

^  —  9M  =  0,    x^-h(x^)  =  0 
und  damit  wird  nach  §  1  Seite  50} 

l  =  -  g'M^i  +  e^, 

also 

Femer  sei  e^g^Xj)  +  e^h^x^)  =  r  gesetzt,  so  wird  also 

{Zur  Zeit  t  ist  aus  x  geworden 

aus  j—  aber  ^  ef"',  wenn  a  die  Winkelgeschwindigkeit  ist,  und  damit 
wird  die  Bewegungsgleichung 

oder  weil  r  auf  e^  senkrecht  ist. 
Aber  es  ist 

und  das  innere  Produkt  ändert  sich  nicht,  wenn  beide  Faktoren  in  der- 
selben Ebene  um  denselben  Winkel  gedreht  werden.     Daher  ist 

Im  letzten  Produkt  rechts  ist  -rr  mit  j-  parallel,  also  steht  i  -rr  auf  -j- 

dt  ax  ^  ^  dt  dx 

senkrecht,  sodass  dieses  Produkt  gleich  NuU  ist.    Daher  die  Gleichung 

Es  ist  aber 

dr dr_    dx^       d^ d*r  (dxX^  .     dr     d^i 

di~dx,'  dt'     5?  ~5^>U</ "*"da;i  "dt»  ' 

folglich 

7i^('+©')+(§)"[$iÄ]-'+«'['i^]- 
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Die  Curve  sei  eben  und  liege  in  der  Ebene  e^e^y  so  ist  h(Xy)  ==  0, 
r  wird  =  <^i^(^i),  daher  hat  man  die  Gleichung 

^  (1  +  gXx,y)  +  (^)V'(^i)^>i)  =  9  +  ^'gMff'M*)^ 

X. 
Znr  Theorie  des  Poncaiilt'scheii  Pendels.**)    (1853.) 

Ist  Pq  der  Träger  des  Aufhängepunkts  des  Pendels,  cd  die  Strecke 
vom  Aufhängepunkt  zum  Pendelpunkt,  so  zeigt  die  in  §  6  Seite  65 
angestellte  Betrachtung,  dass 

(d'oj  +  2ccd(o  +  a^{pQ  +  (d))c«' 

gleich  ist  der  Summe  der  zur  Zeit  t  auf  den  Pendelpunkt  wirkenden 
Kräfte.  Diese  sind,  zur  Zeit  ^  =  0,  1)  die  Anziehung  der  Erde,  die 
nach  Grosse  und  Richtung  —  5^'  sei  am  Orte  des  Pendelpunktes,  2)  die 
Spannung  des  Fadens  =  Aoj,  wo  A  eine  Zahl,  3)  der  Widerstand  der 
Luft,  der  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  sei  und  also 
=  —  fi(d(o)d(o  gesetzt  werden  kann,  wenn  fi  ein  Zahlenfaktor  ist  und 
(äco)  die  Länge  von  ö(o  bezeichnet.  Die  Summe  der  Kräfte  zur 
Zeit  t  ist  also 

=  «"'(—  5^'  +  Acö  —  ft(da))  dcö), 

so  dass  man  die  Gleichung 

d^(o  +  2adcj  +  «'(Po  +  ^)  =  —  ff'  +  ^0^  —  ^{d(o)d(o 

hat  Die  Strecke  —  g'  —  ä*(jPo  +  c)  ist  die  wirkliche  Schwere  am 
Orte  des  Pendelpunktes,  die  sich  aus  der  Erdanziehung  und  der  Centri- 
fagalkraft  zusammensetzt.  Sie  sei  fQr  die  Ruhelage  des  Pendels  mit 
—  g  und  för  die  Verschiebung  mit  —  g  —  u  bezeichnet.  Setzt  man 
ein,  so  erhält  man 

[d^(o  .  o]  +  2[ad(o  .  (d]  +  [(g  +  u)<o]  +  (i(d(o)[da) .  o]  =  0. 
Nun  sei  —  l  das  Pendel  in  der  Gleichgewichtslage,  und 

(D  =  —  i  +  p  +  1?, 
wo  Q  senkrecht  und  rj  parallel  l  ist.     Dann  wird 

(1)  -[c"q  +  [i7c]  +  e  =  o, 

wenn  man  mit  0  die  Summe 

[q'Xq  +  ^]  +  [V"(f]  +  2[«*a, .  «]  +  [um]  +  ^(.Jo,)  [*«, .  o,]       , 
bezeichnet. 


♦)  Vgl.  Jullien,  Probl.  m^c.  rat.  Bd.  II.  Seite  236  ff. 
**)  In  möglichstem  Anschlass  an  das  MS.  vom  Herausgeber  frei  bearbeitet. 
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Lässt  man  zuerst  0  weg,  so  erhält  man  die  Gleichung 
(2)  _(p'7]  +  [^pl  =  0. 

Setzt  man 

p  =  G  cos  x<  +  JJsin  %t, 

wo    G  und   H  zwei    constante,    zu   l  senkrechte   Strecken    bedeuten, 
so  folgt 

9    =  —  x*Q. 
Daher  muss 

sein,  also  »H  ««  g,  was  möglich  ist^  weil  l  und  g  parallel  sind,  und  woraus 


■Vf 


folgt 

Die  Oleichung  für  q  stellt  eine  Ellipse  dar.  Sind  E^  und  F^ 
ihre  Halbaxen^  T  die  Zeit,  wo  sich  der  Pendelpunkt  am  Ende  Ton  E^ 
befindet^  so  ist 

E^  cos  x(i  —  T)  +  F^  sin  x(t  —  T) 

eine  Strecke,  deren  Endpunkt  die  nämliche  Ellipse  durchläuft.  Nimmt 
man  an,  diese  Ellipse  drehe  sich  in  der  Horizontalebene,  und  E^  mache 
zur  Zeit  t  mit  der  einen  Axe  e^  der  zwei  festen  gegeneinander  senk- 
rechten Axen  e^  und  e,,  den  Winkel  ^,  so  kann  man  setzen 

E^  =  E{e^  cos  ^  +  ^«  si^^  ^)> 
JPi  =  jP(—  €i  sin  ^  +  e,  cos  ^), 
so  dass 

p=^(€iCOs^+6^sin^)cosx(^— T)+JP( — €iSin^+^cos^)sin«(< — T) 

sich  ergiebt. 

Sind  die  vier  Zahlen  E^  F,  ^,  T  constant,  so  genügt  dieser  Aus- 
druck der  Gleichung  (2)  und  man  kann  nun  yersuchen  diese  vier 
Grössen  als  Funktionen  der  Zeit  so  zu  bestimmen,  dass  er  auch  der 
Gleichung  (1)  genügt.*) 

*)  FQr  diese  Bestimmniig  sei  auf  ClauBsen,  Pogg.  Ann.  Ergänzungsband  4, 
Seite  166  verwiesen,  da  Grassmann  diesem  Aufsatz  sich  eng  anschliesst.    (A.  d.  H.) 
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XI. 
Die  Mechanik  nach  den  Prineipien  der  Ausdehnnngslehre. 

Zweite  Abhandlung.*) 

§  1.  Ich  beschränke  mich  in  dieser  Abhandlung  auf  die  An- 
wendung des  Begriffs  der  Punktgrösse  erster  und  zweiter  Stufe  auf 
die  Mechanik. 

Es  ist  an  sich  naturgemässer  statt  der  Strecke  x^  deren  Anfangs- 
punkt fest  isty  nur  ihren  Endpunkt  zu  bezeichnen,  da  ihr  Anfangspunkt 
etwas  willkürliches  in  die  Betrachtung  hineinbringt.  Allein  dann  muss 
dieser  Punkt  als  Grösse  aufgefasst  werden,  sodass  an  ihrem  Begriff  ein 
zweifaches  hervortritt^  erstens  die  Lage  des  Punktes  und  zweitens  eine 
21ahlgrösse  (nach  der  Ausdehnungslehre  von  1844  das  Gewicht).  Das 
Zeitdifferential  d  setzt  aber  die  UnTeränderlichkeit  des  Oewichts  Toraus. 
Durch  diese  neue  Betrachtungsweise  werden  die  Formeln  der  ersten 
Abhandlung  {Seite  46 ff.}  nicht  wesentlich  yerändert;  aber  ganz  neue 
Beziehungen  treten  durch  die  Punktgrössen  zweiter  Stufe  hervor,  Be- 
ziehungen, welche  zwar  von  Poinsot,  Möbius,  Plücker,  v.  Staudt,  Felix 
Klein  (Math.  Ann.  Bd.  4,  Seite  403  ff.)  theilweise  dargestellt,  aber  nicht 
auf  ihr  Wesen  zurückgeführt  sind. 

Als  Punktgrosse  zweiter  Stufe  erscheint  nämlich  nach  der  Aus- 
dehnungslehre von  1844  W  §  106  ff.;  «,  §  247,  §  249}  das  Produkt 
zweier  Punkte,  das  heisst  der  Linientheil,  der  zwischen  den  einfachen 
Punkten  liegt^  welche  die  Faktoren  bilden,  so  nämlich,  dass  zwei  Pro- 
dukte \ah\  und  [cd\  in  welchen  a,  &,  c,  d  einfache  Punkte  sind,  dann 
und  nur  dann  als  Linientheile  einander  gleichgesetzt  werden,  wenn 
[ah]  und  \cd\  in  derselben  geraden  Linie  liegen  und  gleiche  Richtung 
und  Länge  haben.  Ausserdem  erscheinen  aber  als  Punktgrössen  zweiter 
Stufe  die  Summen  solcher  Linientheile  (Plücker's  lineare  Complexe 
und  V.  Staudt's  NuUsystem). 

Sowie  aber  die  Differenz  [a  —  h\  zweier  einfacher  Punkte  als  un- 
endlich femer  Punkt,  genauer  als  Strecke,  sich  darstellt,  nämlich  als 
die  Strecke,  die  von  h  nach  a  gezogen  wird  und  diese  Strecke  gleich- 
£eJ1s  als  Punktgrösse  erster  Stufe  au^efasst  werden  muss,  so  erscheint 
das  Produkt  von  zwei  Strecken,  das  heisst  der  Flächenraum  von  be- 
stimmter Grösse  und  Ebenenrichtnng  als  unendlich  entfernter  Linien- 
theü  { a,  §  276 } .  Schon  in  der  Ausdehnungslehre  von  1844  { §§  122—124 } 


*)  Nach  mehreren  MS.,  deren  eines  von  GrasBmann  wenige  Wochen  vor 
seinein  Tode  einem  seiner  Söhne  dictirt  wurde.    (A.  d.  H.) 

Oraiimann,  Werke.  IL  8.  7 
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sind  diese  BegriiFe  auf  die  Mechanik  angewandt^  indem  die  anf  einen 
festen  Körper  wirkende  Kraft,  da  sie  ihre  Wirkung  nicht  ändert,  so- 
bald sie  als  Linientheil  gleich  bleibt,  auch  als  solcher  Linientheil  auf- 
gefasst  ist  Es  ist  hieraus  das  Oesetz  abgeleitet,  dass  die  auf  einen 
festen  Körper  wirkenden  Kräfte  stets  der  Summe  dieser  Kräfte  gleich- 
wirkend sind.  '  Ist  S  diese  Summe,  so  ist  die  Bedingung  daffir,  dass 
8  wieder  ein  Linientheil  ist,  ausgedrückt  durch  die  Gleichung  [S£i]  =  0 
oder,  wenn 

S  =  A  +  B+C-{ 

'>\AB]  +  2[AC]  +  2[BC]  -{ =  0 

{ vgl.  St^  §  124;  9,  §  286 } .  Die  unendlich  entfernten  Linientheile  werden 
dann  die  Poinsot'schen  Kräftepaare  (ygl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  4,  Seite  404 
Anmerk.  ***). 

Die  Darstellung  des  Zusammenhangs  der  Liniengeometrie  mit  der 
Mechanik  starrer  Körper  von  F.  Klein  (Math.  Ann.  Bd.  4,  Seite  403 — 415) 
{ sowie  die  Theorie  des  Nullsystems  von  v.  Staudt }  entbehrt  des  durch 
die  Ausdehnungslehre  dargebotenen  einheitlichen  Bandes.  Dies  beruht 
in  der  (nicht  auf  eine  gerade  Linie  zurückführbaren)  Summe  S  der 
Linientheile,  welche  sowohl  das  Staudt'sche  Nullsystem  als  den  Plücker- 
schen  linearen  Complex  umfasst.  Die  Ebene,  welche  einem  Punkt  a 
entspricht  ist  [aS],  der  Punkt,  welcher  einer  Ebene  a  entspricht  [aS], 
die  Nulllinien  P  sind  die  der  Gleichung  [PS]  =  0  entsprechenden  {und 
sie  bilden  den  durch  S  bestinmiten  Complex.*)} 

*)  Sind  p,  a,  6,  c,  d  einfache  Punkte,  so  folgt 
[p  .  ab  .  ah]  =  0, 
[p  .  ab  .  ac]  -^  [p  .  ac  .  ab]  =  0  =  p[ab  .  ac]  +  P[(^c  .  ab], 
[p  .  ab  .  cd]  -\-  [p  .  cd  .  ab]  =  p[abcd] . 

Daraus  ergiebt  sich  dass,  wenn  P  und  Q  irgend  zwei  Linientheile  sind,  stets 

[pPQ]  +  [pQP]=plPQ] 

ist  und  weiter,  dass  für  irgend  eine  Summe  S  von  Linientheilen 

[pSS]  ^  ip[SS] 
ist.    Mit  Hilfe  der  Ergänzungen  ergiebt  sich  für  einen  Ebenen theil  n  die  Gleichung 

[nSS\  =  i«[5Ä]. 
Definirt  man  nun  eine  rcciproke  Beziehung,  indem  man  einem  Punkt  a  die 
Ebene  [aS]  entsprechen  läjsst,  so  entspricht  der  Ebene  a  der  Punkt  p,  der  aus 
[pS]  :=  a  folgt  und  =  [ocS]  wird.  Da,  wenn  [ocS]  =  dem  Punkt  t  gesetzt  wird, 
[aS  .  aS]  =  [aSt]  ~  [atS]  wird,  so  folgt  aus  [aa]  ==  0  auch  [aS  .  aS]  =  0. 
Diese  Grleichung  ist  aber  nach  Staudt,  Geom.  d.  Lage  §  10  Seite  60  Bedingung 
der  reciproken  Beziehung.  Da  femer  der  Ebene  [aS]  der  Punkt  [a^-Älz^a 
entspricht  und   dem  Punkt  [aS]  die  Ebene  [a5  .  5]  IE  a,  so  ißt  die  Beziehung 
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Die  involutorische  Lage  zweier  linearer  Gomplexe^  richtiger  zweier 
Grössen  zweiter  Stufe,  S  und  S^,  ist  durch  die  Gleichung  bedingt 
[flffifj  =  0.    Ist  S  [  mit  Hilfe  von  vier  Punkten  a,  6,  c,  d  in  der  Form } 

S  =  xah  +  x'cd  +  yac  +  y'dh  +  zda  +  fs'^Cy 
{wo  die  Koefficienten  XfX\y,y'yZfZ'  Zahlen  sind}  dargestellt  und  S^ 
entsprechend  mit  dem  Index  1,  so  wird  die  Gleichung 

xx^'  +  x\  +  yy^'  +  y  Vi  +  00^'  +  0\  =  0. 
Also  Incidenz  {der  beiden  Grössen  S  und  Si}.*) 

§  2.  Jede  irreducibele,  das  heisst  nicht  auf  eine  Einzelkraft 
reducirbare  Summe  ist  zurückführbar  auf  zwei  Kräfte  und  zwar  sind 
dabei  vier  numerische  Bestimmungen  willkürlich,  nämlich 

a)  ein  Punkt  der  einen  Kraft  und  die  Ebene  der  andern,  falls  nur 
beide,  Punkt  und  Ebene  auseinanderliegen  {siehe  ^  Nr.  285  oder} 

b)  die  Lage  der  einen  Kraft,  falls  sie  nicht  die  Lage  einer  NuU- 
linie  hat. 

Ist  nämlich  [ab]  die  {Linie  der)  einen  Kraft  und 
S  =  x[ah]  +  [cd], 
wo  X  eine  Zahl,  so  folgt,  dass  S  —  x[ab]  sich  auf  eine  Liniengrösse 
reduciren,  also 

[8  —  x[ab]Y  =  0 
sein  muss,  woraus 

8'  -  2x[Sab]  =  0, 

_      S^ 
^~  2[Sab] 

sich    ergiebt,    wenn    nicht    [Sab]  =  0,    also   [ab]   eine   Nulllinie   ist. 
Weiter  hat  man 

[aS]  =  [acd],    [bS]  =  [bcd], 

[aS .  bS]  =  [acd .  bcd]  =  [cd]  -  [abcd], 
womit    [cd]    bestimmt    ist.     Dies    setzt    [abcd]  ^0    voraus.     Wäre 
[aftcöTI  ^  0,   so   wäre  [abS]  =  0,   also  [ab]  eine  NuUlinie.    Ist  dies 
ausgeschlossen,  so  ist  folglich 


eine  involutorische  (Staudt,  1.  c.  §  16  Nr.  213  Seite  118).  Endlich  geht,  weil 
[a  .  a6^]  =  0  ist,  die  dem  Punkte  a  entsprechende  Ebene  durch  a  selbst,  also 
giebt  die  Beziehung  ein  Nnllsystem  (Staudt,  1.  c.  §  24  Nr.  321  Seite  191).  Soll 
ab  eine  Nolllinie  sein,  so  muss  jeder  Ponkt  pa  -^  qb  in  dem  Schnitt  der  Ebenen 
[aS]  xmd  [bS]  liegen,  wozu  nur  [abS]  =^  0  zu  sein  braucht.  Vgl.  auch  Möbius* 
Werke  Bd.  1,  Seite  489  und  Bd.  3,  Seite  122.  (A.  d.  H.) 
*)  Ist  Si  eine  Liniengrösse,  so  ist 

und  die  Bedingung,  dass  Si  eine  Nulllinie  ist,  wird  dann  durch  die  Gleichung 
des  Textes  gegeben,  die  zeigt,  dass  die  Nulllinien  einen  Complex  bilden.    (A.  d.  H.) 

7* 
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S*  =  2\abcd], 

Ist  umgekehrt  diese  Gleichung  erf&llt^  so  ist  S  ■=  p[ab]  -f-  [^^]?  wo  p 
ein  Zahlenfiaktor  ist. 
Die  Gleichung 

spricht  einen  bekannten  Satz  von  Chasles  aus  { Gergonne  Annal.  XYIII, 
Seite  372.  Schell,  Theor.  d.  Bew.  u.  d.  Krafte  2.  Aufl.  Bd.  1,  Seite  60; 
Bd.  2,  Seite  27.) 

§  3.  Wenn  nun,  wie  leicht  zu  zeigen,  die  unendlich  kleine  Rota- 
tionsbewegung um  eine  Axe  gleichfalls  durch  einen  Linientheil  yoU- 
kommen  dargestellt  werden  kann,  indem  nämlich  die  Grösse  der  un- 
endlich kleinen  Rotation  durch  die  Länge  dieses  Linientheils  dargestellt 
wird  {ygl.  Seite  80}  und  femer  sich  ergiebt,  dass  das  Resultat  zweier 
unendlich  kleiner  um  verschiedene  Azen  stattfindender  Rotationen  stets 
Ton  der  Reihenfolge  derselben  unabhängig  ist,  also  das  Ghnndgesetz 
der  Addition  gilt,  so  versteht  sich  von  selbst,  dass  alle  Gesetze  fOr 
die  Wirkung  der  Kräfte  auf  einen  festen  Körper  identisch  sind  mit 
den  Gesetzen  dieser  Rotation,  vorausgesetzt^  dass  jene  Kräfte  und  diese 
Rotationen  als  Punktgrössen  zweiter  Stufe  aufgefasst  werden  {vgl.  auch 
«s  Nr.  347  Anm.). 

§  4.  Fliehmoment  einer  Kraft  p  —  als  Strecke  gedacht  —  in 
Bezug  auf  einen  Punkt,  von  dem  der  Angriffspunkt  um  { die  Strecke }  r 
entfernt  ist,  ist 

[P  I  r]*) 

und  so  das  Fliehmoment  für  eine  Reihe  von  Kräften 

=  £[P  I  r]. 
Aendert  sich  der  Bezugspunkt,  wird  er  etwa  q,  so  wird  jene  Summe 

=  -Sli)  I  (»-  -  «)]  +  ^[P  I  «], 
oder,  wenn  2p  =  s  ist, 

=  2:[p\{r-q)]  +  [s\ql 

Wann  ist  2:[p  \  (r  —  q)]  =  0,  das  heisst  2:[p  \  r]  =  \s  \  g]?  Es  sei 
£Ip  I  r]  =  a$*,  so  muss  sein  [s  \  (as  —  q)]  =  0,  das  heisst  as  —  q 
normal  zu  s,  wodurch  die  Lage  q  bestimmt  ist;  q  liegt  in  der  durch 
den  Punkt   as   bestimmten   gegen  s  senkrechten  Ebene.     Es  versteht 


•)  Vgl.  Schweins,  Joum.  f.  Math.  Bd.  88,  S.  77. 
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sich  Ton  selbst;  dass  die  Linie,  in  welcher  der  Endpunkt  von  q  liegt, 
zu  s  senkrecht  ist.  Der  Ort  der  Punkte  q  ist  bei  einem  ebenen  Ejaft- 
system  die  Hauptlinie,  bei  einem  räumlichen  System  die  Hauptebene. 

xn. 

Trägheitsmoment.  *) 

§  1.  Es  sei  X  der  Radius  des  in  Bewegung  begriffenen  Punktes 
eines  festen  Körpers  und  P  die  zugehörige  äussere  Eraft,  m  die  Masse 
des  Punktes,  so  hat  man  die  Qleichung  {ygl.  Seite  64} 

Die  linke  Seite  ist  ^  £m  [x  -^  oder  der  Differentialquotient  der 
Flächengeschwindigkeit.  Wenn  nun  der  Körper  einen  festen  Punkt 
hat,  in  dem  der  Ursprung  der  Strecke  x  liegt,  so  besitzt  er  eine  Ton 
Moment  zu  Moment  wechselnde  instantane  Drehungsaxe.  Ist  diese  p 
und  stellt  die  Länge  von  p  die  Gfrösse  der  Winkelgeschwindigkeit  um 
diese  Axe  vor,  so  ist  {vgl.  Seite  79  §  16} 

also  die  Flächenbewegung 

=  £m[x  \  px]. 
Setzt  man 

Sp  =  JSm[px  I  x]y 

so  wird  die  Flächenbewegung  =»  |  8p.    Nun  ist  allgemein 

[q  I  Sp]  =  2Jm[q{x  |  pxj]  ^  Zm[qx  \  px]  =  2Jm[px  \  qx]  =  [p  \  Sq], 

Daher  wird 

Lp  I  Sp]  =  Zm[px  I  px]  =  Zm  -p^x^  sin^pXy 

das  heisst  gleich  j>'mal  dem  Trägkeitsmoment  in  Bezug  auf  die  Axe  p. 
Somit  ist  das  Trägheitsmoment 

_[p\Sp] 

~      P'     * 


*)  §  1  ist  in  möglichst  engem  Anschluss  an  die  MSS.  vom  Herausgeber  frei 
bearbeitet.    (A.  d.  H.) 

**)  In  dem  MS.,  dem  die  obige  Mittheilong  entnommen  ist,  setzt  Grassmann 

dx 

-j-  gleich  px,  wo  der  Punkt  über  dem  Zeichen  die  Strecke  andeuten  soll.    Dies 

dt 

MS.  ist  überschrieben  „nach  Jacobi  Grelle  39''  und  enthält  die  popul&re  Erklärung 

der  Erscheinungen  des  Fesserschen  Botationsapparates  aus  dem  Flächensatz,  die 

Grassmann   1856   in   der  Naturforschenden   Gresellschafb  zu  Stettin  (Sitzung   am 

31.  Januar)  gegeben  hat,   wie  mir  Herr  Dr.  H.  Grassmann  in  Halle  mitgetheilt 

hat.    Darf  man   daraus  vielleicht  schliessen,   dass  Grassmann  in  den  fünfziger 

Jahren  das  äussere  Produkt  zweier  Strecken  wieder  als  Strecke  gedeutet  hat,  wie 

Hamilton  dies  that?    (A.  d.  H.) 
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§  2.     Die  lebendige  Kraft  T  ist 

Ist  Xq   der  Trager   des  Schwerpunktes  und  gehen  die  Trager  x  Tom 
»Schwerpunkt  aus,  so  ist  die  Gesammtgeschwindigkeit  eines  Punktes 

=  -,':  + 1 M. 

Daher  die  lebendige  Kraft  T 

oder  weil  die  x  vom  Schwerpunkt  ausgehen,  also  Zmx  =  0  ist, 

§  3.     Um  die  Hauptaxen  zu  finden,  haben   wir  drei  aufeinander 
senkrechte  Einheitsstrecken  a,  h,  c  zu  finden,  so  dass 

(1)  Sp  =  A[p\a\a  +  B[p\h\h  +  C[j?\c]c 

wird.*)     Dann  folgt 

(2;  Sa  =  An,    Sb  =  Bb,    Sc  =  Cc, 

Sind  umgekehrt  diese  Oleichungen  erfüllt  fOr  drei  Strecken  a,  5,  c,  so 
folgt  aus  ihnen 

[b  \Sa]  =  A\a\  fe],    [a  \  Sb]  =  5[6  |  a], 
daher  weil  [6  |  Sa]=  [a  \  Sb], 

{A-B)\a\b]  =  0, 
also  wenn  A=^  B  ist,  [a  |  6]  =  0,  das  heisst  6  auf  a  senkrecht. 

Ebenso  folgt,  wenn  A  4=  C\  2?  =f=  C,  dass  c  auf  a  und  auf  b  senk- 
recht ist.     Da  nun  aus 

/)  =  aa  +  /36  +  yc 

Sp  =  afifa  +  /3ig6  +  ySc 
folgt,  so  wird 

Sp  =  a^a  +  /356  +  yCc 
und  weil 

«  =  I>I«L   ß  =  [p\il   r  =  lp\c], 

ergiebt  sich  der  Ausdruck  (1)  für  Sp. 

*)  Setzt   man   nämlich  p  =  aa  +  /?&  +  yc,   so   wird    [/)  |  «]  =  a    nnd    so 
weiter  imd 

Sp  =  ylaa  +  Bßb  +  Cyc, 

[p  I  Sp]  =  ^a«  +  ^^«  +  Cy\ 

wie  es  sein  muss.    (A.  d.  H.) 
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Setzt  man  nun  um  die  (2)  zu  erfüllen 

wo  e^,e^,e^  drei  gegenseitig  senkrechte  Einheitsstrecken  sind  und  x,  y,  z 
noch  zu  bestimmende  Zahlen,  und  weiter 

so  folgt 

Sa  =  xe+ye"+ze" 

und  die  Gleichung  Sa  =  Äa  liefert  dann 

x{e  -  Ae,)  +  y  {e"  -  Ae,)  +  z{e'"  -  Ae,)  =  0, 

{und  durch  Multiplikation  mit  zweien  der  Koefficienten,  da  nicht  die 
drei  Grossen  x,  y,  z  Null  sein  sollen} 

ie'  -  ^O  (e"  -  Ae^)  {e'"  -  Ae,)  =  0, 
was  eine  Gleichung  dritten  Grades  für  A  ist. 
Sei  Aj^  eine  reelle  Wurzel  und  dann 

«'—  A^i  =  Piy     «"—  A^  =P2y     ^'"—  A^  =Ps, 
{so  folgt 

^jPi  +  yP2  +  ^i>8  =  0 

und  daher 

^lPiPt]  +  y[P2Ps]  =  0, 

y[PiP2]  +  ^[PiPs]  =  0, 

Weil  die  drei  Strecken  PuP^^Ps  derselben  Ebene  parallel  sind,  stehen 
die  drei  Produkte  [PiP^],  [p%Pz]}  LPdPi\  ^^  ^^^^^  Zahlbeziehung  und 
es  ergiebt  sich} 

x:y:z  =  [p^p^] :  [p^p^]  :  [p^p^]. 

Um  die  beiden  andern  Strecken  b  und  c  zu  suchen,  setzen  wir  statt 
^17  ^%>  %  j^^  ^^  ^^  Maasse  6^,  e^^a,  wo  e^jC^  senkrecht  gegen  a 
angenommen  sind,  sonst  aber  das  Normalsystem  e^e^a  willkürlich  ist, 
während  e^,  e^  natürlich  andere  Bedeutung  haben  als  eben;  und  es  sei 

6  =  we^  +  VC,  +  wa. 
Sei  nun 

Se^  =  e'  j    Se^  =  e", 

so  liefert  die  Gleichung  Sb  =  Bb 

u{e  —  Be,)  +  i;(c"  —  Be^)  +  wa(A  —  B)  =  0, 
(c'  —  Be^)  (c"  -  Be^)a(A  -  JB)  =  0, 
also  wenn  -.4  -jl-  jB 

Es  ist  dann 

L«  I  e']  =  [a  i  Se,]  =  [ei  I  Sa]  =  [ci  I  al  =  0, 
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daher  e'  und  ebenso  e"  senkrecht  auf  a.    Femer  ist 

h|e']-[e,  |Se.J  =  [e.|5^]  =  [c,|c'1- 
Somit  kann  man  setzen 

ie'  =.aiC,  +o^, 


(3)  ,   ,.  , 

Damit  wird  die  Gleichung  für  B 

(«1«!  +  ac»  —  -Bci)  (aci  +«»«.  —  •Be,)a  =  0, 
oder 

(4)  K-JB)(a,-S)  =  a«. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  stets  reell,  weil  die  linke  Seite  von 
Null  bis  ins  Unendliche  wächst ,  wenn  man  B  von  dem  grosseren  der 
beiden  Werthe  o^  und  a^  an  wachsen  lasst 
Ist  jBi  ein  Wurzelwerth,  so  wird 

(6)    u:v  =  (e''—B^€^)a:-'{e'-B,€,)a  =  e''^B^€^:-(e  —  B^ei). 

Hierdurch  sind  a  und  b,  A  und  B  bestimmt;  c  ist,  wenn  B=^  C,  senk- 
recht auf  a  und  b. 

§  4.  Es  seien  jetzt  Axen  und  Momente  in  Bezug  auf  einen  Korper 
gesucht,  der  nach  beiden  Seiten  der  17  g- Ebene  symmetrisch  ist.  So 
ist  Smii  =  0,  Smrji  =  0,  also  ist  in  der  That  die  S-Axe^  das  heisst 
die  gegen  die  Symmetrieebene  senkrechte  Linie,  eine  der  Hauptaxen; 
sie  sei  a\  Das  Moment  in  Bezug  auf  sie  ist  Z'w(iy*  +  g')  =  A.  Nun 
seien  e^  und  e,  zwei  gegen  a  senkrechte  Strecken  und  {nach  GL  (3)} 

u^  =  [e  I  ej]  =  [Se^  \  e^\  =  UmleiX  \  e^x]  =  Zmle^xY, 
«2  =  W  I  ^2]  ==  [^^  I  ^]  =  £m[e^x  I  e^x]  =  Zw[e,a;]*, 
«  =  [6'  I  c,]  =  [Sei  I  ^2]  =  [ß"  I  «il  =  -£w[eia;  |  e^x], 

so  sind  jB,  C,  6,  c  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  bestimmt. 

§  5.  Es  sei  die  Aufgabe  gestellt:  Aus  den  Hauptaxen  und  den 
Momenten  zweier  Theile  die  des  (Ganzen  zu  finden.  Hiebei  können 
wir  die  Axen  durch  denselben  Punkt  gehend  annehmen.  Es  seien 
Ol,  o,,  a  die  Axen,  A^,  A^,  Adie  zugehörigen  Momente  des  einen,  fti,  6,,  6, 
Bi,  B^,  B  ^e  entsprechenden  Grössen  des  andern  Theiles  und  q,  c,,  c, 
Cj,  Cj,  C  die  des  Granzen.     Also,  wenn  man 

rp  =  ü[p  I  c]c  +  C,[p  I  q]q  +  C,\j>  I  c,]c, 
setzt, 

rp  =  A[p\  a]a-\-A^[j>  |  «i] «i  +  ^ b  I  »»] «. 
+  B[p\b]b+B,[p\  b,]b,  +  B,]jp  I  b,]b,. 

Setzt  man  p  =  c,  so  folgt 
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Cc  =  A\c  I  a]a  +  A^\c  \  o^joi  +  Ä^\c  \  a^a^ 
+  B[c  I  &]6  +  B,{c  I  6J6j  +  B,{c  \  6,]6„ 

c   sei   =  x^ay^  +  iCjOg  +  ^«   iiii<l  J^ötj  =  a/,   Fo,  =  o,',   Fa  =  a\  so 
hat  man 

0  =  x^{Ca^  -  O  +  ^i(Ca,  —  O  +  a;(Ca  —  a'), 
also 

(Coi  —  Ol')  (Co,  -  a,')  (Ca  -  a')  =  0, 
wo 

a'=  ^a  +  i?K  I  6]6  +  ^[o,  |  6J6,  +  5,[o,  |  6,]ft, 

und  so  weiter. 

xm. 

Bewegung  doreh  einen  Stoss. 

1839  und  1842. 

§  1.  {Ist  C  die  Momentan-  oder  Stosshraft,  die  auf  einen  Punkt 
mit  dem  Träger  p  wirkt,  so  giebt  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten 

An 

wobei}  -ji^^p'  die  Geschwindigkeit  ist,  welche,  nachdem  die  Körper 
sich  verlassen  haben,  mitgetheilt  ist.    { Für  ein  freies  System  ist  also } 

Setzt  man  1>  =  l>o  +  ®;  ^o  p^^  der  Trager  des  Schwerpunktes,  so  folgt 

{Die  erste  Gleichung  liefert  dann 

i:{{mp^  —  P  +  mm)  \  »©]  —  0. 

Nun   ist  für   einen  festen  Körper  8(o  =  |  [ga>]  (vgl.  Seite  79,  §  16), 
also  muss  sein 

0  =  2;[(wjPo'— P  +  mto) qoi]  =  Smlp^qto] -f  2;[(w©'—  P)?©]. 
Der  erste  Theil  ist  =  [p^qllmfo]  =  0.    Also  bleibt 

2;[(w©'--P)g(o]  =  0 
für  beliebige  q,  daher} 

2;[(wa)'— P)(o]  =  0 
sein  muss. 

§  2.  {Ist  das  System  eine  ebene  Scheibe,  die  sich  in  ihrer  Ebene 
bewegt,  so  sei  q>  der  Winkel,  welchen  der  Trager  to  zur  Zeit  t  mit 
seiner  Lage  zur  Zeit  ^  bildet  und  die  idq  sei.    Bezeichnen  wir  mit  |  a 
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eine  Strecke,  die  aus  a  durch  eine  positive  Drehung  um  90^  hervor 
geht  (vgl.  ^  Nr.  331),  so  kann  man 

a  =  cos  qxoQ  -\-  sintp  \  gjq 
setzen,  wodurch 

ft}'=  ( —  sin  qxoQ  +  cos  a  \  ©0)9'=  y'  |  0 
wird.     Damit  wird  die  letzte  Gleichung  in  §  1 
(p'Zma}^  =  —  2:[Ptol 
oder,  wenn  man  das  Trägheitsmoment  2^pn  co'  =  M  setzt } 

y'=_.^.XlPc,l. 
Wirkt  mm  eine  Stosskraft  auf  den  Punkt  mit  dem  Träger  a,  so  hat  man 

{wenn  m  die  Gesammtmasse  bezeichnet}.    Die  Geschwindigkeit  a  des 
gestossenen  Punktes  ist  nun 

P       [Pa]  , 
;/<  w     ' 

§  3.  Gegeben  seien  zwei  Scheiben  A^  imd  A^y  ihre  Schwerpunkte 
seien  <f^  und  e^,,  der  gemeinsame  Punkt  {in  dem  sie  aufeinanderstossen } 
a  mit  den  Trägem  a^  und  it^,  die  bezüglich  von  den  Schwerpunkten 
6^  und  (Tg  aus  genommen  sind,  ihre  Stosslinie  (so  nennen  wir  die  Linie, 
welche  gegen  die  Tangente,  die  an  den  Stosspunkt  gezogen  ist,  senk- 
recht steht)  B]  die  Geschwindigkeiten  der  Schwerpunkte  vor  dem 
Stosse  p^  und  p^  und  die  Schwenkungsgeschwindigkeiten  um  die 
Schwerpunkte  ti  bezüglich  ^'j,  die  Massen  m^,  nig,  ihre  Trägheits- 
momente Jfj,  Jlfj.  {Ist  nun  P  die  Stosskraft,  die  der  zweite  Körper 
auf  den  ersten  ausübt,  so  theilt  sie  dem  Schwerpunkt  die  Geschwindig- 

P  ...     \Pa  1 

keit  - —  mit  und  giebt  eine  Rotationsgeschwindigkeit     ~  } .    Die  mit- 

getheilte    Geschwindigkeit    des   Punktes    a^    (sofern    er    immlich    dem 
Körper  Ä^^  angehört)  ist  somit 

Hiezu    die    ursprünglichen    Geschwindigkeiten   p^    und    ^^  |  a    hinzu- 
gerechnet, haben  wir  die  Gesammtgeschwindigkeit 

^i'x  +  l  +  V'J«.-^!«!, 

beim  unelastischen  Stoss  muss  die  Projektion  der  Geschwindigkeit  auf 
die  Stosslinie  B  für  beide  Körper  die  nämliche  sein. 
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{Bezeichnen  wir  eine  anf  der  Stosslinie  B  gelegene  Strecke  von 
der  Länge  Eins  mit  ß  und  setzen  P,  das  die  Richtung  von  B  hat, 
=  x^  ß,  wo  x^  eine  Zahl,  so  wird  die  Projektion 

=  [Pi  I  /3]  +  V'i[|  «x  •  I  ffl  +  ^[ß  I  «  -;|-[/J«J[|  «.  .  I  ß], 
oder  weil 

[|«il«=IK«  =  [«i«, 

da  ja  [cc^ß]  eine  Zahl  ist,} 

=  iPt  I  ß\  +  *iK«  +  ^  +  §  i'hß?- 

Der  Ausdruck  für  die  entsprechende  Geschwindigkeit  des  Punktes  a, 
insofern  er  der  zweiten  Scheibe  angehört,  wird  durch  Vertauschung 
der  Zeiger  1  und  2  gefunden,  indem  man  zugleich  — x^  &i  x^  setzt 
{ weil  die  Stosskraft,  die  von  Ä^  auf  A^  ausgeübt  wird,  gleich  —  P  ist } . 
Die  ßleichsetzung  beider  Ausdrücke  liefert 

Für  zwei  Kugeln  {deren  Schwerpimkte  die  Mittelpunkte  sind}  fallen 
«1  imd  Oj  mit  ß  in  dieselbe  Gerade,  daher  ist  [«i/J]  =  [«g/S]  =  0. 
{ Die  Strecke  p^  —  p^  ist  ebenfalls  mit  ß  gleich-  oder  entgegengesetzt 
gerichtet.  Ninmit  man  daher  an,  ß  sei  von  A^  nach  A^  gerichtet 
und  setzt 

so  folgt  dann} 

und  die  Drehung  um  den  Schwerpunkt  bleibt  unverändert  die  gleiche 
wie  vor  dem  Stosse. 

XIV. 
Hittelpimkt  nicht  paralleler  Kräfte.'*') 

Es  seien  an  den  Punkten  Pi, p^,'  -  -  eines  festen  Körpers  die 
Kräfte  ^,  ^^f"  -  angebracht.  Es  sei  Z^  ==  s,  das  wir  als  von  Null 
verschieden  annehmen  und 

wo  <f'  und  ö"  zwei  gegenseitig  und  auf  s  senkrechte  Strecken  von  der  Länge 
Eins,  a^,  ß^,  yx  Zahlen  sind.    Weil  2Jx  =  s  angenonmien  wurde,  folgt 


*)  Vom  Herausgeber  frei  bearbeitet  im  Anschlnss  an  das  MS. 
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Die  Wirkungen  der  Eiufte  auf  den  Körper  hängen  ab  von  der  Summe 

Dal^a^i»!  ist,  istZa^^^  wieder  ein  einfacher  Punkt  0;  dB  Ußj^^'^s  ^y-^^^^O 
ist,  stellen  die  beiden  Summen  £ß;iPi  und  Sy^Px  Strecken  vor,  die  wir 
mit  a    und  a"  bezeichnen  wollen.     Damit  folgt 

Die   Strecken   a    und  a"   hangen   von   der  Wahl   der  Richtungen  6' 
und  6"  ab.     Ersetzt  man  sie  durch  zwei  andere  auf  8  und  gegenseitig 
senkrechte  Strecken  x'  und  x"  von  der  Lange  Eins,  so  wird 
d  =«aT  +pr  ,     6   «^  ßx  — ax  , 

wo  zwischen  den  Zahlen  a,  ß  die  Beziehung  a^  -{-/)*=  1  besteht 
Daher  wird 

-S[l),«J  =  [Osi  +  [(««'  +  ßa")T'-]  +  [(/»«'-  ««")r"]. 

Die  Richtungen  a'  und  «"  gehen  also  in  die  ««'+/}«",  ßa' — aa" 
über,  und  man  kann  a  und  ß  so  bestimmen,  dass  diese  aufeinander 
senkrecht  sind.     Dazu  ist  nöthig,  dass 

[{aa'+ßa")\ißa'-aa")]^0 
ist,  oder 

a/J(a'«  —  a"«)  —  a'[a"  \  «']  +  /?«[«'  |  a"]  =  0, 

woraus  sich  a  und  /3  ergeben.  Seien  dann  die  r'  und  x"  entsprechen- 
den Richtungen  p  und  g,  und  die  an  Stelle  von  a'  und  «'"  tretenden 
Strecken  a  und  &,  so  hat  man 

(1)  S[^x',]-[08\  +  [ap]  +  [bq], 

WO  nun 

«i  =  «i«  +  ßxP  +  rxQy 

Eß^px^a,    2:y,p,  =  b 
gesetzt  ist. 

Drehen  sich  die  Kräfte  um  irgend  eine  Aze,  indem  ihre  Angriffs- 
punkte fest  bleiben,  so  dreht  sich  s  um  die  nämliche  Axe  um  den- 
selben Winkel  und  0  ändert  sich  nicht.  Und  wenn  man  auch  die 
Strecken  p  und  q  entsprechend  dreht,  ändern  sich  die  /3/,  yj[  auch 
nicht  und  damit  auch  nicht  die  Strecken  a  und  &.  Unter  der  Annahme 
also,  dass  man  mit  den  Kräften  auch  die  Strecken  5,  jp,  q  mit  drehe, 
gilt  nun  Gleichung  (1)  für  jede  Lage  der  Kräfte. 

Soll  sich  27[p;i9rJ  fär  eine  Lage  der  Kräfte  auf  einen  Linientheil 
reduciren,  so  muss  dieser  die  Länge  und  Richtung  von  s  haben.  Ist  r 
die  Sirecke  von  0  nach  seinem  Angriffspunkt,  so  kann  man  dann 

^[Pi^J-LCO  +  r)*] 
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setzen^  so  dass 

(2)  [rs]==[ap]  +  [bq] 

sein  miiBB.     Multiplicirt  man  diese  Oleichnng  mit  s^  so  erhalt  man 

0  =  [aps]  +  [bqs]. 

Weil  s,p,  q  gegenseitig  senkrecht  sind  und  p,  q  die  Länge  Eins  haben,  ist 

|[j)s]  =  _gtf,     \[qs]=pO, 

unter  <f  die  Länge  von  5  verstanden,  so  dass 

(3)  [a|g]  =  [6|j>] 
sein  muss. 

Man  nehme  a  zur  y-,  b  zur  z-Axe,  die  auf  beiden  senkrechte  zur 
x-Axe  eines  Coordinatensystems  mit  dem  Ursprung  0,  und  nenne 
€^,€2,6^  die  auf  den  positiven  Axen  der  x,  y,  z  liegenden  Einheits- 
strecken.    Dann  sei 

s  =ue^   +ve2   +  we^, 

q  =  u'\  +  t?"e,  +  w"e5, 
r  =  xe^   +y6a    +  se^. 
So  wird  die  Bedingung  (3) 

(4)  av'^lw'y 

wenn  wir  mit  a  und  h  auch  die  Längen  dieser  Strecken  bezeichnen. 
Die  Gleichung  (2)  wird  aber 

{xv  —  yu)  [eje,]  +  {xw  —  zu)  [e^^^]  +  {yw  —  zv)  [gje,]  = 

und  diese  zerfallt  in 
XV  —  yw  =  —  u'a,    xw  —  wje?  =  —  u"hy    yw  —  zv  ^=^  aw' —  hv'\ 

Setzt  man  y  =>  0,  so  folgt 

X  u' 

a  V  ^ 

aw' —  hv" 

-'^ ; — ' 

oder,  nach  (4), 
Daher  wird 
und  weil 
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ist,  durch  Gleichsetzung  beider  Werthe 

Und  ähnlich  findet  sich  mit  j?  =  0  die  Gleichung 

6*    »    6«  —  a«        ff«     ^ 

*)  Dies  sind  die  von  Minding  geftmdenen  Resultate.  Vgl.  dessen  Handbuch 
der  theoret.  Mechanik  (2.  Theil  des  Handbuchs  der  Diff.-  u.  Int.-Rechn.)  Seite  78  ff., 
bes.  Seite  96  und  Joum.  f.  Math.  Bd.  14  Seite  289,  Bd.  16  Seite  27.    (A.  d.  H.) 
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Bemerkung  des  Herausgebers. 

Im  Vorstehenden  sind  zuerst  die  beiden  einzigen  Arbeiten  abge- 
druckt,  die  Ghrassmann  über  Mechanik  veröffentlicht  hat,  nämlich  die 
elementare  Darstellung,  die  im  Prognunm  des  Stettiner  Gymnasiums 
1867  erschienen  ist  und  die  Arbeit  aus  dem  12.  Band  der  Mathemati- 
schen Annalen,  die  1877  gedruckt  wurde.  Die  beiden  Publikationen 
sind  hier  wörtlich  wieder  abgedruckt,  nur  Aeusserlichkeiten  geändert 
und  kleine  Fehler  korrigirt. 

Erläuterungen  und  Bemerkungen,  die  ich  zufügen  zu  sollen  glaubte, 
sind  hier,  wie  auch  sonst  überall,  unter  den  Text  gesetzt  und  durch 
ein  angefügtes  „A.  d.  H."  als  Anmerkungen  des  Herausgebers  gekenn- 
zeichnet. Bei  der  ersten  der  beiden  Abhandlungen  habe  ich  hinter 
§  63  einen  Zusatz  eingeschaltet,  der  sich  im  Nachlass  fand.  Zur  Er- 
leichterung des  Studiums  habe  ich  einige  Figuren  beigegeben,  die  im 
Originale  fehlen. 

Die  eben  besprochenen  beiden  Abhandlungen  enthalten  neben  den 
§§  105  und  120—124  «i,  den  Seiten  27—38  der  „Geometrischen 
Analyse"  und  den  Anmerkungen  zu  den  §§  286  und  347  von  ?l,  AUes 
was  Grassmann  über  Mechanik  veröffentlicht  hat. 

Auch  der  Nachlass  bietet  —  wider  Erwarten  —  keine  grosse 
Ausbeute.  Er  besteht  der  Hauptmasse  nach  aus  Excerpten  und  Rech- 
nungen zu  Arbeiten  anderer  Mathematiker,  in  welchen  öfter,  soweit 
der  Gegenstand  es  erlaubte,  die  Ausdehnungslehre  benutzt  ist.  Der 
Rest  enthält  eigene  Entwürfe  und  Versuche  verschiedener  Art. 

Nach  sorgfältiger  Durchsicht  aller  Papiere  habe  ich  zwölf  Auf- 
sätze zusammengestellt,  welche  geeignet  sind  die  Anwendung  der  Aus- 
dehnungslehre auf  die  Mechanik  des  Punktes  und  des  festen  Körpers 
zu  zeigen  und  die  zugleich  Alles  enthalten,  was  aus  dem  gesammten 
Nachlass  mir  als  neu  und  interessant  erschien.  Die  unter  HI,  V,  VI,  VH 
abgedruckten  Stücke  und  XH,  von  §  2,  an  lagen  bis  auf  Kleinigkeiten 
druckfertig  vor,  XI  wurde  aus  mehreren  solchen  Theilen  zusammen- 
gesetzt. Dabei  waren  nur  kleine  Veränderungen  und  Zusätze  im  Texte 
nöthig,  die  in  Klammem  {  }  eingeschlossen  sind,  und  einige  Erläuterungen, 
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die  in  Anmerkungen  stehen.  Die  Stücke  IV;  VUI,  IX,  XIII  erfor- 
derten, theils  um  Wiederholungen  von  früher  Gebrachtem  zu  ver- 
meiden, theÜB  weil  die  MSS.  durch  ihre  Kürze  schwer  yerstandlich 
waren,  grössere  Aenderungen,  die  ebenfalls  in  Klammem  gesetzt  sind, 
wenn  sie  nur  wenige  Worte  überschreiten.  Die  MSS.  zu  den  Stücken 
X  und  XIV,  sowie  dem  §  1  von  Xu  konnten  so,  wie  sie  waren,  nicht 
gedruckt  werden  und  ich  zog  es  in  Folge  dessen  vor  sie  frei  zu  be- 
arbeiten, wobei  ich  strebte  mich  möglichst  an  die  MSS.  anzoschliessen. 
Die  Bezeichnungen  sind  durchweg  die,  welche  Orassmann  in  9, 
benutzt  hat,  auch  dann,  wenn  in  den  MSS.  andere  Zeichen  angewandt 
sind.  Nur  die  eine  Abweichung  habe  ich  mir  gestattet,  dass  ich  das 
innere  Produkt  einer  Strecke  oder  eines  Flachenraumes  mit  sich  selbst, 
also  [p  \p]  bezw.  [pq  \  pq]  ein£Eu;h  mit  p^  oder  [pq^  und  nicht  mit 
p^  oder  [p^]  bezeichnet  habe,  wie  dies  auch  Ghrassmann  in  dem  Pro- 
gramme gethan  hat 

Freiburg,  Frühjahr  1893.  J.  Lfirotk 
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I.  Ableitung  der  KrystaUgestalten 
ans  dem  aUgemeinen  Gesetze  der  KrystaUbildnng. 


Von 

H.  Orassmann. 


Programm  der  Ottoschule  in  Stettin,  März  1839. 


§  1.     Eryställform  und  ohemisohe  ZnBammeiiBetBimg  als  die         i 
wesentliohen  BigenBOhaften  unorganiBoher  Körper. 

Unter  allen  Eigenschaften^  welche  das  Wesen  der  unorganischen 
Körper  bestimmen^  sind  die^  welche  dies  Wesen  am  unmittelbarsten 
darstellen,  die  chemische  Zusammensetzung  und  die  Erystallform.  Nur 
bei  der  chemischen  Erzeugung  und  bei  der  Bildung  der  Ejystallform 
zeigt  sich  ein  eigenthümliches  Leben  in  dem  unorganischen  Körper, 
während  dieser,  nachdem  sich  jene  innere  und  äussere  Gestaltung  voll- 
endet hat,  als  ein  todter  erscheint,  der  aber  dennoch  alle  kosmischen 
Einflüsse  nach  der  ihm  durch  jene  Gestaltung  mitgetheilten  Eigen- 
thümlichkeit  verarbeitet.  Beide  Lebensäusserungen  der  unorganischen 
Natur  entsprechen  den  beiden  Lebensthatigkeiten  der  organischen  Natur, 
nämlich  der  Bildung  des  Organismus  und  der  Umwandlung  (Assimi- 
lation) der  Stoffe  fQr  das  organische  Leben.  —  Denn  was  für  die 
organische  Welt  der  Organismus  ist,  das  ist  für  die  unorganische  die 
Krystallform,  und  was  für  die  erstere  die  Assimilation  ist,  das  ist  für 
die  letztere  der  chemische  Process.  —  Bjystallform  und  Organismus 
schliessen  sich  einander  aus;  denn  beide  bestimmen  nicht  bloss  die 
äussere  Umgränzung,  sondern  auch  die  innere  Gestaltung  des  Körpers 
bis  in  seine  kleinsten  Theile  hinein;  und  kein  krystallisirter  Körper 
kann  daher  ein  organisirter  sein,  und  umgekehrt  kann  kein  organisirter 
Körper  eine  Krystallform  haben.  Eben  so  entschieden  stellt  sich  der 
Gegensatz  zwischen  der  Assimilation  und  dem  chemischen  Process 
heraus;  was  wir  hier  aber  nicht  weiter  entwickeln  können. 

8» 
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§  2.  Zaf&lUges  und  Wesentliohes  an  dem  einselnen  KrystalL 
Betrachten  wir  irgend  einen  einzelnen  Krystall,  so  moss  uns  zuerst 
die  vollkommen  ebene  Begranzung  auffallen,  und  wir  werden  sogleich 
auf  den  Gedanken  geführt ,  dass  jede  Begränzungsebene  durch  irgend 
eine  Kraft  erzeugt  sein  muss,  welche  eine  gegen  die  Ebene  senkrechte 
Richtung  hat  In  der  That  finden  wir,  dass  der  Körper  sich  im  All- 
gemeinen in  jeder  mit  einer  Begränzungsebene  parallelen  Richtmig 
spalten  lasst,  und  zwar  in  allen  parallelen  Ebenen  mit  gleicher  Leichtig- 
keit; woraus  wir  also  schliessen  müssen,  dass  in  der  auf  diesen  Ebenen 
senkrechten  Richtung  die  Elraft  des  Zusammenhanges  geringer  ist, 
als  in  den  von  der  senkrechten  abweichenden  Richtungen;  und  jene 
Kraft,  welche  das  Erscheinen  der  Begranzungsebene  bedingte,  muss 
daher  durch  den  ganzen  Krystall  gleichmässig  hindurchgehen,  und  ihre 
Wirkung  muss  in  einer  Verminderung  des  Zusammenhanges  der  Theile 
bestehen.  Es  geht  hieraus  sogleich  heiror,  dass  jeder  Krystallflache 
eine  mit  ihr  parallele  zweite  Begriinzungsflache  entsprechen  muss, 
C  auch  wenn  die  Flache  selbst  durch  f  zufallige  Umstände  unterdrückt 
sein  soUte.  Auch  erhellt,  dass  es  nur  auf  den  Winkel,  welchen  zwei 
Flächen  bilden,  ankommen  kann,  während  die  Entfernung  der  Fläche 
vom  Mittelpunkte  der  (Gestalt  als  etwas  zufälliges  und  wechselndes 
erscheint. 

Betrachten  wir  nun  die  verschiedenen  Flächen  eines  und  desselben 
Krystalls,  so  finden  wir,  dass  manche  ganz  dieselben  (physikalischen) 
Eigenschaften,  insbesondere  gleichen  Glanz  und  gleiche  Spaltbarkeit 
haben,  während  andere  diese  Eigenschaften  in  ungleichem  Grade  zeigen. 
—  Alle  Flächen  nun,  welche  gleiche  physikalische  Eigenschaften  zeigen, 
müssen  wir  ansehen  als  entstanden  durch  gleiche  (gleich  grosse  und 
gleichartige)  Kräfte,  und  umgekehrt  müssen  jede  zwei  gleiche  Kräfte  auch 
gleichartige  Begränzungsflächen  erzeugen.  Hieraus  folgt  unmittelbar, 
dass  je  zwei  parallele  Begränzungsflächen  gleiche  Eigenschaften  besitzen 
müssen,  indem  sie  nur  die  entgegengesetzten  Seiten  derselben  Kraft 
darstellen.  Wir  woUen  solche  nach  entgegengesetzter  Seite  wirkende 
Kraft,  wenn  sie  der  ersteren  gleich  ist,  kurz  ihre  Gegenkraft  nennen.  — 
Oft  finden  wir  nun  Spaltungsrichtungen,  welchen  keine  Begränzungs- 
flächen entsprechen,  indem  die  angränzenden  Flächen  diese  gleichsam 
überwachsen  haben;  es  ist  also  auch  die  wirkliche  Erscheinung  oder 
die  Unterdrückung  einer  Begränzungsfläche  nur  als  etwas  zufalliges 
anzusehen,  während  das  eigentlich  Wesentliche  die  innere  Struktur  des 
Krystalles  ist.  In  der  That,  vergleichen  wir  zwei  Krystalle  von  übrigens 
ganz  gleicher  Beschaffenheit,  so  finden  wir  dennoch,  dass  oft  an  dem 
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einen  Begränzungsflächen  erscheinen,  welche  an  dem  andern  nicht  herror- 
treten,  welche  aber  durch  entsprechende  Spaltungsrichtungen  vertreten 
werden.  Wir  werden  somit  zwei  Krystalle;  welche  dieselbe  innere 
Struktur  zeigen ,  als  derselben  Erystallart  (Erystall-Species)  angehörig 
anzusehen  haben,  wenn  auch  in  der  einen  Begränzungsflächen  erscheinen, 
welche  in  der  andern  nicht  hervortreten.  Aber  das  ist  aus  dem  Obigen 
klar,  dass  jede  zwei  Krystalle  derselben  Art  nicht  bloss  dieselben  Spal- 
tungsrichtungen haben  werden,  sondern  dass  auch  jede  Fläche  des  einen 
mit  der  entsprechenden  des  andern  gleiche  physikalische  Eigenschaften 
(Glanz,  Härte  u.  s.  w.)  zeigen  werde,  und  dass  je  zwei  Flächen  des 
einen  einen  gleichen  Winkel  bilden  werden,  wie  die  entsprechenden 
Flächen  des  andern  Krystalles. 

Könnte  man  die  innere  Struktur  des  Krystalles  unmittelbar  unter- 
suchen, so  würde  man  seine  äussere  Umgränzung  ganz  bei  Seite  liegen 
lassen  können;  da  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  auch  die  Spaltungs- 
versuche nur  selten  oder  nie  zu  erschöpfenden  Resultaten  föhren,  so 
muss  man  von  der  äusseren  Umgränzung  auf  jene  zurückschliessen, 
und  zu  dem  Ende  verschiedene  Krystalle  derselben  Species  untersuchen. 
Nun  findet  sich,  dass  im  Allgemeinen  alle  Körper,  welche  aus  den- 
selben Bestandtheilen  auf  gleiche  Weise  zusammengesetzt  sind,  auch 
eine  gleiche  innere  KrystaUstruktur  zeigen«  Vergleicht  man  daher  die 
(}esammtheit  der  Flächen,  welche  sich  an  allen  Krystallen  derselben 
Species  zeigen,  so  wird  man  sich  dadurch  ein  möglichst  vollständiges 
Bild  der  Krystallspecies  entwerfen  können. 

§  3.     NaturgesetB  der  Krystallbildnng. 

Vergleicht  man  die  verschiedenen  Flächen  eines  Krystalles  oder 
einer  Krystallspecies,  so  findet  man  stets  das  Gesetz  bestätigt,  „dass 
wenn  darin  zwei  Kräfte  von  bekannter  Richtung  und  Grösse  als 
Flächen-bildend  vorkommen,  auch  stets  die  aus  jenen  beiden  gebildete 
mittlere  Kraft  als  Flächen-bildend  vorkommen  könne",  wo  man  unter 
der  mittleren  Kraft  die  Diagonale  des  aus  den  f  einzelnen  Kräften  be-  7 
schriebenen  Parallelogramms  versteht. 

Um  den  Sinn  dieses  Gesetzes  klar  zu  machen,  wollen  wir  zuerst 
an  einem  Krystalle  zwei  Flächen  von  gleicher  physikalischer  Beschaffen- 
heit annehmen;  wir  werden  alsdann  schliessen  können,  dass  die  sie 
bildenden  Kräfte  gleich  gross  sind  (§  2);  dadurch  ist  dann  die  Rich- 
tung der  mittleren  ICraft  bestimmt;  diese  Kraft  wird  daher  auch  an 
dem  Krystall  als  Flächen-bildend  vorkommen  müssen  (also  auch  eine 
Begränzungsfläche  hervorbringen  können);  eben  darum  wird  sie  aber 
nach   demselben  Gesetz   sich   mit  einer  der  früheren  zusammensetzen 
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können  und  eine  neue  mittlere  Kraft  bilden,  und  so  würde  es  ohne 
Ende  fortgehen ,  wenn  nicht  die  Natur  selbst  sich  eine  Granze  gesetit 
hätte,  indem  die  Kräfte  desto  seltener  Flächen-bildend  werden,  über- 
haupt desto  weniger  die  innere  Struktur  des  Krystalls  bestimmen,  je 
vielfacher  die  Zusammensetzung  ist,  durch  welche  sie  entstanden  sind. 

Nun  fragt  sich  aber,  wie  das  Gesetz  anzuwenden  ist,  wenn  die 
beiden  Flächen  ungleiche  physikalische  Eigenschaften  haben,  also  auch 
durch  imgleiche  Kräfte  erzeugt  sind.  Da  man  diese  Kräfte,  eben  weil 
sie  auch  ihrer  Art  nach  uns  ganz  verborgen  sind,  nicht  messen  kann, 
so  muss  man  eben  durch  Anwendung  jenes  Gesetzes  selbst  zuerst  auf  das 
Verhältniss  jener  Kräfte  geftlhrt  werden,  um  danach  dann  die  Richtig- 
keit des  Gesetzes  weiter  zu  prüfen.  Da  nun  mit  dem  wechselnden 
Verhältniss  jener  Kräfte  auch  die  Richtung  der  mittleren  Kraft  wech- 
selt, so  muss  auch  umgekehrt  durch  die  Richtung  der  mittleren  Kraft 
das  Verhältniss  jener  Kräfte  bestimmt  sein.  Nimmt  man  also  eine 
ihrer  Richtung  nach  bekannte  Kraft,  welche  zwischen  den  beiden  ur- 
sprünglich gegebenen  Kräften  liegt,  als  die  mittlere  an,  so  ist  dann 
das  Verhältniss  der  ursprünglichen  Kräfte  bestimmt,  und  das  Gesetz 
kann  nun  geprüft  werden. 

Noch  haben  wir  hierbei  zu  bemerken,  dass  das  Gesetz  keinesweges 
etwas  aussagen  soll  über  das  wirkliche  Verhältniss  der  Kräfte,  sondern 
nur  insofern  deren  Richtungen  dadurch  bestimmt  sind.  Für  die  Grosse 
jener  Kräfte  hingegen  haben  wir  keinen  Maassstab,  so  dass  wir  auch 
nicht  im  Stande  sind,  für  sie  ein  Gesetz  aufzustellen.  In  der  That 
reicht  aber  jenes  Gesetz,  auch  in  dieser  Beschränktheit,  schon  hin,  um 
dadurch  die  sämmtlichen  Krystallgestalten  ihrer  Form  nach  zu  entwickehL 

§  4.  Mathematische  Erweiterung  des  Naturgesetses. 
Es  ging  aus  dem  eben  aufgestellten  Gesetz  hervor,  dass  man  die 
aus  zwei  Kräften  des  Krystalls  gebildete  mittlere  Kraft  wieder  mit 
einer  der  einfachen  Kräfte  zusammensetzen  und  dadurch  zu  einer  Kraft 
gelangen  kann,  welche  ebenfalls  Flächen-bildend  sein  muss.  Zu  dieser 
letzten  Kraft  würde  man  sogleich  unmittelbar  gelangt  sein,  wenn  man 
y.    ^  die  ursprüngliche  Kraft,   welche  zweimal  ange- 

^ j^_ ^  wandt    ist,    doppelt   genommen,    und   dann   so- 

/         >/7        y/j     gleich  aus  dieser  doppelten  und  jener  einfieu^hen 

/  y/^    j  y/      /     Kraft    zusammengesetzt    hätte.     Es    seien    zum 

[/  1/  \      Beispiel   ab   und   ac   (Fig.  1)  zwei  Kräfte,  ai 

^  ihre   mittlere   Kraft;   konstruiert   man   nun   aus 

ad  und  ab  wieder  die  mittlere  Kraft  ae,  so  lehrt  der  blosse  Anblick 

der  Figur,  dass  man  zu  dieser  Kraft  ae  auch  unmittelbar  gelangt  sein 


Fig.  ». 
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würde;  wenn  man  die  Kraft  ab,  welche  zweimal  angewandt  ist,  doppelt 
genommen,  and  diese  doppelte  Kraft  af  mit  der  einfachen  Kxaft  ac 
zusammengesetzt  hätte.  Daraus  ergiebt  sich  überhaupt,  dass  ,,wenn 
man  von  zwei  gegebenen  Ej^ten  aus  durch  wiederholte  Zusammen- 
setzungen zu  einer  neuen  Kraft  f  gelangt,  man  zu  derselben  Kraft  8 
auch  unmittelbar  durch  einmalige  Zusammensetzung  gelangen  würde, 
wenn  man  jede  Straft  so  viel  mal  nimmt,  als  sie  bei  jenen  einzelnen 
Zusammensetzungen  im  Ganzen  vorkommt^.  — 

Geht  man  femer  von  drei  ursprünglichen  Kräften  aus,  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  und  setzt  zuerst  zwei  derselben  zusammen,  und 
die  daraus  gebildete  mittlere  Kraft  wieder  mit  der  dritten,  so  ist  die 
so  gebildete  Kraft  die  Diagonale  eines  Spathes*),  dessen  Kanten  den 
ursprünglichen  Kräften  gleich  und  parallel  sind.  Sind  zum  Beispiel 
ab,  ac  und  ad  (Fig.  2)  drei  ursprüngliche  Kräfte, 
ae  die  mittlere  Kraft  zwischen  ab  und  ac,  af  die 
mittlere  zwischen  ae  und  ad]  so  hat  man  nur  durch  ^f 
die  gegenüberstehenden  Seiten  der  Parallelogramme 
(aceb  und  aedf)  paarweise  parallele  Ebenen  zu 
legen,  um  das  Späth  zu  erhalten,  dessen  Diagonale 
af  ist.  Man  nennt  alsdann  af  die  mittlere  Kraft  ^. 
zwischen  den  drei  Kräften  ab,  ac  und  ad.  Hier- 
nach kann  man  nun  den  soeben  für  zwei  ursprüngliche  Kräfte  auf- 
gestellten Satz  auch  auf  drei  Kräfte  ausdehnen. 

Hierbei  ist  nun  noch  zu  bemerken,  dass  nach  dem  Yorigen  Para- 
graphen zu  jeder  Kraft  eine  ihr  gleiche  G^enkraft  gehört,  und  es 
wird  also  auch  gestattet  sein,  diese  Gegenkräfte  unter  sich  oder  mit 
den  ersteren  zusammenzusetzen;  da  nun  gleiche  entgegengesetzte  Kräfte 
sich  bei  der  Zusammensetzung  gegenseitig  aufheben,  so  hat  man,  um 
anzugeben,  wie  oft  jede  der  drei  gegebenen  Kräfte  vorkommt,  die 
Gegenkräfte  jedesmal  in  Abzug  zu  stellen. 

Um  hier  durch  eine  einfache  Bezeichnung  die  Betrachtung  zu  ei^ 
leichtem,  wollen  wir  künftig  zum  Beispiel  unter  (532)  jede  mittlere 
Siraft  verstehen,  welche  zusammengesetzt  ist  aus  dem  fünfGeu^hen  der 
ersten  gegebenen  Kraft,  dem  dreifiEU^hen  der  zweiten  und  dem  zwei- 
fachen der  dritten  Kraft;  so  dass,  wenn  wir  die  verschiedenen  derselben 
Krystallspecies  angehorige  Kräfte  bezeichnen  wollen,  jede  Zahl,  die  in 
solchen  dreiziffirigen  Ausdrücken  auf  derselben  Stelle  steht,  sich  auch 
auf  dieselbe  Kraft  beziehen  soll;  soll  die  entgegengesetzte  Kraft  ge- 
nommen werden,  so  bezeichnen  wir  die  Zahl  mit  einem  Strich.    So 


*)  So  nenne  ich  einen  von  drei  Paaren  paralleler  Fl&chen  begränzten  Körper. 
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würde  nun  asum  Beispiel  die  mittlere  Kraft  zwischen  531  und  421 
geben  912,  weil  die  erste  Kraft  im  Ganzen  9-mal;  die  zweite  (3—2)-, 
das  heisst  1-mal  und  die  letzte  2-mal  vorkommt.  Wir  nennen  diese 
Zahlen  selbst  die  Wiederholungszeiger  oder  kurz  die  Zeiger.  Die  ur- 
sprOnglichen  Kräfte  selbst  würden  hiemach  mit  100,  010,  001  be- 
zeichnet werden  müssen.  — 

Hiemach  würde  sich  nun  das  im  Yorigen  Paragraphen  angestellte 
Naturgesetz  so  erweitem:  „Wenn  an  einem  Krystall  drei  Kräfte  als 
Flächen-bildend  vorkommen,  so  muss  auch  jede  andere  Kraft,  welche 
aus  den  Vielfachen  jener  Kräfte  selbst  oder  ihrer  Gegenkräfte  zusammen- 
gesetzt ist,  als  Flächen-bildend  vorkommen  können'^ 

So  würde  man  eine  unendliche  Anzahl  von  Kraften  erhalten, 
wobei  wir  uns  aber  erinnern  müssen,  dass  diese  Kräfte  um  so  unter- 
geordneter sind,  je  zusammengesetzter  sie  werden;  und  um  hier  eine 
festere  Qränze  zu  gewinnen,  bemerken  wir,  dass  die  Natur  bei  der 
Bildung  jener  zusammengesetzten  Kräfte  selten  die  Zahl  7  Überschreitet 
Auch  ist  klar,  dass,  wenn  für  zwei  Earäfte  das  Yerhältniss  der  Wieder- 
holungszeiger dasselbe  ist,  zum  Beispiel  321  und  642,  auch  beide 
Krafte  dieselbe  Richtung  haben  werden,  imd  da  das  Gesetz  des  vorigen 
Paragraphen  nur  die  Richtung  der  Kräfte  bestimmt,  nicht  ihre  (xrosse, 
so  haben  wir  hier  also  nur  auf  das  Yerhältniss  der  Wiederholungs- 
zeiger Rücksicht  zu  nehmen,  indem  alle  durch  die  obige  Ableitung 
erhaltenen  Kräfte,  in  denen  das  Yerhältniss  jener  Zeiger  dasselbe  ist, 
nur  ein  und  dieselbe  in  dem  Krystall  wirksame  Kraft  darstellen.  — 

I  §  5.    Auswahl  der  ursprünglichen  Kräfte. 

Es  leuchtet  ein,  dass  weder  durch  die  Annahme  einer  ursprüng- 
lichen Kraft,  noch  durch  die  Annahme  zweier,  der  Krystall  allseitig 
bestimmt  ist;  denn  die  zusammengesetzten  Kräfte,  welche  aus  zwei 
ursprünglichen  Kräften  und  ihren  Gegenkräften  abgeleitet  werden  können, 
liegen  alle  in  einer  Ebene,  und  würden  den  Krystall  nur  nach  den 
Richtungen  dieser  Ebene  bestimmen;  damit  derselbe  also  allseitig  be- 
stimmt sei,  sind  drei  ursprüngliche  Kräfte,  die  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  erforderlich. 

Ist  nun  durch  drei  ursprüngliche  Kräfte  eine  Reihe  von  abgeleiteten 
Kräften  bestimmt,  so  wird  man  zu  derselben  Reihe  von  Kräften  ge- 
langen können,  wenn  man  drei  beliebige  von  den  abgeleiteten  Kräften, 
die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  als  ursprüngliche  auswählt  und  aus 
ihnen  zusammensetzt,  nur  dass  alsdann  natürlich  die  Wiederholungs- 
zeiger ganz  andere  werden.  Wollte  man  zum  Beispiel  die  Kräfte  (321), 
(531)  und  (421)  als  die  ursprünglichen  ansehen  und  daraus  die  Kraft 
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432  ableiten,  so  hätte  man  nur  das  Dreifache  der  ersten  Kraft  (321) 
mit  der  entgegengesetzten  von  der  zweiten  (531)  zu  verbinden*).  Es 
wird  also  bei  einer,  gegebenen  ErystaUspecies  möglich  sein,  drei  be- 
liebige Krafke  (deren  Yerhältniss  man  durch  die  Richtung  zweier  abge- 
leiteter Kräfte  bestimmt)  als  die  ursprünglichen  anzusehen,  nur  dass 
man  bei  der  einen  Annahme  einfachere  Zahlverhaltnisse  erhält  als  bei 
der  andern.  Auch  muss  man  hier  besonders  darauf  achten,  dass,  wenn 
gleiche  Kräfte  auftreten,  diese  auch  schon  durch  die  Art  ihrer  Zu- 
sammensetzung als  gleich  erscheinen  müssen. 

Es  fragt  sich  nun  noch,  ob  man  auch  mehr  als  drei  Kräfte  als 
ursprüngliche  ansehen  könne.  Nehme  ich  aber  vier  von  einander  un- 
abhängige Krilfbe  an,  das  heisst  so,  dass  die  vierte  nicht  durch  Zu- 
sammensetzung aus  den  übrigen  erhalten  werden  kann,  so  würde  durch 
je  drei  von  ihnen  der  Krystall  überall  anders  bestimmt  sein;  es  würde 
also  überall  ein  Widerstreit  entstehen.  In  der  That  finden  wir  stets 
in  der  Natur  nur  drei  ursprüngliche  Kräfte  als  den  Krystall  bestimmend. 

§  6.    GleiohwerChige  Trftger. 

Um  nun  die  unendliche  Menge  der  Gestalten,  welche  sich  nach 
dem  obigen  Gesetze  (§  3  und  4)  entwickeln,  zu  übersehen,  so  fMsen 
wir  die  Qesammtheit  aller  vollkommen  gleichartigen  Flächen  einer 
Krystallspecies  jedesmal  zu  einer  einzigen  Gestalt  zusammen,  und 
nennen  sie  eine  einfache  Gestalt;  so  dass  also  jeder  Krystall,  welcher 
ungleichartige  Flächen  darbietet,  anzusehen  ist  als  zusammengesetzt 
aus  so  vielen  einfachen  Gestalten,  als  er  verschiedene  Arten  von  Flächen 
darbietet;  und  es  wird  hier  also  zunächst  nur  darauf  ankommen,  diese 
einfachen  Gestalten  darzustellen. 

Jede  einfache  Gestalt  wird  nun  nach  dem  eben  Gesagten  durch 
Krafte  bestimmt  sein,  welche  einander  vollkommen  gleich  sind.  Es 
werden  aber  nur  diejenigen  Kräfte  als  vollkommen  f  gleich  angesehen  lo 
werden  können,  welche  aus  gleichen  Elementarkräften,  die  auch  gleiche 
Lage  gegen  einander  haben,  auf  dieselbe  Weise  durch  Zusammensetzung 
entstanden  sind. 

Um  diese  Betrachtung  rein  in  das  geometrische  Gebiet  hinüberzu- 
ziehen, wollen  wir  statt  der  Flächen-bildenden  Kräfte  Flächen-tragende 


*)  Sollen  überhaupt  die  Kräfte  (Beb),  (efg),  (l^il)  als  die  orsprOnglichen  an- 
gesehen und  daraus  die  Kraft  (Imn)  abgeleitet  werden,  so  hat  man,  um  die  Zeiger 
x^y,  g  zu.  finden,  durch  die  man  aus  jenen  drei  Kräften  die  gegebene  Kraft  (Jimn) 
ableiten  kann,  folgende  drei  Gleichungen: 

b«  +  cy  +  ^Ä  =  l,    cä  +  fy  +  i2f  =  m,    hx  +  ^y  +  U  ^  n. 
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Linien  einf&hren^  das  heisst  solche  Linien^  welche  auf  den  zugehörigen 
Ebenen  senkrecht  stehen.  Wir  nennen  diese  Linien  die  Trager  ihrer 
Ebenen;  die  Träger,  welche  einer  einfachen  Oestalt  angehören,  nennen 
wir  gleichwerthigy  und  denken  sie  uns  für  ein  und  dieselbe  ein£eMshe 
Oestalt  gleich  lang.  Die  sechs  Träger,  welche  den  drei  Elementar- 
kräften und  ihren  Gegenkräften  entsprechen,  nennen  wir  Elementar- 
träger; und  je  zwei  entgegengesetzte  zusammengenommen  nennen  wir 
eine  Elementar- Aze  oder  kurz  Aze,  und  den  Verein  der  drei  Axen  das 
Axenkreuz.  Da  die  gleichwerthigen  Träger  immer  den  vollkommen 
gleichen  Kräften  entsprechen,  so  gilt  das,  was  von  diesen  gesagt  wurde, 
auch  von  jenen,  dass  zwei  Träger  nur  dann  als  gleichwerthig  angesehen 
werden  können,  wenn  die  drei  Elementarträger,  aus  denen  sie  auf 
gleiche  Weise  durch  Zusammensetzung  entstanden  sind,  sich  nur  dem 
Orte  nach,  nicht  ihrer  Grösse  und  gegenseitigen  Lage  nach,  unter- 
scheiden. Die  erste  Bedingung  ist  also  gleiche  Art  der  Zusammen- 
setzung, das  heisst  Gleichheit  der  Zeiger;  so  würde  zum  Beispiel  der 
Träger  (531)  mit  dem  Träger  (315)  oder  (153)  u.  s.  w.  gleiche  Art 
der  Zusammensetzung  haben,  indem  die  Wiederholungszahlen  gleich 
sind,  imd  sich  nur  jedesmal  auf  drei  andere  von  den  sechs  Elementar- 
kräften beziehen.  — 

Daraus  folgt,  dass  es  im  Allgemeinen  (wenn  nämlich  nicht  mehre 
Träger  zusammenfallen)  48  Träger  geben  muss,  welche  auf  (Reiche 
Weise  zusammengesetzt  sind.  Nämlich  sind  unter  den  Buchstaben 
b,  c,  b  die  Wiederholungszeiger  verstanden,  so  sind  in  dem  Sinne  des 
§  4  die  48  Träger  folgende: 


beb 
bbc 
ebb 
ebb 
bbe 
beb 


beb 
bbc 
ebb 
eb^ 
bbe 
bei 


beb 
bbe 
cib 
ebb 
bbe 
beb 


be^ 

b{)t 

I  I 

ebb 

I  I 

bbc 

bei 


ich 
ibc 
ebb 
ebb 
bbe 
ici 


I   I 

beb 
ibc 
ebb 
^b^ 
^bc 


Ue 
c^b 
ebb 
Ue 
beb 


I  I  I 

beb 

üc 

ebb 

I  I  I 

bbc 
bei 


Die  unter  den  Kolumnen  gesetzten  Punkte  und  Striche  drücken 
die  Stellung  der  Striche  fär  jede  Kolumne  aus,  indem  die  Punkte  die 
Stellen,  wo  kein  Strich  ist,  bezeichnen  sollen.  Wir  erinnern  hierbei 
noch  einmal  daran,  dass  die  Zahl  (die  Buchstaben  sind  hier  eben  nur 
Zeichen  für  beliebige  Zahlen),   welche  in  diesen  Ausdrücken  für  die 


§  6,  7.   Gleichwerthige  Träger.    Die  Erystallsysteme.  123 

Träger  auf  derselben  Stelle  steht  (zum  Beispiel  auf  der  ersten),  sich 
immer  auf  denselben  ElementartrSger,  oder  wenn  ein  Strich  darüber 
gesetzt  ist,  auf  den  entgegengesetzten  bezieht;  und  wir  wollen  künftig 
den  Elementarträger,  auf  den  sich  jedesmal  die  an  der  ersten  Stelle 
stehende  Zahl  bezieht,  mit  b  bezeichnen,  den  der  zweiten  Stelle  ent- 
sprechenden mit  c,  den  dritten  mit  d,  so  dass  zum  Beispiel  (5o2)  den 
Trager  bedeutet,  welcher  aus  dem  fünffachen  von  6,  dem  dreifachen 
von  c  und  dem  zweifiB>chen  von  d  zusammengesetzt  ist. 

Damit  aber  zwei  Trager  gleichwerthig  sind,  muss  ausser  der  Be- 
dingung, dass  die  Art  der  Zusammensetzung  f  gleich  ist,  noch  die  11 
zweite  Bedingung  erfüllt  werden,  dass  die  drei  Elementartrager,  aus 
welchen  der  eine  entstanden  ist,  mit  den  entsprechenden  Elementar- 
trägem, aus  welchen  der  andere  auf  gleiche  Weise  entstanden  ist, 
gleiche  Grösse  imd  gleiche  gegenseitige  Lage  haben  müssen  (wobei 
die  gegenseitige  Lage  zweier  Träger  durch  den  Winkel,  den  sie  ein- 
schliessen,  bestimmt  ist),  so  zum  Beispiel  ist  der  Träger  (321)  aus  den 
Elementarträgem  h,  c,  d  ebenso  entstanden  wie  zum  Beispiel  der 
Träger  (312)  aus  den  Elementartr^em  &,  dy  c.  Denn  indem  der 
erstere  aus  dem  dreifachen  von  6,  dem  zweifachen  von  c  und  dem 
einfachen  Träger  d  zusammengesetzt  ist,  so  ist  d^r  letztere  aus  dem 

dreifachen  von  6,  dem  zweifiEtchen  von  d  und  dem  einfachen  Träger  c 
zusammengesetzt.  Damit  also  jene  Träger  gleichwerthig  sind,  muss  c 
gleich  d  sein,  der  Winkel  zwischen  b  und  c  gleich  dem  zwischen  b 
und  dy  und  der  zwischen  b  und  d  gleich  dem  zwischen  b  und  c  (was 
mit  dem  vorigen  zusammenfällt,  da  diese  letzteren  Winkel  nur  die 
Nebenwinkel  der  ersten  sind). 

üebrigens  kann  man  auch,  wenn  das  Azenkreuz  gegeben  ist,  zu 
jedem  Träger  sämmtliche  gleichwerthige  auf  folgende  Art  finden:  Man 
nimmt  zu  dem  gegebenen  Träger  den  entgegengesetzten  hinzu,  und 
bringt  nach  und  nach  das  Azenkreuz  mit  jenem  Tnlger-Paar  in  alle 
Lagen,  welche  in  der  Art  möglich  sind,  dass  jede  spätere  jede  frühere 
vollkommen  deckt,  so  haben  jene  beiden  Träger  nach  und  nach  alle 
Lagen  der  mit  ihnen  gleichwerthigen  Träger  angenommen. 

§  7.    Die  EjryBtallBSTBteme. 

Welche  von  den  48  gleichzusammengesetzten  Trägem  in  der  That 

gleichwerthig  werden,  hängt  also  nach  dem  vorigen  Paragraphen  von 

dem  Yerhältniss   und  der  gegenseitigen  Lage   der  Elementarazen  ab, 

welche  die  Erystallspecies  bestimmen.    In  der  That  gelangen  wir  durch 
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diese  Betrachtung  zu  einem  Mittel,  die  unendliche  MannigfEÜltigkeit 
der  Erystallspecies  unter  gewisse  Gruppen  oder  Systeme  zu  ordnen; 
und  fassen  wir  alle  Erystallspecies^  welche  dieselbe  Reihe  von  ein&chen 
Gestalten  geben,  die  sich  nur  durch  ihre  Abmessungen,  nicht  durch  die 
Anzahl  ihrer  Flächen,  Kanten  u.  s.  w.  unterscheiden,  in  ein  System 
zusammen,  so  lasst  sich  leicht  zeigen,  dass  es  nothwendig  sechs,  aber 
auch  nur  sechs  Erystallsysteme  geben  muss. 

Es  ergiebt  sich  nämlich  zuerst,  dass  hiemach,  wenn  f&r  zwei 
Erystallspecies  aus  den  48  Trägem  dieselbe  Reihe  von  gleichwerthigen 
Trägem  sich  aussondert,  auch  beide  Species  einem  System  angehören 
müssen;  weil  dann  die  einfachen  Gestalten  beider  Species  sich  nur  noch 
nach  ihren  Abmessungen  unterscheiden.  Es  können  nun  die  sämmt- 
lichen  48  Träger  von  gleicher  Zusammensetzung  auseinander  dadurch 
abgeleitet  werden,  dass  man  einestheils  nach  einander  je  zwei  Zeiger 
umtauscht  (zum  Beispiel  aus  hcd  macht  cbd),  andemtheils  dass  man 
nach  und  nach  statt  jedes  Zeigers  den  entgegengesetzten  setzt;  und  es 
fragt  sich,  wie  die  Elementartri^er  beschaffen  sein  müssen,  damit  in 
dem  einen  oder  andern  Falle  gleichwerthige  Träger  entstehen. 

Soll  nun  zuerst  zum  Beispiel  der  Trager  (531)  gleichwerthig  sein 
mit  (351),  so  musB)  da  der  erstere  aus  den  Elementarträgem  6,  c,  d 
eben  so  entstanden  ist,  wie  der  letztere  aus  den  Elementarträgem 
Cy  hy  d,  zuerst  6  =  c  sein,  und  femer  der  Winkel  zwischen  6  und  d 
eben  so  gross  als  der  zwischen  h  und  c,  was  man  am  leichtesten  über- 
sieht, wenn  man  die  Elementarträger,  welche  denselben  Zeiger  in  beiden 
Ausdrücken  haben,  unter  einander  schreibt:  also 

hcd 
chd, 

wo  dann  je  zwei  untereinanderstehende  Elementarträger  sich  entsprechen. 
12  Oder  überhaupt  f  sollen  zwei  Träger,  welche  sich  nur  durch  die  Ver- 
tauschung zweier  Elementarträger  unterscheiden,  gleichwerthig  sein,  so 
müssen  diese  beiden  Elementarträger  gleich  sein,  und  mit  dem  dritten 
gleiche  Winkel  bilden.  — 

Femer  soll  zum  Beispiel  der  Träger  (531)  gleichwerthig  sein  mit 
(531),  so  muss,  da  der  erstere  aus  &,  c  und>  d  ebenso  entstanden  ist, 
wie  der  letztere  aus  6,  c  und  d,  der  Winkel  zwischen  h  und  d  gleich 
sein  dem  zwischen  h  und  d^  und  ebenso  der  zwischen  c  und  d  gleich 

dem  zwischen  c  und  (2,  was  nur  der  Fall  ist,  wenn  i  und  c  senkrecht 
stehen  auf  d\  überhaupt  also,  sollen  zwei  Träger,  welche  sich  nur  da- 
durch unterscheiden,  dass  ein  Elementarträger  in  beiden  entgegengesetzt 
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genommen  ist,  gleichwerthig  sein,  so  mnss  dieser  Elementarträger  anf 
den  beiden  andern  zugleich  senkrecht  stehen.  -— 

Fassen  wir  dies  beides  zusammen,  so  ergiebt  sich  also,  dass  die 
Gleichheit  zweier  Elementaraxen  nur  dann  gleichwerthige  TnLger  be- 
dingt, wenn  beide  zugleich  gegen  die  dritte  gleiche  Winkel  bilden, 
imd  dass  umgekehrt  die  Gleichheit  der  Winkel  nur  dann  gleichwerthige 
TiSger  hervorruft,  wenn  die  beiden  Axen,  welche  g^en  die  dritte 
gleiche  Winkel  bilden,  unter  sich  gleich  sind,  und  dass  ebenso  der 
senkrechte  Stand  der  Elementaraxen  nur  dann  zu  gleichwerthigen 
Trägem  fuhrt,  weim  zwei  zugleich  auf  der  dritten  senkrecht  stehen. 

§  8.    Uebersloht  der  seohs  Krystallsysteme. 
Hiemach  ergeben  sich  nun  leicht  die  sechs  Erystallsysteme,  welche 
wir  nach   der  halben  Anzahl   der   gleichwerthigen  Tr^er,   oder   was 
dasselbe  ist,  nach  der  Zahl  der  Lagen,  in  welchen  das  Axenkreuz  sich 
decken  kann,  benennen: 

1)  Wenn  alle  drei  Elementaraxen  senkrecht  auf  einander  stehen  und 
gleich  sind.  Alsdann  sind  alle  48  TnLger  gleichwerthig.  Das 
System  heisst  das  regelmässige  und  umfasst  nur  eine  Erystall- 
species.  Bringt  man  das  Axenkreuz  in  verschiedene  Lagen,  so 
ergiebt  sich,  dass  es  24  verschiedene  Lagen  giebt,  von  denen  jede 
spätere  die  frühere  deckt;  denn  zuerst  kann  man  jeden  der  sechs 
Träger  nach  oben  bringen,  und  dann  jeden  der  vier  wagrechten 
Träger  zum  Beispiel  nach  rechts;  was  also  24  sich  gegenseitig 
deckende  Lagen  giebt;  wir  nennen  dies  System  daher  auch  das 
24-zählige. 

2)  Wenn  alle  drei  Axen  senkrecht  gegeneinander  sind,  und  zwei 
(zum  Beispiel  c  und  d)  unter  einander  gleich,  die  dritte  aber  vei^ 
schieden.  Das  Axenkreuz  giebt  dann  acht  sich  gegenseitig  deckende 
Lagen;  das  System  heisst  daher  das  achtzählige. 

3)  Wenn  alle  drei  Axen  senkrecht  gegeneinander  sind  und  ungleich: 
das  vierzählige  System. 

4)  Wenn  eine  Axe  senkrecht  gegen  die  beiden  andern  ist,  während 
diese  unter  einander  einen  schiefen  Winkel  bilden.  Hierbei  können 
nun  noch  die  Axen  gleich  oder  ungleich  sein.  Aber  nach  §  7 
bedingt  die  Gleichheit  der  Axen  nur  dann  gleichwerthige  Träger, 
wenn  die  gleichen  Axen  gegen  die  dritte  gleiche  Winkel  bilden; 
also  kann  auch  hier  nur  die  Gleichheit  der  beiden  Axen,  welche 
gegen  die  dritte  senkrecht  sind,  unter  sich  also  schiefe  Winkel 
bildßn,  in  Betracht  kommen.  Nimmt  man  diese  gleich  an,  so 
lässt  das  so  gebildete  Axenkreuz  ebenfalls,  wie  das  vorige,  vier 
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Fig    8. 


sich  gegenseitig  deckende  Lagen  zu.  In  der  That  sehen  wir, 
dasSy  wenn  wir  aus  den  gleichen  Axen  (wie  in  Fig.  3)  die  mitt- 
leren Träger  bilden^  wir  ganz  das  Azenkrenz  des  vorigen  Systems 
erhalten,  und  somit  fällt  dies  System  mit  dem  f  vorigen  ganz 
zusammen.  —  Sind  die  Axen  hingegen  ungleich,  so  gelangen  wir 
zum  zweizähligen  System. 

Wir  müssen  nun  den  senkrechten  Stand  verlassen,  da  nach 
§  7    ein    senkrechter  Winkel    keine    gleichwerthigen    Trager 
hervorruft. 
ö)  Sind   drei  Elementartmger   unter   gleichen   (aber   nicht  rechten) 
Winkeln  gegeneinander  geneigt  und  gleich  gross,  so  erhält  man 
das  sechszählige  System.     Da  nun  nach  §  7  die 
Gleichheit  der  Winkel  ohne  Gleichheit  der  beiden 
Axen,   welche   gleiche  Winkel   mit   der   dritten 
bilden,    keine    gleichwerthigen    Trager    bedingt^ 
so  kommt  man  sogleich  zu  dem  Fall,  wo  zwei 
Axen    gegen    die   dritte   gleiche  Winkel   bilden 
und  untereinander  gleich  sind.    Das  so  gebildete 
Axenkreuz  bietet  wieder  zwei  sich  deckende  Lagen 
dar,  und  verwandelt  sich,  wenn  man  wieder  (wie 
in  Fig.  3)    statt   der  beiden  gleichen  Axen   die 
daraus  gebildeten  mittleren  Trager  zu  Elementar- 
trägem wählt,  in  das  Erystallsystem  Nr.  4. 
6)  Nun  lässt  sich  keine  gleiche  Beziehung  mehr  festhalten,  welche 
gleich werthige  Träger  hervorriefe;  man  gelangt  somit  sogleich  zum 
einzähligen  oder  unregelmässigen  Systeme,  was  alle  übrigbleiben- 
den  Axenverhältnisse   in   sich    schliesst.     Von    den   48   Trägem 
bleiben  nur  je  zwei  entgegengesetzte  als  gleichwerthig  übrig. 


§  9.    HülfiBsätse  Enr  Konstruktion  der  KrystaUgestalten. 
1)  Nennt   man    die  Stücke   der   drei  Axen,   welche  in   ihrer  Zu- 
sammensetzung   (in    dem    Sinne   von   §  4)    einen   bestimmten   Trager 
geben,  die  Richtstücke  (Koordinaten)*)  desselben,  so  kann  man  folgen- 
den Satz  aufstellen: 

Fig.  2.  Bei   senkrechten  Axen  verhalten  sich  die  Axen- 

^  abschnitte  einer  getragenen  Ebene  umgekehrt  wie 
die  Richtstücke  des  Tragers;  das  heisst,  wenn  die 
Richtstücke  sich  zum  Beipiel  wie  3:4:5  verhalten, 


*)  So  sind  zum  Beispiel  in  Fig.  2  ac,  ad  und  ab  die 
Richtstacke  des  Trägers  af. 
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Fig.  4. 


SO  verhalten  sich  die  entsprechenden  Axenstücke,  welche  durch  die  ge- 
tragene Ebene  abgeschnitten  werden,  wie  y  :  i  :  i-    Die  Richtigkeit  dieses 
Satzes   ergiebt   sich   leicht,   wenn  man  durch  eine  Richtaxe  und  den 
Träger  eine  Hülfsebene  legt.    Es  sei  zum  Beispiel  aBe  in  Fig.  4  eine 
solche  Ebene,   ae  der  Träger,  Be  diejenige  Linie  in  der  getragenen 
Ebene,  welche  zugleich  in  die  Hülfsebene  fällt,  aB  ein 
Azenabschnitt,    ab    das    entsprechende   Richtstück;    das 
Dreieck  aeB  ist  bei  e  rechtwinklig,  da  der  Träger  ae 
auf  der  ganzen  getragenen  Ebene,  also  auch  auf  Be  senk- 
recht steht;  und  ebenso  ist,  da  die  Axen  gegeneinander 
senkrecht  sind,  eb  senkrecht  auf  J?a;  also  ist  nach  einem 
bekannten  Satz   der  Geometrie  ac  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  ab  und  aB]  das  heisst  also  der  Träger 
ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  jedem  Axenabschnitt  und  dem 
entsprechenden  Richtstück,    woraus    unmittelbar    die  Richtigkeit    des 
Satzes  folgt. 

2)  Eine  Linie  oder  Ebene,  welche  von  zwei  Trägem  Theile  ab- 
schneidet, deren  Theilzahlen*)  gegeben  sind,  schneidet  yon  dem  mitt- 
leren Träger  einen  Theil  ab,  dessen  Theilzahl  die  Summe  der  beiden 
gegebenen  ist;  ist  aber  statt  des  einen  getheilten  Trägers  sein  Gegen- 
träger f  zur  Bildung  des  mittlem  Trägers  angewandt,  so  hat  man  die  u 
ihm  entsprechende  Theilzahl  abzuziehen  statt  zuzuaddiren;  das  heisst 
also,  wenn  von  den  Elementarträgem  die  Theile  1  :  b  und  1  :  c  abge- 
schnitten werden,  so  wird  yon  dem  Träger  (11)  der  Theil  1  :  (b  +  c); 
von  dem  Träger  (11)  der  Theil  1  :  (b  —  c)  abgeschnitten. 

So  zum  Beispiel  schneidet  in  Fig.  5  die  Linie  fg  von  ac  ^  ab, 
von  a6  ^;  es  ergiebt  sich  leicht,  dass  sie  wirklich  von  ad  ^  ,  ^,  das 
heisst  ~  abschneidet.  Theilt  man  in  der  That  a&  in  7  gleiche  Theile, 
und  zieht  von  den  Theilungspunkten  die 
Parallelen  mit  fg,  so  muss  die  vierte 
Parallele  gerade  in  den  Punkt  c  treffen 
(da  ag  \  von  ac  ist,  und  die  Parallelen 
von  jeder  Linie  immer  gleiche  Theile  ab- 
schneiden); nachdem  man  endlich  die 
Parallele  von  b  aus  gezogen  hat,  sind 
von  cd  Y  abgeschnitten,  es  bleiben  also 

noch  4;  theilt  man  daher  den  übrigbleibenden  Theil  der  Linie  cd  noch 
in  vier  gleiche  Theile  und  zieht  die  Parallelen,  so  ist  es  klar,  dass  ad 


*)  Unter  der   einem  Theile  zugehörigen  Theilzahl  verstehen  wir  die  Zahl, 
welche  ausdrückt,  wie  oft  der  Theil  in  dem  Gkmzen  enthalten  ist. 
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durch  die  sammtlichen  Parallelen  in  11  gleiche  Theile  geiheilt  ist. 
Ebenso  folgt  leicht,  dass  der  Ti^er  ae  oder  11  in  7  —  A,  das  heisst 
in  drei  gleiche  Theile  getheilt  ist. 

Nimmt  man  nun  einen  dritten  Elementartrager  an,  von  welchem 
durch  dieselbe  Ebene  das  Stück  1 :  b  abgeschnitten  wird,  so  leuchtet  ein, 
wenn  man  nur  den  eben  erwiesenen  Satz  noch  einmal  anwendet,  dass 
von  dem  mittleren  Trager  zwischen  jenen  drei  ElementartriLgem  das 
Stück  1 :  (b  4~  C  4~  b)  abgeschnitten  wird.  Es  lässt  sich  also  der  Satz 
wörtlich  ebenso  auch  für  drei  Elementarträger  aussprechen. 

Wollte  man  wissen,  den  wie  vielten  Theil  die  Ebene  zum  Beispiel 
Yon  einem  Träger  (111)  abschneidet,  so  findet  man  durch  Anwendung 
desselben  Gesetzes  den  Theil  1  :  (b  —  C  —  b). 

§  10.    Konstruktion  der  Gestalten  des  regebn&nigen  Systems. 

Im  regelmässigen  System  sind  alle  48  Ti^ger,  welche  gleiche  Zu- 
sammensetzung haben,  auch  gleichwerthig.  Um  die  dadurch  entstehende 
Gestalt  konstruiren  zu  können,  haben  wir  zunächst  die  Entfernung  gewisser 
ausgezeichneter  Punkte  der  Oberfläche  zu  suchen.  Als  ausgezeichnete 
Punkte  der  Oberfläche  heben  wir  die  hervor,  worin  die  Elementarträger 
(Haupttr^er)  die  Oberfläche  des  Körpers  treffen  und  nennen  sie  Haupt- 
punkte; femer  die,  worin  die  zwischen  zwei  Elementarträgem  liegenden 
mittleren  Träger  (Zwischenträger)  die  Oberfläche  treffen  und  nennen 
sie  Zwischenpunkte;  und  endlich  nennen  wir  Aussenpunkte  die  Punkte, 
worin  die  zwischen  drei  Elementarträgern  liegenden  mittleren  Trager 
(Aussentiilger)  die  Oberfläche  treffen.  Nennen  wir  nun  die  Linien  vom 
Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  überhaupt  Radien,  so  ergiebt  sich  von 
selbst,  was  wir  unter  Hauptradien,  Zwischenradien  und  Aussenradien 
verstehen.     Die  Grösse  dieser  Radien  ist  nun  zuerst  zu  suchen. 

Es  ist  im  vorigen  Paragraphen  dargethan,  dass  die  Axenabschnitte 
der  getragenen  Ebenen  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  entsprechen- 
den Richtstücke  der  Träger;  da  nun  im  regelmässigen  System  die 
Elementarträger  gleich  sind,  so  verhalten  sich  die  Richtstücke  eines 
zusammengesetzten  Trägers  wie  die  Zeiger  desselben,  also  die  Axen- 
abschnitte umgekehrt;  also  wenn  die  Zeiger  für  alle  48  Träger  b,  C 
und  b  sind,  so  werden  die  Axenabschnitte  sich  verhalten  wie  1/b :  1/c :  1/b; 
jeder  Elementarträger  (Hauptträger)  kann  daher  von  den  48  getragenen 
Ebenen  nur  in  drei  Punkten  geschnitten  werden,  deren  Entfernungen 
16  sich  wie  1/b:  1/c:  1/b  verhalten.  Da  wir  nun  die  Träger  f  so  gross  oder 
so  klein  annehmen  können,  als  wir  wollen,  wenn  wir  sie  nur  alle  ein- 
ander gleich  annehmen,  so  ist  klar,  dass  wir  sie  auch  so  klein  an- 
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nehmen  können,  dass  jene  Schnitte  wirklich  von  dem  Hauptträger  die 
Theile  1/6  :  1/c  :  1/b  abschneiden.  — 

Alsdann  schneiden  die  getragenen  Ebenen  von  jedem  Zwischen- 
träger solche  Theile  ab,  deren  Theilzahlen  die  Summen  und  Unter- 
schiede aus  je  zweien  der  Zeiger  sind;  nämlich  werden  die  beiden 
Elementarträger,  zwischen  denen  der  Zwischentr^er  liegt,  selbst  von 
den  Ebenen  getroffen,  so  sind  die  Theilzahlen  nach  dem  zweiten  Hülfs- 
sätze die  Summen  der  Zeiger;  wird  aber  nur  der  eine  der  Elementar- 
träger  von  den  Ebenen  geschnitten,  während  sie  von  dem  andern  den 
entgegengesetzten  Träger  treffen,  so  werden  nach  demselben  Satze  die 
Theilzahlen  den  Unterschieden  gleich  sein.  Es  wird  also  im  Allge- 
meinen sechs  solcher  Schnittpunkte  auf  jedem  Zwischenträger  geben 
(wenn  nicht  einige  davon  zusammenfallen).  Endlich  wird  der  Aussen- 
träger  in  vier  Punkten  geschnitten,  deren  Theilzahlen  der  Summe  der 
drei  Zeiger  und  den  Ueberschüssen  je  zweier  Zeiger  über  den  dritten 
gleich  sind.  Die  erstere  TheUzahl  findet  nach  dem  dritten  Hülfssätze 
statt,  wenn  die  Ebene  die  drei  Elementarträger  selbst  schneidet,  zwi- 
schen denen  der  Aussenträger  liegt;  hingegen  die  letzteren,  wenn  sie 
einen  (oder  auch  zwei)  derselben  nur  in  ihrer  entgegengesetzten  Rich- 
tung schneidet. 

Um  nun  zu  wissen,  welche  von  diesen  Punkten  überall  wirklich 
Punkte  der  Oberfläche  bilden,  haben  wir  noch  eine  Unbestimmtheit 
aufzuheben,  welche  bei  der  Konstruktion  einer  Gestalt,  wenn  die  Träger 
gegeben  sind,  statt  findet.  Wenn  sich  nämlich  zwei  getragene  Ebenen 
schneiden,  so  entstehen  vier  an  einer  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
linie liegende  Winkel,  von  denen  wir  den  nach  dem  Mittelpunkt  sich 
öffnenden  Winkel  den  erhobenen  Winkel,  den  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite  liegenden  den  vertieften  Winkel  nennen  können.  Setzen 
wir  nun  fest,  dass  man  die  getragenen  Ebenen  nie  so  verbinden  soll, 
dass  vertiefte  Winkel  entstehen,  so  ist  jetzt  die  Art  der  Begränzimg 
genau  bestimmt.  Bei  jedem  vertieften  Winkel  wird  offenbar  die  Er- 
weiterung jeder  Fläche,  die  ihn  bilden  hilft,  in  das  Innere  des  Körpers 
gehen,  was  bei  erhobenen  Winkeln  nie  der  Fall  sein  kann. 

Daraus  folgt  sogleich,  dass  von  all  den  Punkten,  worin  ein  vom 
Mittelpunkt  ausgehender  Strahl  von  den  Ebenen  der  Gestalt  geschnitten 
wird,  immer  nur  derjenige  ein  Punkt  in  der  Oberfläche  sein  kann, 
welcher  dem  Mittelpunkt  zunächst  liegt,  indem  in  jedem  andern  Fall 
Ebenen  ins  Innere  der  Gestalt  hineingehen,  also  vertiefte  Kanten  vor- 
kommen würden.  Ist  also  6  der  grösste  und  b  der  kleinste  Zeiger,  so 
ergiebt  sich,  dass  von  den  drei  Punkten  auf  dem  Hauptträger,  der, 
welcher  um  1 :  b  von  dem  Mittelpunkte  entfernt  liegt,  ein  Punkt  der 
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Oberfläche  oder  ein  Hauptpunkt  sein  wird,  was  wir  anch  so  ausdrücken 
können,  dass  der  Hauptradius  1  :  b  vom  Haupttrager  ist;  ebenso  er- 
giebt  sich,  dass  der  Zwischenradius  1 :  (b  4~  c)  vom  Zwischentrager,  und 
der  Aussenradius  1 :  (6  4~  c  -}-  i>)  ^om  Aussentrager  ist,  alles  f&r  den 
Fall,  dass  die  Trager  so  klein  angenommen  sind,  wie  es  oben  voraus- 
gesetzt wurde. 

In  jedem  Hauptpunkt  Qi)  stossen  nothwendig  acht  Flächen  zu- 
sammen, nämlich  alle  die,  worin  der  ElementartnLger,  in  welchem  der 
Hauptpunkt  liegt,  den  Zeiger  b  hat  (denn  nur  von  diesen  Flächen  wird 
jener  .Träger  in  der  Entfernung  l:b  geschnitten)*);  da  femer  von  dem 
16  Zwischentrager  der  Theil  f  1 :  (b  +  c)  abgeschnitten  wird,  so  stossen  in 
jedem  Zwischenpunkt  {0)  die  Flächen  zusammen,  wo  die  Elementarträger, 
zwischen  denen  jener  Zwischenträger  liegt,  die  Zeiger  b  und  c  haben. 
Deren  giebt  es  aber  vier;  zum  Beispiel  in  dem  Zwischenpunkt,  der 
dem  Träger  110  angehört,  stossen  zusammen  die  Flächen: 

beb,  bco,  ebb,  ebo. 

Endlich  in  jedem  Aussenpunkte  stossen  alle  sechs  Flächen  zusammen, 
welche  die  Elementarträger  schneiden,  zwischen  denen  er  liegt,  zum 
Beispiel  in  dem  Aussenpunkt  (a),  der  zum  Träger  111  gehört,  stossen 
die  Flächen 

beb,  bbe,  ebb,  ebb,  bbe,  beb 

zusammen.  Diese  Punkte  bilden  also  die  Eckpunkte  des  gesuchten 
Körpers. 

Suchen  wir  die  Kanten  der  ihn  begränzenden  Figuren,  so  werden 
wir  nur  je  zwei  Flächen  aufzusuchen  haben,  welche  durch  zwei  solche 
Punkte  zugleich  gehen.  Unter  den  oben  aufgezählten  Flächen,  welche 
in  h  zusammenstossen,  finden  wir  nun  zwei,  die  auch  in  z  zusammen- 

stossen,  nämlich  heb  und  beo.  Diese  beiden  Flächen  bilden  also  eine 
Kante  hz]  und  überhaupt  wird  jede  Kante  hz  von  zwei  solchen  Flächen 
gebildet,  die  sich  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  der  kleinste  Zeiger 
entgegengesetzt  genommen  ist;  ebenso  werden  in  ha  zwei  solche 
Flächen  zusammenstossen,  die  sich  nur  durch  die  Vertauschung  der 
beiden  kleinsten  Zeiger,  und  in  za,  die  sich  durch  die  Vertauschung 
der  beiden  grössten  Zeiger  unterscheiden**). 


*)  Zum  Beispiel  in  dem  Hauptpunkte,  welcher  dem  Träger  (100)  angehört, 
stossen  die  Flächen: 

beb,  beb,  beb,  beb,  bbe,  bbe,  bbe,  bbe 
zusammen. 

**)  Alle  diese  Verhältnisse  stellt  Fig.  11  anschaulich  dar. 
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Die  Figuren,  welche  den  Körper  umgränzen,  sind  daher  Dreiecke, 
von  denen  jedes  zwischen  drei  Punkten  h^  a  und  z  liegt.  Die  Kon- 
struktion eines  solchen  Dreiecks  hat  nun  keine  Schwierigkeit  mehr, 
sobald  die  Zeiger  gegeben  sind.  Es  seien  die  Zeiger  zum  Beispiel 
5,  3,  2;   so  sind  die  Entfernungen  der  Eckpunkte  in  dem  oben  ange- 


enen  Sinne  |, 


\f  lo; 


welche  man  aber,  da  es  nur  auf  das  Yerhältniss 
ankommt,  mit  einer  beliebigen  Zahl  (wenn  nur  alle  mit  derselben) 
multipliciren  kann.  Für  die  IJebersicht  der  yerschiedenen  Gestalten 
des  regelmässigen  Systems  erscheint  es  am  bequemsten,  ihnen  allen 
einen  gleichen  Zwischenradius  zu  geben,  wir  machen  diesen  daher  dem 

Fig.  6  b. 


Fig.  6» 


Fig.  6  c 


^W 


ZwischentriLger  gleich  und  multipliciren  daher  jene  Brüche  mit  8,  so 
wird  also  der  Hauptradius  f  vom  Haupttrager,  der  Aussenradius  f^ 
oder  ^  Yom  Aussenträger  betragen.  Sind  nun  in  Fig.  6  a  die  Linien 
mb  und  mc  zwei  Hauptträger,  also  ma  ihr  Zwischenträger,  und  in 
Fig.  6b  md  der  dritte  gegen  mz  senkrechte  Hauptträger,  also  me  der 
zugehörige  Aussenträger,  so  findet  man  mh  und  ma  durch  die  in  der 
Figur  angedeutete  Theilung,  und  zieht  man  dann  hz,  ha  und  az,  so 
hat  man  hierdurch  die  drei  Seiten  des  gesuchten  Dreiecks,  was  in 
Fig.  6  c  noch  besonders  konstruirt  ist. 

Würde  man  48  solche  Dreiecke  zusammenfügen,  so  dass  immer  je 
acht  in  h  zusammenliegen,  je  sechs  in  a  und  je  vier  in  z,  so  würde 
man  den  ganzen  Körper  konstruiren,  welchen  man  nach  der  Anzahl 
seiner  Begränzungsflächen  den  Achtundyierzigflächner(Tetrakontaoktaeder) 
nennt. 

Fig.  11  stellt  den  Achtundvierzigflächner  dar,  und  zwar  wie  er 
dem  in  einer  Hauptaze  befindlichen  Auge  (hier  in  der  Hauptaxe  100) 
erscheint.  Für  die  Zeichnung  desselben  ist  ebenfalls  das  Yerhältniss 
532  zu  Grunde  gelegt,  und  nur  für  diesen  besonderen  Fall  (wie  über- 
haupt  für  jeden  Fall,   wo   der   erste  Zeiger   der   Summe   der   beiden 

9* 
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andern  gleich  wird)  erscheinen  zwei  von  den  in  a  zuBammenstosaenden 
Kanten   wie   eine   gerade  Linie.    Jede  Flache   verdeckt   eine   auf  der 
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nntem  Seite  liegende  Fläche^  deren  Bezeichnung  man  sogleich  erhalt, 
wenn  man  die  yoranstehenden  Zeiger  mit  einem  Striche  versieht;  so 
Beispiel  wird  von  der  Ebene  bbc  die  Ebene  obc  verdeckt. 


zum 


17  §  11-    Ableitung  der  übrigen  Krsrstallgestalten  aus  dem 

Achtundviersigfläohner. 

1)  Werden  von  den  Zeigern  einige  unter  sich  gleich,  oder  gleich 
Null,  so  fallen  einige  Träger,  und  also  auch  ihre  getragenen  Flächen, 
zusammen.  Ist  zuerst  b  =  c,  wie  zum  Beispiel  bei  der  Gestalt  (221), 
so  fallen  je  zwei  Trager,  die  sich  nur  durch  die  Yertauschung  jener 
beiden  Zeiger  unterscheiden,  zusammen;  es  föllt  also  die  Kante  za  weg, 
welche  eben  von  zwei  solchen  Ebenen  gebildet  wurde;  in  z  werden 
also  nur  halb  so  viel,  das  heisst  also  zwei  Ebenen,  zusammenstossen, 
in  e  wird  also  keine  Ecke  mehr  sein,  sondern  es  wird  nur  eine  Kante 
hindurchgehen;  in  dem  Dreieck  hza  wird  daher  bei  z  ein  rechter 
Winkel  sein  und  zwei  solche  Dreiecke,  die  in  za  aneinander  gelegt 
werden,  bilden  dann  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  wovon  immer  je 
drei  in  a  zusammenstossen.  —  Man  nennt  diese  Gestalt  Pyramiden- 
oktaeder, weil  sie  als  ein  Oktaeder  angesehen  werden  kann,  über  dessen 
Flächen  Pyramiden  errichtet  sind. 
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2)  Wird  c=b  wie  in  der  Gestalt  (211),  so  fallen  je  zwei  Träger,  welche 
sich  nur  durch  dieVertauschung  dieser  kleineren  Zeiger  unterscheiden,  zu- 
sammen, es  fällt  also  die  Kante  ha  weg,  so  dass  in  h  und  a  nur  halb  so  viel 
Flächen  (also  dort  vier,  hier  drei)  zusammenstossen;  je  zwei  Dreiecke  setzen 
sich  in  Aa  zu  einem  Viereck  zusammen.   Die  Gestalt  heisst  Leuzit-Gestalt. 

3)  Wird  b  =  0  wie  in  der  Gestalt  (210),  so  fallen  je  zwei  Träger 
zusammen,  in  denen  der  kleinste  Zeiger  entgegengesetzt  war,  das  heisst 
es  fällt  die  Kante  his  weg,  und  es  bleiben  somit  in  h  vier  Flächen,  in 
0  nur  zwei,  woraus  sogleich  folgt,  dass  das  Dreieck  h^a  in  is  recht- 
winklig ist,  und  dass  sich  zwei  solche  Dreiecke  in  hz  zu  einem  gleich- 
schenkligen Dreieck  zusammensetzen.  Diese  Gestalt  hat  wie  die  beiden 
vorigen  24  Flächen  und  heisst  Pyramidenwürfel. 

4)  Werden  alle  drei  Zeiger  gleich,  so  fallen  je  sechs  Flächen  zu- 
sammen, die  sich  durch  Yertauschung  der  drei  Zeiger  unterscheiden, 
also  yerschwinden  alle  Ecken  in  a,  also  auch  alle  darin  zusammen- 
laufenden Kanten,  somit  stossen  in  0  nur  noch  zwei,  in  h  vier  Flächen 
zusammen;  da  also  der  Winkel  hea  wieder  ein  rechter  wird,  so  setzen 
sich  die  sechs  Dreiecke  zu  einem  gleichseitigen  Dreieck  zusammen,  und 
acht  solche  gleichseitige  Dreiecke  bilden  das  Oktaeder. 

5)  Wird  b  =  0  und  b  =  C  wie  bei  der  Gestalt  (HO),  so  fallen 
alle  Träger  zusammen,  worin  b  und  c  vertauscht  sind  (ohne  Rücksicht 
auf  b),  das  heisst,  es  fällt  die  Ecke  js  ganz  weg  und  die  vier  Dreiecke 
setzen  sich  zu  einem  Rhombus  zusammen.  Diese  zwölf  Rhomben  geben 
somit  das  Rhombendodekaederi 

6)  Werden  endlich  zwei  Zeiger  null,  so  fallen  alle  in  h  zusammen- 
stossenden  Flächen  in  eine  zusammen,  und  bilden,  wie  sich  unmittelbar 
ergiebt,  ein  Quadrat.     Sechs  solche  Quadrate  bilden  dann  den  Würfel. 

Anm.  Man  übersieht  leicht,  dass,  wenn  man  aus  der  Begränzongsfignr 
durch  wiederholtes  Aneinanderfügen  die  (Gestalt  zosammensetzen  will,  man  sich 
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dazu  eines  Netxes  bedienen  kann,  in  welchem  die  BegränzungBfl&chen  so  viel  wie 
möglich  in  der  Ordnxmg  liegen,  wie  sie  an  einander  gränzen.  Fig.  15  stellt  ein 
solches  Netz  für  den  Würfel,  Fig.  16  für's  Bhombendodekaeder,  Fig.  17  far'8 
Oktaeder  dar;  und  anf  diese  drei  Netze  lassen  sich  die  der  übrigen  Körper  dieses 
Systems  leicht  zurückführen. 

§  12.    Halbgestalten. 

Von  den  bisher  aufgestellten  sieben  einfiachen  Gestalten  enthalt 
jede  alle  möglichen  gleichwerthigen  Trager,  weshalb  wir  sie  Tollzahlige 
18  Gestalten  nennen.  Oft  geschieht  es  aber,  dass  in  f  der  Natur  auf  eine 
regelmässige  Weise  die  Hälfte  der  Flächen  verschwindet,  indem  die 
andere  Hälfte  die  erstere  gleichsam  überwächst.  Dies  geschieht  aber 
immer  nach  dem  Gesetz,  dass  entweder  die  einzelnen  Flächen  oder  die 
entsprechenden  Flächengruppen  abwechselnd  hervortreten  und  ver- 
schwinden, das  heisst  so,  dass  im  ersten  Falle  nie  zwei  aneinander- 
gränzende  Flächen,  im  letzteren  nie  zwei  aneinandergränzende  Flachen- 
gruppen an  derselben  Gestalt  hervortreten  oder  verschwinden.  — 

Daraus  folgt,  dass  beim  Würfel  keine  Abwechselung  nach  einzelnen 
Flächen  statt  finden  könne,  indem,  wenn  man  die  vier  an  eine  Fläche 
angränzenden  Flächen  auslassen  will,  diese  sich  schon  untereinander 
begränzen,  was  dem  Gesetz  widerstreitet;  und  aus  demselben  Grunde 
auch  nicht  beim  Rhombendodekaeder  (wie  überhaupt  solche  durch  Ab- 
wechselung der  Flächen  entstehenden  Halbgestalten  bei  keinem  Körper 
denkbar  sind,  welcher  dreikantige  Ecken  darbietet).  Beim  Oktaeder 
geben  die  abwechselnden  Flächen  ein  Tetraeder,  das  heisst  einen  von 
vier  gleichseitigen  Dreicken  umgriLnzten  Körper,  wie  sich  aus  der  Be- 
trachtung des  Oktaeders  leicht  ergiebt,  wenn  man  die  abwechselnden 
Flächen  erweitert,  bis  sie  sich  gegenseitig  schneiden. 

Bei  allen  Gestalten  nun,  in  welchen  eine  Fläche  des  Oktaeders 
durch  eine  Flächengruppe  ersetzt  wird,  das  heisst  beim  Pyramiden- 
oktaeder, der  Leuzitgestalt  und  dem  Achtimdvierzigflächner,  lassen  sich 
entsprechende  Halbgestalten  denken,  in  denen  jene  Flächengruppen  ab- 
wechseln, und  welche  wir,  da  sie  aus  dem  Tetraeder  hervorgehen, 
tetraedrische  Halbgestalten  nennen  wollen.  Beim  Pyramidenwürfel 
geben  die  abwechselnden  Flächen  (siehe  §  13)  eine  von  zwölf  Fünf- 
ecken umgränzte  Gestalt,  welche  sich  beim  Achtimdvierzigfiächner  in 
je  zwei  Vierecke  brechen.  Endlich  giebt  der  Achtundvierzigflächner 
selbst  eine  nach  einzelnen  Flächen  wechselnde  Halbgestalt. 

§  13.    Konstruktion  der  Halbgestalten. 
Die  Konstruktion   der  Halbgestalten   knüpfen  wir  wieder  an   die 
drei  Halbgestalten  des  Achtundvierzigflächners.     Bei  der  tetraedrischen 


§  11— IS.   Halbgesialten  und  ihre  Konstruktion. 
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Fig.  6  b. 


Halbgestalt  desselben  wechseln  die  an  den  Anssenpunkten  liegenden 
Fläcbengrappen.  Betrachten  wir  zuerst  einen  Anssenpunkt^  an  welchem 
sämmtliche  Flächen  yerschwinden  sollen^  so  tritt  an  dem  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Aussenträger^  sobald  jene  Flächen  verschwunden  sind, 
statt  dieses  Punktes  der  nächstliegende  von  den  vier  Punkten,  in 
welchem  jeder  Aussenträger  von  den  Ebenen  geschnitten  wird,  als 
Punkt  der  Oberfläche  hervor;  die  Entfernung  dieses  Punktes  beträgt 
nach  §  10  1 :  (b  +  c  —  b)  von  dem  Aussentrager,  oder  für  den  dort  er- 
wähnten Fall,  nachdem  mit  8  multiplicirt  ist,  f  oder  |,  und  auch  in 
diesem  Punkte,  den  wir  mit  a^  bezeichnen  wollen, 
treten  sechs  Flächen  zusammen.  Man  hat  daher 
nur  in  Fig.  6  b  a^er  zu  verlängern,  bis  sie  den  an- 
gränzenden  Aussenträger  (me^)  in  a^  schneidet 
(was  in  der  Entfernung  |  geschehen  wird);  und 
ebenso  hat  man  in  dem  Dreieck  hza  {Fig.  6c}  aje; 
um  das  eben  gefundene  Stück  ea^  zu  verlängern 
und  fl^Ä  zu  ziehen,  so  werden  24  solche  Dreiecke, 
wovon  in  a  und  a^  immer  sechs,  in  h  hingegen 
vier  zusammenstossen,  die  gesuchte  Halbgestalt 
geben. 

Leicht  findet  man,  wie  sich  beim  Pyramiden- 
oktaeder je  zwei  solche  Dreiecke  in  a^a  zu  einem  Viereck,  bei  der  Leuzit- 
gestalt  in  aA  zu  einem  gleichschenkligen  Dreieck  zusammensetzen  müssen, 
indem  im  letzteren  Falle  bei  h  zwei  rechte  Winkel  zusammenkommen. 
Beim  Oktaeder  hingegen  fallen  dann  alle  sechs  in  a 
zusammenstossende  Flächen  in  ein  gleichseitiges  Drei- 
eck zusammen  und  vier  solche  Dreiecke  geben  dann 
eben  das  f  Tetraeder.  — 

Um  nun  die  zweite  Halbgestalt  des  Achtund- 
vierzigflächners  zu  konstruiren,  in  welcher  die  in  hjs 
zusammenstossenden  Flächenpaare  abwechseln,  be- 
merken wir,  dass  in  jedem  Punkt  0  nur  noch  zwei 
Flächen  zusammenstossen,  also  der  Punkt  js  nicht  mehr  Eckpunkt 
bleibt;  wir  haben  daher  die  Linie  hss  in  Fig.  6a  über  js  hinaus  zu 
verlängern;  in  dem  anstossenden  Hauptpunkt  verschwinden  die  Flächen, 
welche  den  Zwischenträger  in  0  schneiden;  wir  haben  daher  den 
nächsten  Punkt  is^  zu  suchen,  worin  die  Flächen  ihn  schneiden;  die  Ent- 
fernung dieses  Punktes  ist  nach  §  10  1  :  (b  -|-  b)  vom  Zwischenträger, 
oder  nachdem  man  flir  die  besondere  Gestalt  (532)  noch  mit  8  multi- 
plicirt hat  I,  verbindet  man  nun  den  so  gefandenen  Punkt  Zi  mit  dem 
anstossenden  Hauptpunkt,  so  erhält  man  die  Kante,  welche  in  diesem 


Fig.  6». 
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Hauptpunkt  statt  der  verschwindenden  Kante  he  erscheint.  Der  Punkt 
s  bIbo,  wo  sich  beide  Kanten  schneiden ,  wird  der  Eckpnnkt  sein,  der 
statt  z  erscheint.  Hiemach  hat  man  alle  Elemente  zur  Konstraktion. 
Man  verlängert  nun  in  dem  Dreieck  hza,  hz  um  das  gefundene  Stück 
zs,  zieht  as  und  errichtet  nun  über  ah  das  Dreieck  ahs,  zu  welchem 
man  die  Seite  as  aus  Fig.  7  selbst ,  die  Seite  hs  aus  Fig.  6a  kennt*). 

Solcher  Vierecke   setzt   man  alsdann 
^*  **                     ^*' '  24  so  zusammen,   dass  je  vier  in  h 

IR- ^.  I*     und  ebenso  in  5,  je  drei  aber  in  a 

*  j\    \^    1      zusammentreffen. 

'\  i  \      ^J  ^™  Pyramidenwürfel  fallt  die 

\         ^  \<^'y^      Kante  7*5   weg;   und   indem  dadurch 

-....\j^  V^  der    Winkel    bei    h    sich    in    einen 

Rechten    verwandelt,    setzen   sich  je 

zwei  solche  Vierecke  in  hs  zu  einem  Fünfeck  zusammen,  und  zwölf 

solche  Fünfecke  bilden  dann  die  Halbgestalt,   wovon   in  s  nur  noch, 

wie  in  a,  drei  Flächen  zusammentreffen. 

Es  bleibt  nun  noch  die  dritte  Halbgestalt  des  Achtundvierzig- 
flächners,  welche  durch  Abwechselung  der  einzelnen  Flachen  entsteht 
Ueber  jeder  der  verschwindenden  Flächen  wird  offenbar  ein  neuer  Eck- 
punkt entstehen,  der  von  den  drei  umgränzenden  Flächen  gebildet 
wird,  und  den  wir  n  nennen  wollen.  Statt  jeder  Kante  des  Dreiecks 
hza  treten  also  zwei  sich  in  n  schneidende  Kanten  auf;  es  würde  sich 
also  das  Dreieck  in  ein  Sechseck  verwandeln;  da  aber  in  jedem  der 
drei  Punkte  h,  z  und  a  nur  halb  so  viel  Flächen,  also  in  z  nur  zwei 
erscheinen,  so  verschwindet  die  Ecke  in  Zy  wodurch  sich  das  Sechseck 
(wie  in  Fig.  7)  in  ein  Fünfeck  verwandelt.  Um  nun  dies  Fünfeck  zu 
konstruiren,  könnten  wir  untersuchen,  in  welchem  Punkt  jede  der  fünf 
Flächen,  welche  das  Fünfeck  herausschneiden,  die  gegenüberstehende  Seite 
des  Dreiecks  haz  schnitte,  wodurch  sich  dann  die  Richtung  der  fünf 
Seiten  ergeben  würde;  aber  wir  haben  nur  nöthig,  dies  von  der  durch 
z  gehenden  Fläche  zu  imtersuchen,  indem  wir  den  Punkt  bestimmen, 
worin  diese  die  Seite  ha  schneidet.  Wir  werden  dazu  auf  Fig.  6b 
oder  deren  Wiederholung  in  Fig.  8  zurückgehen  müssen;  die  durch  z 
gehende  Fläche  wird,  wie  sich  durch  ihre  Lage  leicht  ergiebt,  die 
Trager  mh  und  ma,  welche  nach  den  Endpunkten  von  ha  gehen,  nicht 
mehr  in  den  dem  Mittelpunkt  zunächst  liegenden  Durchschnittspunkten 
treffen,  sondern  in  denen,  welche  zunächst  darauf  folgen,   das  heisst 


•)  Dass  die  beiden  Linien  a»  in  Fig.  7  wirklich  gleich  sein  müssen,  ergiebt 
sich  aus  der  gleichen  Konstruktion,  durch  welche  sie  erfolgen  müssen. 


§  IS,  14.   Konstruktion  der  Halbgestalten. 
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den  Haupttrager  in  — ,  den  Aussenträger  in  .   ,     __ .    oder  für  unsem 


Fig.  8. 


Fig.  7. 


Fall  (nachdem  mit  8  multiplicirt  ist)  jenen  in  -3;  diesen  in  f  oder 
Bclmeiden.  Bezeichnen  wir  diese  Linie  mit  h^a^^ 
so  ergiebt  sich^  dass  für  diesen  Fall  h^a^  mit  ha 
parallel  ist,  denn  während  ha  jene  Linien  in  den 
Entfernungen  |  und  y  schneidet,  so  schneidet  h^di 
sie  in  |  und  |,  da  abo  jene  Linien  in  gleichem  Yer- 
hältniss  geschnitten  werden,  so  ist  ha  parallel  mit  ^ 
h^a^  und  jene  Ebene  schneidet  also  ha  gar  nicht; 
also  ist  auch  für  diesen  Fall  die  durch  0  gehende 
Seite  des  Fünfecks  mit  ha  parallel*).  Um  nun 
das  Fünfeck  zu  konstruiren^  haben  wir  uns  nur  zu 
erinnern,  dass  hier  wie  bei  der  vorigen  Halbgestalt 
in  jedem  Punkte  a  drei  abwechselnde  Flachen  zusammenstossen,  dass 
also  die  neuentstehenden  Kanten  in  a  hier  ganze  gleiche  Lage  haben 
werden  wie  dort.  Daraus  ergiebt  sich  folgende  in  Fig.  7  dargestellte 
Konstruktion:  Man  zieht  durch  0  eine  Parallele  mit  ha, 
welche  sa  m  n  schneidet,  trägt  gn  auch  nach  der  andern 
Seite  ab,  zieht  hn,  und  trögt  hn  von  h  aus  nach  as  ab, 
so  ist  nhnanz  das  gesuchte  Fünfeck.  Vierundzwanzig 
solcher  Fünfecke  bilden  dann  die  gesuchte  Halbgestalt.  — 
Nun  könnte  es  noch  möglicher  Weise  von  diesen 
Halbgestalten  wieder  Halbgestalten  geben,  die  also  Vier- 
telsgestalten  von  den  vollzähligen  Krystallgestalten  wären.  In  der  That 
giebt  es  solche  Yiertelsgestalt  vom  Achtundvierzigflächner,  welche  aus 
allen  drei  Halbgestalten  desselben  abgeleitet  werden  kann,  und  welche 
von  zwölf  Fünfecken  begränzt  ist.  Ihre  Konstruktion  erfolgt  nach  den- 
selben Principien,  wie  die  der  früheren  Halbgestalten. . 

§  14.    ZuBammengesetEte  Ghestalten. 

Es  lassen  sich  aus  diesen  ein£Ekchen  Gestalten  nun  die  mannig- 
faltigsten Kombinationen  denken,  und  so  gelangen  wir  zu  einer  unend- 
lichen Mannigfaltigkeit  von  Gestalten,  indem  ja  alle  Gestalten  des 
regelmässigen  Systems  einer  Krystallspecies  angehören,  und  also  alle 
möglicherweise  an  einem  und  demselben  Krystall  hervortreten  können. 

Um  ein  Beispiel  einer  solchen  Verbindung  zu  geben,  wählen  wir 
den  Würfel  und  das  Oktaeder;  herrscht  hier  der  Würfel  vor,  so  werden 


*)  Anm.  Dies  findet  überhaupt  statt,  wenn  der  grösste  Zeiger  so  gross  ist, 
als  die  beiden  andern  zusammengenommen.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  mnss  man 
\a^  und  ha  verlängern,  bis  sie  sich  schneiden,  und  dann  weiter  konstruiren. 
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die  Oktaederflächen  nur  dessen  Ecken  abschneiden ;  und  umgekehrt^ 
wenn  das  Oktaeder  vorherrscht.  Herrscht  keines  von  beiden  vor,  so 
schneiden  sie  sich  gegenseitig  ihre  Kanten  weg,  und  man  erhalt  einen 
von  sechs  Quadraten  und  acht  gleichseitigen  Dreiecken  umgranzten 
Körper  (das  Kubo-Oktaeder). 

Besonders  häufig  sind  in  der  Natur  die  Kombinationen  aus  Würfel, 
Oktaeder  und  Rhombendodekaeder,  wo  das  Rhombendodekaeder  die 
Kanten  der  beiden  ersteren  abschneidet.  So  zeigt  sich  diese  Verbindung 
zum  Beispiel  besonders  schön  am  Alaun,  wo  das  Oktaeder  Torherrscht^ 
dessen  Kanten  durch  Rhombendodekaederflächen,  und  dessen  Ecken 
durch  Würfelflächen  abgeschnitten  sind.  — 

Die  Konstruktion  aller  solcher  Gestalten  bietet  nun  nach  dem 
Obigen  keine  Schwierigkeiten  mehr  dar,  und  bedarf  keiner  weiteren 
Auseinandersetzung. 

§  15.  Das  aohtBfthlige  System. 
Da  hier  nur  zwei  Axen  gleich,  alle  aber  gegen  einander  senkrecht 
sind,  so  erhalten  wir  sämmtliche  gleichwerthige  Trager  durch  Yer- 
tauschung  der  gleichen  Axen  und  durch  Verwandlung  eines  jeden 
Trägers  in  den  entgegengesetzten.  Wenn  daher  der  voranstehende 
Zeiger  sich  stets  auf  die  ungleiche  Axe  bezieht,  so  giebt  es  folgende 
gleichwerthige  Träger: 

I  I  M  II  I  I 

beb  beb  bbe  bbc  beb  beb  bbc  bbc 

I  II  IIJIIjM  II  'I  I 

beb    beb    bbe    bbc    beb    beb    bbe    bbc, 
Sl  wobei  die  Träger  so  geordnet  sind,  wie  sie  nebeneinander  liegen. 

Für  jede  Krystallspecies  muss  das  Verhältniss  der  ungleichen  Axe 
zu  einer  der  gleichen  gegeben  sein.  Es  sei  das  Verhältniss  (was  alle- 
mal ein  irrationales  ist)  min]  so  werden  für  den  Träger  (beb)  die 
Richtstücke  sich  verhalten  wie  b .  m :  c .  n :  b .  n,  also  die  Axenabschnitte 

der  iretrairenen  Ebene  wie  r —  : :  r — :  nehmen  wir  daher  für  die 

^        ^  D.mc.no.n' 

Konstruktion  die  Axen  im  umgekehrten  Verhältniss,  und  nennen  die 
ungleiche  die  Hauptaxe,  die  gleichen  Nebenaxen,  so  wird,  wenn  von 
der  Hauptaxe  -g-  durch  die  getragenen  Ebenen  abgeschnitten  wird,  von 

den  Nebenaxen  —  imd  ^  abgeschnitten;  es  werden  die  letzteren  also 
in  zwei  Punkten  geschnitten,  von  denen,  wenn  c  grösser  ist  als  b,  nur 
der  erstere  (— )  als  Punkt  der  Oberfläche  erscheint.  Auch  die  zwi- 
schen zwei  Nebenaxen  liegende  Zwischenaxe  wird  in  zwei  Punkten  ge- 
schnitten,  deren   Entfernungen   -x"k  ^^^  '^Th   ^^^   ^®^  Zwischenaxe 


§  14,  15.   Znsammengesetzte  Gestalten.    Achtzähliges  System. 
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betragen,  von  denen  aber  wiederum  nur  der  erste  ein  Punkt  der  Ober- 
fläche wird.  Die  Aussenaxe  können  wir  ganz  übergehen,  da  sie  keine 
ausgezeichneten  Punkte  der  Oberfläche  darbietet.  Wir  benennen  den 
Punkt  {der  Hauptaxe}  wieder  mit  hj  den  der  Nebenaxe  mit  n  und 
den  der  Zwischenaxe  mit  z.  — 

Es  ist  unmittelbar  klar,  dass  in  h  acht  Flächen  zusammenstossen, 
in  n  und  in  z  aber  vier.  Die  Konstruktion  eines  solchen  Dreiecks 
hnz  ergiebt  sich  nun  leicht,  und  da  die  Linien  nz  in  einer  Ebene 
liegen,  so  erhalten  wir  eine  achtseitige  Doppelpyramide.  —  Diese  ver- 
wandelt sich,  wenn  die  an  [hz]  gränzenden  Flächen  in  eine  Ebene  fallen 
(das  heisst  c  =  b  wird),  oder  wenn  die  an  hn  gränzenden  Flächen 
zusanmienfallen  (das  heisst  b  =  0  wird),  in  eine  quadratische  Doppel- 
pyramide, im  ersteren  Falle  in  sehniger  Stellung,  im  letzteren  in 
gerader.  Oder  wenn  die  oberen  Träger  mit  den  unteren  zusammen- 
fallen (das  heisst  b  ==  0  wird),  so  verwandelt  sie  sich  in  eine  acht- 
kantige Säule,  und  wenn  diese  Bedingung  mit  einer  der  vorigen  zu- 
gleich eintritt,  in  eine  quadratische  Säule  in  schräger  oder  gerader 
Stellung.  Wenn  endlich  c  und  b  gleich  0  werden,  so  fallen  alle  acht 
in  h  zusammentreffenden  Flächen  in  eine  Ebene  zusammen  und  man 
erhält  eine  Schicht.  — 

Alle  diese  einfachen  Gestalten  treten  nun  in  mannigfache  Verbin- 
dungen und  bilden  oft  vielfach  zusammengesetzte  Gestalten.  — 

Das  achtzählige  System  zeichnet  sich  aus  durch  eine  grosse  Reihe 
von  Halbgestalten;  die  achtseitige  Doppelpyramide  lässt  deren  sechs  zu. 
Denn  es  können  zuerst  die  in  Zy  oder  die  in  n,  oder  die  in  zn  zusammen- 
stossenden  Flächengruppen  sich  abwechseln;  in  allen  drei  Fallen  erhalt 
man,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  vierseitige 
Doppelpyramiden,  in  den  ersten  beiden 
Fällen  rhombische,  im  letzten  eine  qua- 
dratische. Femer  können  die  in  An  oder 
in  hz  zusammenstossenden  Flächenpaare 
wechseln.  Dann  wird  auf  den  Neben- 
axen  oder  auf  den  Zwischenaxen,  da 
beide  von  den  sämmtlichen  gleichwer- 
thigen  Flächen  getroffen  werden,  ab- 
wechselnd der  nähere  und  der  entferntere 
Punkt  getroffen,  und  die  Konstruktion 
liefert  in  beiden  Fällen  einen  von  acht 
Dreiecken  umschlossenen  Körper,  dessen  Mittelkanten  die  Ebene  der 
Nebenaxen  durchschneiden.  Durch  Abwechselung  der  einzelnen  Flächen 
gelangt  man  endlich  zu  der  letzten  Halbgestalt,  einem  von  acht  Vierecken 
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umgranzten  Körper  (einem  Skalenoeder),  dessen  acht  Mittelkanten  die 
Ebene  der  Nebenaxen  durchschneiden.  Alle  diese  Verhältnisse  über- 
sieht man  leicht  ans  Fig.  12^  wo  eine  achtseitige  Pyramide,  in  der 
Richtung  der  Hauptaxe  gesehen,  dargestellt  ist 


22 


§  16.  Das  viersfthlige  System. 
Da  hier  alle  Axcn  senkrecht  gegen  einander,  aber  ungleich  sind, 
so  werden  nur  diejenigen  Träger  gleichwertig  sein,  welche  sich  nur 
dadurch  unterscheiden,  dass  statt  eines  beliebigen  Elementarträgers  sein 
Gegenträger  genommen  wird.  In  der  Ordnung,  in  welcher  sie  neben- 
einander liegen,  aufgestellt,  sind  die  gleichwerthigen  Träger  folgende: 

I  II 

beb  beb  beb  beb 

I    II  III  II 

beb  beb  beb  beb. 

Auch  hier  sind  die  drei  Axen  für  die  Konstruktion  im  umgekehrten 
Yerhältniss  zu  nehmen  wie  die  ursprünglichen  Träger.  Jede  der  sechs 
Halbaxen  wird  nur  einmal  geschnitten  und  zwar  von  vier  Flächen;  die 
Ecken  sind  also  alle  vierkantig  und  liegen  in  den  Axen  selbst.  Man 
erhält  somit  eine  rhombische  Doppelpyramide  (das  heisst  deren  Gfmnd- 
fläche  ein  Rhombus  ist),  welche  sich,  wenn  ein  Zeiger  null  wird,  in 

eine  rhombische  Säule,  und  wenn  zwei 
Zeiger  null  werden,  in  eine  Schicht  ver- 
wandelt. — 

Die  rhombische  Doppelpyramide  bietet 
durch  Abwechselung  der  einzelnen  Flächen 
eine  Halbgestalt  dar,  nämlich  einen  von 
vier  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlosse- 
nen Körper.  Ein  solches  Dreieck  erhält 
man  leicht,  wenn  man  in  dem  Dreieck  der  vollzähligen  Gestalt  durch 
jede  Ecke  eine  Parallele  mit  der  gegenüberstehenden  Seite  zieht 
Fig.  13  stellt  eine  rhombische  Pyramide  dar,  wie  sie  dem  in  einer 
Axe  befindlichen  Auge  erscheint. 


Fig.  IS. 


§  18.    VolLsfthlige  Gestalten  des  seohssähligen  Systems. 

Da  die  drei  Elementarträger  bei  dem  sechszähligen  System  ein- 
ander gleich  sind  imd  gleiche  Winkel  einschliessen,  so  werden  alle 
diejenigen  Träger  gleichwerthig  sein,  welche  sich  nur  durch  die  Ver- 
tauschung zweier  Elementarträger  unterscheiden;  (dass  ausserdem  je 
zwei  entgegengesetzte  Träger  gleichwerthig  sind,  versteht  sich  von 
selbst).     Unter  den  48  Trägem  von  gleicher  Zusammensetzung  giebt 


§  15,  16,  18.    Yierzähliges  und  sechszähliges  System. 
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Fig.  9  b. 


Fig.  9  a 


es   daher  hier   zwölf  gleich werthige   Träger.     Für   die   Gestalt   (beb) 
sind  es  folgende: 

beb    bbe    ebb    beb    bbe    ebb 

beb  bbe  ebb  beb  obe  ebb. 
Es  entspringt  für  dies  System  eine  eigenthümliche  Schwierigkeit  daraus^ 
dass  die  Elementaraxen  schiefwinklig  sind,  and  wir  also  von  dem  Ge- 
setze §  9;  1  keine  Anwendung  machen  können^  wenn  wir  nicht  die 
Axen  auf  rechtwinklige  zurückführen.  Wenn  wir  zu  diesem  Ende  den 
zwischen  den  drei  gleichen  Elementarträgem  liegenden  mittleren  Träger 
nebst  seinem  Gegenträger  zu  einer  der  senkrechten  Axen  machen, 
welche  wir  Hauptaxe  nennen,  so  werden  die  beiden  andern  in  einer 
dagegen  senkrechten  Ebene,  der  Aequatorebene,  liegen  müssen;  und  es 
ist  klar,  dass  die  Elementarträger  sowohl  gegen  die  Hauptaxe,  als  gegen 
die  Aequatorebene  gleich  geneigt  sind. 

Es  sei  nun  mb  Fig.  9a  ein  Elementarträger,  ^mb  der  gegebene 
Winkel,  welchen  die  Elementarträger  mit  der  Hauptaxe  bilden,  also  m$ 
die  Hauptaxe,  mB  sei  senkrecht  gegen  m$;  so  werde  ich,  wenn  ich 
die  Lothe  bB  und  b^  ziehe,  mb  ansehen  können  als  den  mittleren 
Träger  zwischen  mB  und  w?ß. 
Denke  ich  mir  nim  von  allen 
Elementarträgem  und  von  ihren  /^ 
Gegenträgem  (jedesmal  vom 
Endpunkte  aus)  Lothe  auf  die 
Aequatorebene  gefällt,  so  werden 
sie  dieselbe  in  sechs  Punkten 
schneiden,  welche  alle  vom  Mit-  ^ " 
telpunkt  m  so  weit  entfernt 
liegen,  als  mB  in  Fig.  9  lang 
ist,  und  die  wir  alle  mit  den  entsprechenden  grossen  Buchstaben  be- 
zeichnen. Fig.  9  b  stellt  hiemach  die  Aequatorebene  dar.  Wir  nennen 
hier  die  Linien  BB  u.  s.  w.  Nebenaxen,  und  es  ist  klar,  dass  sie  sich 
unter  gleichen  Winkeln  schneiden. 

Um  nun  alles  auf  drei  senkrechte  Axen  zurückzufahren,  ist  nur 
noch  nöthig,  auf  einer  der  Nebenaxen  zum  Beispiel  BB  eine  Senk- 
rechte zu  errichten,  und  die  Punkte  C,  D,  C,  I)  zu  verbinden.  Diese 
Verbindungslinien  durchschneiden  luunlich  jene  beiden  senkrechten 
Axen  unter  rechten  Winkeln  imd  halbiren  zugleich  die  beiden  Halb- 
axen  mB  und  mB.  Daher  kann  mC  angesehen  werden  als  zusammen- 
gesetzt aus  mE  oder  j^mB  und  aus  mQ,  und  die  übrigen  auf  ent- 
sprechende Weise.     Die    sechs   Elementarträger    sind   somit   auf  drei 
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senkrechte  Axen  zurückgeführt^  und  zwar  ist,  wenn  wir  jeden  Trager 
mit  seinem  Endbuchstaben  bezeichnen^  b  zusammengesetzt  aus  B  und  ^, 
c  aus  IB,  3  u^<l  $;  ^  endlich  aus  \By  Q  und  $,  und  die  entgegen- 
gesetzten Träger  sind  eben  so  aus  den  entgegengesetzten  Linien  zu- 
sammengesetzt. Betrachte  ich  nun  irgend  einen  aus  den  Elementar 
trägem  zusammengesetzten  Trager  (beb)  (wo  sich,  wie  in  aUen  solchen 
Ausdrücken,  die  voranstehende  Zahl  [hier  b]  allemal  auf  die  b-Axe,  die 
folgende  Zahl  auf  die  c-Aze  beziehen  soll),  so  habe  ich,  um  diesen 
Trager  durch  die  senkrechten  Axen  auszudrücken,  nur  zu  untersuchen, 
wie  oft  jede  derselben  zur  Zusammensetzung  angewandt  ist.  So  soU 
nun  b  b-mal  vorkommen;  b  selbst  aber  ist  aus  B  und  ^  zusammen- 
gesetzt, folglich  kommen  beide  b-mal  vor;  eben  so  ist  c  zusanmien- 
gesetzt  aus  \B,  Q  und  $,  alle  drei  kommen  also  c-mal  vor,  endlich, 

da  d  aus  \B,  Q  und  $  zusammengesetzt  ist,  so  kommen  diese  alle 
b-mal  vor.  —  Folglich  wird  ?ß  im  Ganzen  (b  -|-  c  -|-  b)-mal  angewandt, 
B  hingegen  (b  —  Je  —  J  b)-mal  und  3  endlich  (c  —  b)-maL  Es  werden 
also,  da  nun  die  Richtaxen  senkrecht  sind,  die  Axenabschnitte  der 
getragenen  Ebene   sich   umgekehrt   verhalten,   wie   diese   Richtstücke, 

also  wie 

1^ 1  1 

"*(b  +  c-f  b)  •  J3{b-ic-ib)  •8(c-b)" 

Nehmen  wir  nun  das  Verhältniss  der  drei  Axen  wP,  mB,  mZ  um- 
gekehrt wie  das  der  vorherigen  Axen  (wobei  wir  also  mB  unverändert 
lassen),  so  werden  die  Abschnitte  sich  verhalten  wie 

P  _  JB  .  _Z_ 

b  +  c"+b'  b-"ic— ib  "c  — b* 

Die  Konstruktion   der  Punkte  P  und  Z  wird,  wie  in  Fig.  9a  und  b 

leicht  bewerkstelligt,  indem  man 

dort  BP  senkrecht  zieht  gegen 

mb,    und    hier    CZ    senkrecht 

gegen  mC, 

Um    nun   die  sämmtlichen 

Schnitte  der  zwölf  Ebenen  mit 

den  Axen  zu  erhalten,  nehmen 

wir  wieder  vorläufig  die  Träger 

so  kurz  an,  dass  die  getragenen 

Ebenen     wirklich     durch     die 
p 
V- f     y-r  u.  s.  w.  gehcu.    Alsdauu  werden  ofifenbar  sechs  Ebenen 

P 
durch  den  Punkt  :r-j;^     .  .    gehen    und   sechs   durch   den  cntgegenge- 


Fig.  9  b. 


Fig   9  a 


Punkte 
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Setzten ;  wir  nennen  diese  Punkte  Pole  und  bezeichnen  sie  mit  p  und  p, 
wobei  wir  p  den  Nordpol,  und  p  den  Südpol  nennen  können.  Jede 
Nebenaxe  wird  hingegen  im  Allgemeinen  in  sechs  Punkten  geschnitten, 

nämlich  in 

_    N  N N 

b  — ic  —  ^b'  c--lb  —  ib'  h  —  ^b  —  ic' 

N 
und  in  den  drei  entgegengesetzten  ._^    — ib  ^'  ^'  ^'^   ^^   ^^  unter 

N  jede  beliebige  der  Nebenaxen  verstehen,  also  B,  C  oder  D. 

Wenn  hier  übrigens  die  Zahlen,  welche  subtrahirt  werden  sollen, 
grösser  sind,  als  die,  wovon  subtrahirt  wird,  so  ist  dies  ein  Zeichen, 
dass  der  Durchschnitt  die  entgegengesetzte  Halbaxe  trifft.  Ist  zum 
Beispiel  b  der  grösste  und  b  der  kleinste  Zeiger,  wie  wir  dies  immer 

N 
voraussetzen,  so  wird  dieser  Fall  bei  dem  letzten  Schnitt  r — :-r — r- 

'  b  — ib  —  ^c 

I 
N 

immer  eintreten  und  wir  schreiben  deshalb  statt  dessen  besser  ,  ^  ,  , r : 

■Jb  +  ^c  —  b' 

um  zugleich  die  Brüche  J   f  wegzuschaffen,   können  wir  Zähler  und  24 

Nenner  jener  Ausdrücke  mit  zwei  multipUciren. 

Sonach  sind  die  sechs  Schnitte  folgende: 

2N  2N  2J^ 

2b  — c  —  b    2c-b  — b     b  +  c  — 2b 

2ijr  2J^  2J^ 

2b  — c  —  b     2c  — b  —  b     b  +  c  — 2b' 

Der  Ausdruck  (2  c  —  b  —  b)  wird  null,  wenn,  wie  beim  Träger  (753), 
die  Unterschiede  je  zweier  aufeinander  folgender  Zeiger  gleich  sind; 
er  bleibt  grösser  als  Null,  wenn,  wie  bei  (752),  der  erste  Unterschied 
kleiner  ist,  als  der  zweite;  im  entgegengesetzten  Falle  wird  er  kleiner 
als  Null,  und  wir  haben  dann  mit  dem  zweiten  Schnitt  dieselbe  Ver- 
änderung vorzunehmen  wie  mit  dem  dritten.  In  jedem  solchen  Punkte 
stossen  aber  zwei  Ebenen  zusammen,  zum  Beispiel  in  dem  ersten  die 
Ebenen  beb  und  6b c  (überhaupt  die,  worin  die  in  jenen  Ausdrücken 
abzuziehenden  Zeiger  die  zweite  und  dritte  Stelle  einnehmen).  Es 
bilden  also  jene  Punkte  keine  Ecken,  sondern  nur  die  Durchgangs- 
pimkte  der  von  den  Polen  ausgehenden  Kanten  durch  den  Aequator; 
und  zwar  werden  die  drei  Schnitte  der  ersten  Reihe  von  den  nord- 
polaren Kanten  gebildet,  die  der  zweiten  von  den  südpolaren.  Indem 
nun  jede  dem  Mittelpunkte  näher  liegende  Kante  die  entferntere,  wenn 
sie  durch  dieselbe  Halbaxe  geht,  verdrängt,  so  werden  durch  jene  Halb- 
axe zwei  Kanten  hindurchgehen,  eine  nordpolare  und  eine  südpolare; 
denn  von  den  drei  Schnitten,  welche  jede  Halbaxe  {N)  treffen,  ver- 
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drängt  der  Schnitt  2^:  (2b  —  c  —  b)  den  andern  nordpolaren  Schnitt; 
wir  bezeichnen  diesen  Punkt  mit  n,  hingegen  den  Punkt  2iV:  (b  +  c  —  2V) 

mit  n.     Also  ist 

2N  I  2N 

w  =  ^rr-     —  C3  n 


2b  — c  — b'  "~b  +  c  — 2b 

Als  besonderen  Fall  haben  wir  hier  den  hervorzuheben,  wo  n 
und  n  zusammenfallen,  dies  wird  nämlich  der  Fall  sein,  wenn  die 
Unterschiede  je  zweier  aufeinander  folgender  Zeiger  gleich  sind. 

Die  Schnitte  mit  der  dritten  Art  Axen  (Z),  die  wir  Zwischenaxen 
nennen,  könnten  wir  zwar  für  die  Konstruktion  entbehren;  aber  doch 
wird  es  die  Uebersicht  sehr  erleichtem,  wenn  wir  auch  sie  in  Betracht 
ziehen.    Der  Durchschnitt  der  Ebene  (beb)  mit  der  Axe  Z  in  Fig.  9b 

Z 

fand  sich  gleich  -^^ ;  also  die  sammtlichen  sechs  Schnitte  einer  jeden 

Zwischenaxe  (denn  deren  sind  auch  drei  denkbar)  werden  sein: 

Z  Z_      _Z_ 

b-c    c  — b     h  —  h^ 


b— -c     c  —  b     h  —  't 

In  jedem   solchen  Punkte   stossen   ebenfalls    zwei  Ebeneu  zusammen, 

Z  III 

zum  Beispiel   in  dem  letzteren  ^^^  die  Ebenen  ebb  und  ebb,   von 

denen  die  eine  dem  Nordpol,  die  andere  dem  Südpol  angehört.  Es 
sind  also  jene  Punkte  nur  üurchschnittspunkte  der  Kanten  (Randkanten) 
mit  dem  Aequator.     Es  ist  klar,    dass  hier  die  Kaute,  welche   durch 

den  Punkt  r^^r  geht,  die  übrigen  verdrängt,  da  dies  der  dem  Mittel- 
punkt zunächst  liegende  Punkt  sein  wird.  Wir  bezeichnen  diesen 
Punkt  mit  z  und  konstruiren  alle  Gestalten  so,  dass  dieser  Punkt  z 
ihnen  gemeinschaftlich  wird.  Damit  dieser  Punkt  in  Z  selbst  falle, 
multipliciren  wir  alle  jene  Ausdrücke  für  ^,  n,  n  und  z  mit  (b  —  b) 
und  erhalten  somit: 

^       b  +  c  +  ^  2b  — c  — b        '  b  +  c  — 2b        ' 

26  Hiemach   ergiebt  sich  nun  die  Konstruktion  für  jeden  einzelnen 

Fall  sehr  leicht,  wenn  wir  nur  noch  bemerken,  dass  die  nord-  und  die 
südpolare  Kante,  welche  durch  dieselbe  Halbaxe  gehen,  da,  wo  sie  sich 
durchschneiden,  eine  vierkantige  Ecke  bilden,  die  wir  mit  r  oder  r  be- 
zeichnen,« je  nachdem  sie  auf  der  Nord-  oder  Südseite  des  Aequators 
liegt.     Es  sei  nun  die  Gestalt  431  zu  konstruiren,  so  ist 
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Fig.  10  a. 


Hiemach  sind  die  Punkte  p,  n,  n  in  Fig.  10a  und  b  konstruirt.  Man 
ziehe  nun  zunächst  pn,  pn  in  Fig.  10a  und  nn  in  Fig.  10b,  und 
konstruire  daraus  das  Dreieck  pnn  Fig.  10c.  Dann  ziehe  man  in 
Fig.  10a  die  Linien  pn  und  pn,  und  verlängere  diese,  wie  auch  die 
von  p  aus  gezogenen  Linien,  bis  sie  sich  in 
r  und  r  schneiden  und  trage  dann  pr  und  pr 
in  Fig.  10c  ab,  so  ist  prr  eins  der  Dreiecke, 
was  die  Gestalt  begränzt.  Zwölf  solche  Drei- 
ecke, wovon  sechs  in  p,  und  je  vier  in  r 
und  r  zusammentreffen,  umgränzen  dann  die 
ganze  Gestalt. 

Man  nennt  diese  Gbstalt,  deren  Rand- 
kanten (rr)  den  Aequator  schneiden,  ein  Ska- 
lenoeder,  was  sich  für  den  besonderen  Fall, 
dass  n  und  n  zusammenfallen  (s.  oben),  in  eine 
sechsseitige  Doppelpyramide  verwandelt.  — 

Wir  haben  in  der  ganzen  bisherigen  Entwickelung  nur  solche  zu- 
sammengesetzte Träger  betrachtet,  deren  Elementartrager  demselben 
Pole  angehörten.     Anders  verhält  es  sich  zum 

Beispiel  mit  der  Gestalt  beb.  Die  zwölf  gleich- 
werthigen  Träger  würden  wir  hier  erhalten, 
wenn  wir  in  der  obigen  Zusammenstellung  b 
überall  entgegengesetzt  nehmen  (das  heisst  statt 

b  hier  schreiben  b,  und  statt  b  hier  b).  — 
Dadurch  werden  alle  oben  dargestellten  Ausdrücke  sich  so  verändern, 
dass  auch  in  ihnen  b  entgegengesetzt  zu  nehmen  ist,  das  heisst,  wo  es 
dort  hinzuzuaddiren  war,  es  hier  zu  subtrahiren  ist  und  umgekehrt. 
Doch  hat  man  dann  noch  immer  wieder  zu  unter- 
suchen, welche  Kante  die  andere  verdrangt;  und 
wenn  man  dies  alles  gehörig  in  Erwägung  zieht,  so 
wird  man  erhalten: 


Fig.  10  c. 


p  = 


b  +  c 
c  +  b-b 


n  = 


6  +  c 


'+^2», 


2c  +  b 
2N. 


2b  +  c  +  b 

Es  ist  hier  noch  der  Fall  zu  erwähnen,  wo  p  ganz  verschwindet^ 
und  die  Flächen  also  der  Hauptaxe  parallel  werden;  das  ist  nämlich 
der  Fall,"]]  wenn  die  Zahl,  mit  welcher  P  dividirt  werden  muss,  um  p 
zu  erhalten,  null  wird,  das  heisst^  wenn  die  Zeiger^  die  dem  Nordpol 


Graaamann,  Werke,  n.  9. 


10 


Fig.  14. 
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zngehören^   znBammen  eben  so  gross  sind  als  der  dem  Südpol  zage- 
hörige^  znm  Beispiel  in  der  Gestalt  532.    Alsdann  verwandelt  sich  das 

Skalenoeder  in  eine  zwölfkantige  Saale. 
Fallen  die  in  einer  Polarkante  zusam- 
menstossenden  Flachen  zasammen,  so 
verwandelt  sich  das  Skalenoeder  in  einen 
von  sechs  Rhomben  umschlossenen  Körper 
(Rhomboeder);  üedlen  die  Ebenen  za  bei- 
den Seiten  einer  Randkante  zosammen, 
so  erhalt  man  eine  sechskantige  %ale; 
üedlen  endlich  die  Flachen  am  p  zusammen^ 
so  erhalt  man  eine  Schicht  — 

Fig.  14  stellt  ein  Skalenoeder  dar, 
in  der  Richtang  der  Hauptaxe  gesehen,  die  Punkte  r  und  r  muss 
man  sich  abwechselnd  über  und  unter  der  Aequatorebene  denken. 

§  19.  Halbgestalten  des  aeolunfthligen  SsTstems. 
Das  Skalenoeder  liefert  zwei  Halbgestalten,  indem  entweder  die 
an  den  Randkanten  Hegenden  Flächenpaare  wechseln,  oder  die  einzelnen 
86  Flachen  selbst.  Im  letzteren  Falle  erhält  man  f  ein  Rhomboeder,  im 
ersteren  ein  von  sechs  Vierecken  umschlossenes  Skalenoeder.  Wenn 
das  vollzählige  Skalenoeder  in  eine  sechsseitige  Doppelpyramide  über- 
geht, so  verwandelt  sich  das  halbzählige  Skalenoeder  in  eine  dreiseitige 
Doppelpyramide;  geht  aber  jenes  in  eine  zwölf  kantige  Säule  über,  so 
verwandelt  sich  dies  in  eine  sechskantige  Säule  mit  abwechselnd  schär- 
feren und  stumpferen  Kanten,  während  das  Rhomboeder  in  eine  regel- 
mässige sechskantige  Säule  übergeht  AUes  dies  wie  auch  die  Kon- 
struktion dieser  Gestalten  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  das  früher 
dargestellte  Verfahren  auf  diesen  Fall  konsequent  anwendet 

§  20.  Das  zweizählige  and  das  einzählige  System. 
Beide  Systeme  geben  keine  einfachen,  geschlossenen  Gestalten 
mehr,  sondern  das  erste  nur  rhombische  Säulen  und  Schichten,  das 
letzte  nur  Schichten.  Desto  reichhaltiger  sind  aber  die  Verbindungen 
verschiedener  einfacher  Gestalten,  welche  demselben  Axenverhältniss 
zugehören.  Die  unendliche  Mannigfaltigkeit  dieser  zusammengesetzten 
Gestalten  gestattet  keine  allgemeine  Darstellung  mehr,  während  in  jedem 
einzelnen  Falle  die  Verhältnisse  sich  nach  der  für  die  andern  Systeme 
entwickelten  Methode  darlegen. 


IL  Neue  Theorie  der  Elektrodynamik. 


Von 

Hermann  Grassmann. 


Poggendorffs  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  64,  Erstes  Stack,  S.  1—18  (1846). 


Es  ist  bekannt,  dass  sich  die  bewegenden  Wirkungen,  welche 
elektrische  Ströme  oder  Magnete  auf  einander  oder  die  einen  auf  die 
andern  üben,  so  weit  sich  bisher  unsere  Beobachtungen  erstrecken,  aus 
Einer  Voraussetzung  ableiten  lassen.  Das  Gebiet,  auf  welchem  sich 
jene  Beobachtungen  bewegen,  lasst  aber  noch,  wie  ich  hernach  zeigen 
werde,  für  die  Aimahme  der  gegenseitigen  Einwirkung  zweier  Strom- 
theile  einen  freien  Spielraum  übrig.  Indem  ich  nun  die  Amp^re'sche 
Annahme,  nach  welcher,  wie  es  sein  muss,  die  gegenseitige  Einwirkung 
zweier  imendlich  kleinen  Stromtheile  zu  Gfrunde  gelegt  wird,  einer 
genaueren  Prüfung  unterwarf,  so  ergab  sich  mir  dieselbe  als  höchst 
unwahrscheinlich;  und  indem  ich  zunächst  das  Willkürliche  in  jener 
Annahme  fortzuschaffen  suchte,  so  bot  sich  mir  eine  andere  Annahme 
dar,  welche  die  elektrodynamischen  Erscheinungen,  so  weit  sie  in  den 
Kreis  der  bisher  angestellten  Beobachtungen  fallen,  mit  gleicher  Ge- 
nauigkeit darstellt,  welche  aber  sowohl  durch  die  Einfachheit  der  zu 
Grunde  gelegten  Formel,  als  auch  durch  die  vollkommene  Analogie 
mit  allen  andern  bewegenden  Eiäften  den  höchsten  Grad  der  Wahr- 
scheinlichkeit besitzt. 

Ich  habe  schon  angedeutet,  dass  diese  neue  Annahme,  auf  alle 
bisher  beobachteten  Erscheinungen  angewandt,  dieselben  Resultate 
liefert,  wie  die  Amp^re'sche;  hingegen  giebt  es  ein  Gebiet  der  Er- 
scheinungen, auf  welchem  nach  beiden  Annahmen  oft  gerade  die  enir 
gegengesetzten  Erfolge  eintreten  müssten,  und  welches  daher  yon  Seiten 
der  t  Erfahrung  her  die  einzige  Entscheidung  über  die  Richtigkeit  der  2 
einen  oder  der  andern  Annahme  liefern  würde.  Es  ist  diess,  wie  ich 
am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  zeigen  werde,  das  Gebiet  der  Strömungen, 

10» 
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welche  durch  freie,  an  den  Enden  einer  Leitung  aufgehäufte  (entgegen- 
gesetzte) Elektrici täten  hervorgebracht  werden,  also  das  Gebiet  der 
durch  Maschinenelektricität  hervorgerufenen  Strömungen. 

Die  Versuche,  welche  man  bisher  auf  diesem  Gebiete  angestellt 
hat,  um  elektrodynamische  Wirkungen,  wie  zum  Beispiel  die  Ablenkung 
einer  Magnetnadel,  nachzuweisen,  sind  sehr  weit  davon  entfernt,  die 
Differenz  beider  Hypothesen  irgend  wie  hervortreten  zu  lassen.  Auch 
stellen  sich  solchen  Versuchen,  welche  diess  leisten  können,  bisher  noch 
bedeutende  Schwierigkeiten  entgegen.  Dennoch  scheint  es  mir  wichtig, 
eine  Hypothese  als  wahrscheinlich  nachzuweisen,  welche  die  Erfolge 
vorhersi^en  würde,  die  bei  feineren  Instrumenten  und  genaueren 
Beobachtungen  eintreten  müssten.  Eine  solche  Annahme  würde  ein 
leitendes  Princip  werden,  wonach  von  geübter  Hand  vielleicht  bald 
entscheidende  Versuche  angestellt  werden  könnten.  Es  sei  mir  daher 
erlaubt,  hier  diese  neue  Annahme  abzuleiten,  und  geübteren  Physikern 
zur  Prüfung  vorzulegen. 

1)  Alle  Versuche,  welche  bisher  in  Bezug  auf  elektrodynamische 
Erscheinungen  angestellt  sind,  sind  entweder  mit  geschlossenen  Strömen 
angestellt,  oder  doch  mit  solchen  Strömen,  die  wie  geschlossene  an- 
gesehen werden  können*).  Diese  Versuche  bestehen  darin,  dass  man 
entweder  die  gegenseitigen  Einwirkimgen  zweier  geschlossener  Strome 

8  beobachtet,  oder  dass  man  einen  Theil  f  eines  geschlossenen  Stromes 
beweglich  macht,  und  theils  die  Einwirkung  beobachtet,  welche  er 
durch  den  ganzen  Strom,  dem  er  angehört,  erleidet,  theils  die  Aenderung 
dieser  Einwirkung,  welche  erfolgt,  wenn  noch  ein  anderer  geschlossener 
Strom  hinzutritt.  Da  nun  dadurch,  dass  man  einen  Theil  eines  Stromes 
beweglich  macht,  die  Wirkung,  welche  der  ganze  Strom  hervorruft^ 
nicht  geändert  wird,  so  erstrecken  sich  die  bisher  angestellten  Versuche 
nnr  auf  die  Wirkungen,  welche  geschlossene  Ströme  üben,  sei  es  nun 
auf  andere  geschlossene  Ströme  oder  auf  Stromtheile.  Hingegen  hat 
man  keinen  Versuch  angestellt,  um  die  Wirkimg  eines  Stromtheils  zu 
prüfen,  weder  die,  welche  er  auf  einen  geschlossenen  Strom,  noch  die, 
welche  er  auf  einen  andern  Stromtheil  übt. 

2)  Daher  musste  Ampere,  um  zu  seiner  Formel  zu  gelangen, 
mit  den  Ergebnissen  der  Beobachtung  eine  willkürliche  Annahme  ver- 
binden.    Die  Annahme,  welche  er  zu  diesem  Ende  macht,  ist  für  den 


*)  Dahin  gehören  die  Ablenkungen  der  Magnetnadel  dnrch  EnÜadnngen 
einer  Batterie,  wobei  einestheils  die  zahlreichen  Umwindungen  des  Maltiplikators, 
anderentheils  die  Nähe  der  nur  dnrch  die  Dicke  des  Glases  getrennten  Elektricitäten, 
welche  ausgeglichen  werden,  die  Ströme,  ihren  beobachtongsfähigen  Wirkungen 
nach,  den  geschlossenen  Strömungen  gleich  machen. 
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ersten  Anblick  eine  höchst  einfache  und  naturgemässe,  nämlich  dass 
zwei  unendlich  kleine  Stromtheile  längs  der  ihre  Mitten  verbindenden 
geraden  Linie  auf  einander  wirken,  also  entweder  anziehend  oder  ab- 
stossend  im  eigentlichen  Sinne. 

Vermöge  dieser  Annahme  gelangt  nun  Ampere  von  den  Ergeb- 
nissen der  Beobachtung  aus  mit  Nothwendigkeit  zu  seiner  Grnmdformely 
nach  welcher  die  Kraft,  mit  der  ein  unendlich  kleiner  Stromtheil  a 
auf  einen  anderen  b  anziehend  wirkt,  proportional  ist  dem  Ausdrucke: 

(1)  "Y  (2  cos  £  —  3  cos  a  cos  ß), 

wo  a  und  b  die  Stromelemente,  das  heisst,  die  mit  den  Strömungs- 
intensitäten multiplicirten  unendlich  kleinen  Linientheile  sind,  in 
welchen  sich  die  Ströme  bewegen,  r  die  Entfernung  der  Mittelpunkte 
dieser  Linientheile  von  einander,  b  den  Winkel  zwischen  beiden  Strom- 
theilen,  a  und  ß  die  Winkel  bedeuten,  welche  diese  Stromtheile 
a  und  b  beziehlich  mit  dem  Strahle  bilden,  welcher  von  dem  Mittel-  4 
punkte  eines  dieser  Stromtheile  durch  den  des  andern  gezogen 
werden  kann. 

3)  Schon  die  verwickelte  Gestalt  dieser  Formel  muss  einen  Ver- 
dacht gegen  sie  erregen.  Dieser  Verdacht  muss  noch  gesteigert  werden, 
wenn  man  sie  anzuwenden  versucht.  Betrachtet  man  zum  Beispiel  den 
einfachsten  Fall,  dass  beide  Stromtheile  parallel,  also  6  =  0,  a=^  ß 
seien,  so  geht  der  Ampere 'sehe  Ausdruck  über  in: 

(1*)  ^(2-3co8«a), 

woraus  hervorgeht,  dass  wenn  cos^a  gleich  |,  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  wenn  cos  2  a  gleich  \  ist,  das  heisst,  wenn  der  Mittel- 
punkt des  angezogenen  Elementes  auf  einer  Eegeloberfläche  liegt, 
deren  Spitze  in  dem  anziehenden  Elemente,  und  deren  Winkel  an  der 
Spitze  zum  Cosinus  \  hat,  keine  Einwirkung  erfolgt,  innerhalb  der- 
selben Abstossung,  ausserhalb  Anziehung  stattfindet.  Dies  Ergebniss 
hat  in  der  That  zu  wenig  Wahrscheinlichkeit,  als  dass  man  nicht 
gegen  die  Annahme,  aus  welcher  es  hervorgeht,  einen  Verdacht  schöpfen 
sollte,  so  sehr  dieselbe  auch  dem  Scheine  nach  durch  die  Analogie 
aller  übrigen  Bj-äfte  vertreten  sein  mag. 

Dazu  kommt,  dass  die  Anwendung  jener  Analogie  auf  unser  Gebiet 
als  eine  wenig  begründete  erscheint.  Denn  bei  allen  anderen  Kräften 
sind  es  ursprünglich  punktartige  Elemente,  das  heisst,  Elemente  ohne 
bestimmte  Richtungen,  welche  auf  einander  wirken,  und  bei  diesen 
lässt  sich  die  Nothwendigkeit  der  gegenseitigen  Wirkung  längs  ihrer 
Verbindungslinie   sogar  a  priori   ableiten;   was   berechtigt   uns    aber. 
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diese  Analogie  auf  ein  ganz  fremdartiges  Oebiet,  auf  welchem  die  Ele- 
mente mit  bestimmten  Richtungen  begabt  sind^  zu  übertragen?  Auch 
spricht  die  Formel  selbst,  welche  keineswegs  etwa  der  Formel  f&r  die 
Anziehung  durch  Oraritation  ähnlich  ist,  es  deutlich  genug  aus,  dass 
die  Analogie  in  dieser  Weise  nicht  stattfindet. 
5  4)  Ich  gehe  daher,  ohne  zunächst  eine  willkürliche  Voraussetzung 

zu  machen,  daron  aus,  das  Willkürliche  der  Ampere'schen  Hypothese 
auszuscheiden,  wobei  ich,  wie  es  geschehen  muss,  annehme,  dass  diese 
Hypothese,  so  weit  sie  durch  Versuche  bisher  geprüft  ist,  das  heisst^ 
so  weit  sie  sich  auf  die  Anziehungen  bezieht,  welche  geschlossene 
Ströme  auf  andere  Ströme  oder  Stromtheile  üben,  ToUkonunen  be- 
währt sei. 

Es  ergiebt  sich  zuerst  leicht,  dass  man  alle  Erscheinungen,  welche 
innerhalb  des  soeben  bezeichneten  Gebietes  liegen,  ableiten  kann,  wenn 
man  die  Einwirkung  kennt,  welche  ein  Winkelstrom,  das  heisst  ein 
unendlicher  Strom,  welcher  einen  Winkel  durchströmt,  auf  ein  Strom- 
element übt,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Ebene  des  Winkels  li^.  Denn 
erstens  kann  ich  jeden  geschlossenen  oder  nicht  geschlossenen  Strom 
ansehen  als  zusammengesetzt  aus  solchen  Stromelementen,  und  zweitens 
kann  ich  jeden  geschlossenen  Strom  ab  ein  von  dem  Strome  durch- 
flossenes  Polygon,  dieses  Polygon  aber,  als  zusammengesetzt  aus 
Winkelströmen,  welche  die  Aussenwinkel  desselben  bilden,  ansehen, 
wobei  ich  nur  aus  der  Erfahrung  voraussetze,  dass  gleich  starke  ein- 
ander entgegengesetzte  Ströme,  welche  durch  denselben  Leiter  fliessen, 
sich  einander  aufheben. 

So  zum  Beispiel  kann  ich  den  Strom  abc  (Fig.  1)  ansehen  als 
zusammengesetzt  aus  den  drei  Winkelströmen  fad,  dbe,  ecf.     Endlich 

kann  ich.  indem  ich  von  der  Mitte  des 

Fig.  1. 

angezogenen  Elementes  einen  Strahl 
durch  den  Scheitel  des  Winkelstromes 
lege,  diesen  in  zwei  Winkelströme  zer- 
legen, deren  jeder  mit  der  Mitte  des 
ai^ezogenen  Elementes  in  derselben 
Ebene  liegt.  Es  kommt  also,  um  aus 
der  Ampere'schen  Formel  das  Will- 
kürliche fortzuschaffen,  nur  darauf  an, 
aus  ihr  die  Wirkung  eines  Winkelstromes 
auf  ein  derselben  Ebene  anliegendes 
Element  abzuleiten. 
5)  Aus  der  Ampere 'sehen  Formel  folgt  sogleich,  dass  die  Ein- 
6  Wirkung,  welche  ein  Element  durch  ein  anderes  f  erfährt,  wenn  beide 
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Elemente  nicht  in  derselben  Ebene  liegen,  gleich  ist  der  Einwirkung, 
welche  die  senkrechte  Projektion  des  ersteren  auf  die  durch  seine  Mitte 
und  das  letztere  gelegte  Ebene  durch  dasselbe  Element  erfahrt.  Diese 
Beziehimg  wird  also  auch  fOr  unseren  Fall  fortbestehen;  und  wir  haben 
somit  nur  noch  die  Wirkung  eines  Winkelstromes  auf  ein  Element 
derselben  Ebene,  also  zunächst  die  eines  durchströmten  Strahles  auf 
ein  solches  Element  zu  suchen.  Diese  Wirkung  können  wir  in  eine 
längs  dem  Elemente  und  in  eine^  senkrecht  dagegen  erfolgende  zerlegen. 
6)  Für  diese  Längs wirkimg  ergiebt  sich,  dass  sie  von  der  Rich- 
tung des  Strahles  unabhängig  ist*),  also  f  fOr  einen  Winkelstrom  7 
eben  so  gross  ist,  als  ob  beide  Strahlen  zusammenfielen,  das  heisst 
gleich  Null  ist  Daraus  folgt,  dass  die  Wirkung,  welche  ein  Winkel- 
strom auf  ein  seiner  Ebene  anliegendes  Element  übt,  senkrecht  gegen 
das  letztere  in  dieser  Ebene  erfolgt,  worin,  beiläufig  bemerkt,  liegt) 


*)  Denn  man  hat  ans  Amperes  Formel,  wenn  da  ein  Element  des  Strahles 
(in  der  Richtung  des  Strahles  genommen)  ist,  und  %  die  Intensität  der  Strömung 
ist,  welche  von  dem   Anfangspunkt  des 

Strahles   ans  diesen   durchläuft,  fOr  die  Vig-  >• 

Anziehung,  welche  diess  Element  auf  das 
Stromelement  h  nach  dessen  Längsrich- 
tung übt,  den  Ausdruck: 

idsb        ^  ^ 

—  — ^  cos  /}  (2  cos  €  —  8  cos  a  cos  p). 

Wenn  femer  l  das  Loth  von  der  Mitte 
des  angezogenen  auf  die  Linie  des  an- 
ziehenden Elementes  ist  (siehe  Fig.  2)  ds 
gleich 

—  d(l  cot  a)  -» 


Ida 


>da 


a  l     ' 

während  e  =>=  a  —  ß,   dp  =  da  ist. 
Dadurch  wird  der  obige  Ausdruck: 


ih 


was  integrirt  giebt: 


-y  (cos'ß  cos  adu  —  2  sin  a  sin  ß  cos  ^df), 
-j-  sm  «  cos'  p. 


Dehnt  man  die  Integration  über  den  ganzen  Strahl  aus,  und  setzt  schliesslich 
ff,  /},  r  insbesondere  als  die  dem  Anfieuigspunkte  des  Strahles  zugehörigen  Werthe, 
so  erhält  man,  statt  l  wieder  sein  Werth  r  sin  a  gesetzt,  den  Ausdruck: 

r         ^ 

für  die  Längswirkung  des  Strahles,  welche  somit  von  a,  also  von  der  Richtung 
des  Strahles,  unabhängig  ist. 
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dasB  die  Wirkung  eines  beliebigen  geschlossenen  Stromes  auf  ein  Strom- 
element  stets  senkrecht  gegen  das  letztere  erfolgt 

7)  Die  gegen  das  angezogene  Element  senkrechte  Bewegung,  welche 
ihm  nach  Amperes  Formel  durch  einen  mit  jenem  Elemente  in 
derselben  Ebene  liegenden  durchströmten  Strahl  mitgetheilt  wird,  ergiebt 
sich  als  aus  zwei  Qliedem  bestehend^  deren  eines  von  der  Richtimg 
des  anziehenden  Strahles  unabhängig  ist,  und  also  bei  der  Annahme 
von  Winkelströmen  verschwindet,  und  deren  anderes 

(2)  •^•-cotA«*) 

ist,  wo  r  die  Entfernung  des  Elementes  vom  Anfangspunkte  des  Strahles 
8  und  a  der  Winkel  ist,  welchen  der  f  Strahl  mit  dem  von  seinem  An- 
ftngspunkte  durch  das  Element  gezogenen  Strahle  bildet,  wo  \  die 
senkrechte  Projektion  des  Elementes  auf  die  durch  seine  Mitte  und 
den  Strahl  gelegte  Ebene  ist,  %  aber  die  Intensität  des  den  Strahl  durch- 


*)  N&mlich  mit  Beibehaltong  der  obigen  Bezeichnung  ist  die  Wirkung  eines 
Elementes  ids  des  den  Strahl  durchlaufenden  Stromes  auf  das  Stromelement  6, 
nach  der  gegen  das  letztere  senkrechten  Richtung  gleich: 

— j-^  sin  p  (2  cos  «  —  8  cos  a  cos  ^, 
was  wieder,  da 

also 

2  cos  €  s  cos  f  +  cos  (a  —  P) 
ist,  übergeht  in 

-=--  (cos  f  sin  pdp  —  2  cos  a  sin  /?  cos  ^d^  +  sin'p  sin  ad«), 

und  also  integrirt  giebt: 

p  [cos  e  cos  (3  -j-  cos  a  sin'jS]  ; 

und  diess  liefert,  wenn  die  Integration  über  den  ganzen  Strahl  ausgedehnt  wird, 
und  die  Bezeichnungen  der  veränderlichen  Grössen  (a,  |3)  jetzt  auf  ihre  für  den 
Anfangspunkt  des  Strahles  eintretenden  Werthe  beschränkt  werden,  den  Ausdruck: 

--  [1  +  cos  fi  cos  /?  +  cos  a  sin*/?] , 

indem  im  Unendlichen  a  180®  wird  und  ^  in  180®  —  «  übergeht.  Setzt  man 
endlich  statt  l  und  e  ihre  Werthe  r  sin  a  und  (a  —  ^,  zieht  das  dann  sich  ent^ 
wickelnde  Glied  cos  a  cos'  |3  mit  cos  a  sin'  /?  in  Ein  Glied  cosa  zusammen,  und 
setzt  statt  (1  -j-  cos  a)  :  sin  a  seinen  Werth  cot  \a^  so  erhält  man: 

— i  (cot  ^  a  -f  sin  /?  cos  ß), 

wo  das  zweite  Glied  von  a,  das  heisst  von  der  Richtung  des  anziehenden 
Strahles  unabhängig  ist. 
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laufenden  Stromes  ausdrückt ,  und  wo  endlich  das  Stromelement  sich 
nach  seiner  rechten  oder  linken  Seite  hin  bewegt,  je  nachdem  der 
Strom  in  dem  Strahle  demjenigen,  welcher,  von  ihm  aus  das  Element 
betrachtet,  zur  rechten  oder  zur  linken  Hand  fortlauft. 

Hieraus  folgt  die  Wirkung  eines  Winkelstromes,  dessen  Schenkel 
die  Winkel  a  und  a  mit  dem  durch  das  angezogene  Element  geführten 
Strahle  bilden,  gleich: 

(3)  »A(cot|a-cot|a')- 

Hieraus  folgt,  beiläufig  bemerkt,  dass  die  Grösse  der  Bewegung,  welche 
ein  Stromelement  von  einem  in  gleicher  Ebene  mit  ihm  liegenden 
Strome  erfährt,  unabhängig  ist  von  der  Richtung  dieses  Elementes, 
aber  stets  senkrecht  gegen  dasselbe  nach  derselben  Seite  hin  erfolgt. 

8)  Der  gefundene  Ausdruck  (3)  für  die  Wirkung  eines  Winkel- 
stromes enthält  nun,  da  diese  Wirkung  sich  wenigstens  annäherungs- 
weise durch  Versuche  nachweisen  lässt,  nichts  Hypothetisches  mehr 
zugleich  enthält  er  die  Resultate  der  Beobachtungen,  da  sie  sich  alle 
auf  die  Wirkung  von  Winkelströmen  zurückführen  lassen,  vollständig 
in  sich,  und  kann  daher  als  Grundlage  einer  jeden  Hypothese  über  die 
gegenseitige  Einwirkung  der  f  Stromelemente  dienen.  Da  nun  dieser  9 
Ausdruck  aus  zwei  Gliedern  besteht,  von  denen  das  eine  durch  die 
Lage  des  Einen  Strahles  und  das  andere  eben  so  durch  die  des  andern 
bedingt  ist,  so  erscheint  es  durchaus  als  das  Einfachste,  diese  Glieder 
als  Ausdrücke  für  die  Wirkimgen  der  einzelnen  Strahlen  zu  nehmen, 
das  heisst,  den  Ausdruck  (2)  als  den  wirklichen  Ausdruck  für  die  An- 
ziehung eines  durchströmten  Strahles  zu  setzen.  In  der  That  bringt 
jede  andere  Annahme  etwas  Fremdartiges  in  die  Formel  hinein,  und 
erscheint  daher  als  eine  erkünstelte. 

Ich  lege  daher  jenen  Ausdruck  (2)  nämlich 

^cot|a 
r         ' 

als  Ausdruck  für  die  Wirkung  eines  Strahles  in  dem  oben  naher  dar- 
gelegten Sinne  für  die  folgende  Entwicklung  zu  Grunde. 

9)  Von  hier  aus  gelangen  wir  sogleich  zu  der  gegenseitigen  Ein- 
wirkimg zweier  Stromelemente,  indem  wir  das  anziehende  Strom- 
element ids  als  Vereinigung  zweier  durchströmter  Strahlen  auffassen 
können,  welche  die  Richtung  und  Intensität  (i)  dieses  Elementes  haben, 
und  von  denen  der  eine  in  gleicher  Richtung  mit  dem  Element,  der 
andere  in  entgegengesetzter  von  dem  (positiven)  Strome  durchflössen 
wird,  während  der  erste  den  Anfangspunkt  des  Elementes  zu  seinem 
Anfangspunkte  hat,  der  letzte  den  Endpunkt. 
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Man  erhalt  dann 


(4) 


ab. 


-sin  a 


als  Aufldrack  der  Wirkung,  welche  ein  Stromelement  a  auf  ein  anderes, 
um  r  von  ihm  entferntes  b  übt,  dessen  senkrechte  Projektion  auf  die  durdi 
a  und  r  gelegte  Ebene  b^  ist^  während  a  den  Winkel  darstellt,  welchen 

a  mit  dem  nach  b  hin  gesogenen 
Strahle  bildet-,  und  zwar  ^olgt  die 
Bewegung  senkrecht  g^^  b  (oder 
6i)  in  der  durch  a  imd  r  gelegten 
Ebene  nach  derjenigen  Seite  hin, 
nach  welcher  'der  Schenkel  a  des 
Winkels  a  yon  f  dem  andern  Schen- 
kel aus  betrachtet  li^  (siehe 
Fig.  2)*). 

10)  Betrachten  wir  zunächst  die 
gegenseitigen  Einwirkungen  zweier 
Stromelemente  a  und  b,  deren  Ver- 
längerungen sich  schneiden,  so  ist 
klar,  dass  man  beide  Bewegungen,  da  sie  gegen  die  sich  bew^^nden 
Stromelemente  senkrecht  sind,  als  durch  Schwenkung  der  beiden  geraden 
Linien,  denen  die  Stromelemente  angehören,  um  den  Durchschnitts- 
punkt  bewirkt  ansehen  kann.  Dann  ist  der  Winkel,  um  welchen  sich 
eine  der  Linien,  etwa  die,  welcher  b  angehört,  schwenkt,  gleich  der 
Bewegung  des  Elementes  dividirt  durch  die  Entfernung  (B)  dieses 
Elementes  von  jenem  Durchschnitte,  also  gleich: 


(5) 


ah  ein  a ah  sin  e  3|j^> 


)• 


Diese  Formel  lehrt,  dass  die  Strahlen,  in  welchen  beide  Elemente 
liegen,  bei  der  Bewegung  einen  gleichen  Winkel  zu  beschreiben  trachten, 
während  ihr  Durchschnittspunkt  derselbe  bleibt,  und  auch  die  Lage  der 
Elemente  in  den  Strahlen  sich  nicht  ändert;   auch  sieht  man  leicht^ 


*)  Denn  man  hat  den  Ansdmck  (2)  nnr  nach  —  da  va.  differenzüren,  um  die 

Anziehung   des  Elementes  ids  zu   finden;  man  erhält,  statt  r,  cot^a,  da  ihre 

Werthe 

l         1  -|-  cos  a      Ids 

sin  « '        sin  «      '     r' 

gesetzt,  sogleich  durch  diese  Differenziation  den  zn  erweisenden  Ansdrnck: 

ihida   ,  .      ab.    . 

*,     sin  oc    oder  —4-  sin  «. 

**x  T^     sin «       sin  e  .  .      .  ,     t^     ^ 
*•)  Da  — ^  = ist,  siehe  Fig.  2. 
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wie  der  Winkel  beider  Strahlen  durch'  die  Bewegung  vermindert  wird, 
wenn  die  Elemente  beide  dem  Scheitelpunkte  zu-  oder  von  ihm  ab- 
strömen, hingegen  vermehrt,  wenn  das  eine  dem  Scheitelpunkte  sich 
zukehrt,  das  andere  sich  von  ihm  abwendet. 

Hierdurch  tritt  die  wahre  Gegenseitigkeit  in  der  Bewegung  ans 
Licht,  und  man  sieht  wie  diese  gegenseitige  Anziehung  zweier  f  Linien-  ii 
theile  eben  so  den  Winkel  zu  yermindem  trachtet  bei  konstantem 
Scheitelpunkte,  wie  die  gegenseitige  Anziehung  zweier  Punkte  deren 
Entfernung  bei  konstanter  Linie,  in  der  sie  liegen,  zu  yermindem 
trachtet.  So  zeigt  sich  hier,  statt  der  erkünstelten  und  scheinbaren 
Analogie  der  Ampere'schen  Annahme,  eine  naturgemasse  und  wahre 
Analogie,  indem  Linien  und  Punkte  sich  in  der  Ebene  eben  so  ein- 
ander entsprechen,  wie  Winkel  und  Entfernung,  wie  Durchschnitts- 
punkt und  umfassende  Linie. 

11)  Diese  Analogie  tritt  in  ein  noch  helleres  Licht,  wenn  ich 
zeige,  wie  die  elektrodynamischen  Anziehungen  nach  der  neuen  Theorie 
und  die  Anziehungen  durch  Gravitation  sich  durch  dieselbe  Formel 
ausdrücken  lassen.  Zu  dem  Ende  muss  ich  jedoch  hier  den  Begriff 
einer  Verknüpfung  anführen,  welche  ich  in  einem  kürzlich  erschienenen 
Werke*)  dargelegt  habe,  und  zwar  ehe  ich  von  dieser  neuen  Theorie 
eine  Ahnung  hatte. 

Ich  habe  nämlich  dort  nachgewiesen,  dass  man  als  das  Produkt 
zweier  Punkte  a  und  b  ihre  Verbindungsstrecke,  und  eben  so  als  das 
Produkt  zweier,  mit  bestimmten  Intensitäten  (Oewichten)  behafteten 
Punkte  die  mit  dem  Produkte  der  Intensitäten  multiplicirte  Verbin- 
dungsstrecke ansehen  müsse '^  hiemach  würde,  wenn  a  und  ß  Punkte 
wären,  aß  die  von  a  nach  ß  gezogene  Strecke,  welche  nicht  bloss 
ihrer  Grösse,  sondern  auch  ihrer  Richtung  nach  au&ufassen  ist,  vor- 
stellen, und  wenn  etwa  2  und  3  die  Intensitäten  wären,  und  a  gleich  2  a, 
b  gleich  3/8  wäre,  so  würde  jene  Strecke,  ohne  Aenderung  ihrer  Rich- 
tung, sechs  Mal  zu  nehmen  sein,  um  das  Produkt  ab  darzustellen. 
Ich  habe  dort  gezeigt,  wie  diess  Produkt  sich  von  dem  arithmetischen 
dadurch  unterscheide,  dass,  wie  man  sogleich  sieht,  a .  b  gleich 
—  b  .a  ist. 

Hiemach  würde  die  Anziehung,  welche  ein  Punkt  a  auf  einen  um 
r  entfernten  Punkt  b  durch  Gravitation  bei  beliebigen  Gewichten  beider  12 
Punkte  übt,  proportional  sein: 

(6)  V*. 


*)  Die  Ausdehnnngslehre.  Erster  Theil,  enthaltend  die  lineale  AiudelmnngB- 
lehre.  Die  angefahrten  Sätze  finden  sich  S.  61,  164  und  222.  { Ges.  Werke  I,  1, 
S.  90f.,  189 f.,  243.} 
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ein  Ausdruck,  welcher^  yermöge  der  so  eben  angegebenen  Bedentnng, 
zugleich  die  Richtung  der  Anziehung  in  sich  schliesst. 

Ebenso  habe  ich  dort  gezeigt,  dass  der  Flächenraum  eines  Paralle- 
gramms  als  Produkt  zweier  aneinanderstossenden  Seiten  a  und  b  auf- 
zufassen sei,  wenn  man  an  diesen  Seiten  zugleich  ihre  Richtung  und 
Länge  festhält,  und  dass  auch  hier  a .  b  gleich  —  b  .a  sei,  und  ich 
habe  dort  gezeigt,  dass,  wenn  an  a  und  b  zugleich  die  Linien,  in  denen 
sie  liegen,  festgehalten  werden  sollen,  dann  das  Produkt  den  mit  jenem 
Flächenraum  zusammengeschauten  Durchschnittspunkt  beider  Linien 
darstellt. 

Nun  ist  der  Zähler  des  Ausdruckes  (5)  offenbar  der  Ausdruck  f3r 
den  Flächenraum  eines  Parallelogramms,  welches  a  und  b  mit  Bei- 
behaltung ihrer  Richtungen  zu  Seiten  hat.  Somit  geht,  wenn  man 
unter  a  und  b  die  Stromelemente  mit  Feststellung  der  Linien,  in 
welchen  sie  liegen,  versteht,  der  Ausdruck  (5)  über  in: 

(6)  V'' 

welcher  identisch  ist  mit   dem  für  die   Anziehung  durch  Gravitation 

aufgestellten,  und  dessen  Grösse  die  Grösse  der  Schwenkung  ausdrücki^ 

welche  sich  beide  Elemente  mitzutheilen  streben,  T^hrend  der  durch 

das  Produkt  a .  b  zugleich  dargestellte  Punkt  das  Schwenkungscentrum 

angiebt. 

12)  Diese  Analogie  haben  wir  nur  nachgewiesen,  wenn  die  Strom- 
elemente sich  verlängert  schneiden.  Hiervon  ist  nicht  wesentlich  ab- 
weichend der  Fall,  dass  die  Stromelemente  parallel  sind,  indem  diess 
so  betrachtet  werden  kann,  als  ob  ihre  Verlängerungen  sich  in  unend- 
lieber  Entfernung  schnitten.  Hingegen  wird  die  Betrachtung  schwieriger, 
13  wenn  die  Stromelemente  nicht  derselben  f  Ebene  angehören. 

Für  diesen  Fall  will  ich  nur  anführen,  dass  sich  die  Bewegung 
zerlegen  lässt  in  zwei  Bewegungen  der  Linien,  denen  jene  Elemente 
angehören,  indem  hier  das  gemeinschaftliche  Loth  beider  Linien  (ihre 
kürzeste  Entfernung)  die  Stelle  des  Durchschnittspunktes  vertritt.  Die 
eine  dieser  Bewegungen  besteht  in  einer  Schwenkung  um  diess  gemein- 
schaftliche Loth,  welche  wieder  eine  Verminderung  oder  Vergrösserung 
des  Winkels  beider  Ströme  bewirkt;  die  andere  dieser  Bewegungen 
besteht  in  einer  Verminderung  oder  Vergrösserung  jenes  Lothes,  welche 
dadurch  bewirkt  wird,  dass  jene  Linien  auf  diesem  Lothe  fortrücken. 
In  beiden  Fällen  ist  die  Bewegung  eine  gegenseitige,  die  Linien  bleiben 
senkrecht  gegen  das  gemeinschaftliche  Loth,  und  die  Stromelemente 
ändern  ihre  Lage  innerhalb  dieser  Linie  nicht. 

Man  sieht  leicht,  wie  hier  wiederum  die  vollkommenste  Analogie 
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in  der  Art  der  Bewegung  mit  der  durch  Gravitation  bewirkten  statt- 
findet. Auch  würde  ich  zeigen  können,  dass  auch  diese  Bewegung 
sich  durch  den  Ausdruck  (6)  darstellen  lässt.  Allein  ich  kann  diesen 
Nachweis  hier  nicht  führen,  ohne  die  Gesetze  einer  Analyse  zu  ent- 
wickeln, welche  zwar  für  die  Physik  von  grosser  Bedeutung  ist,  und 
oft  die  scheinbar  verwickeltsten  Verhältnisse  in  den  einfachsten  Formeln 
darstellt,  welche  aber  doch  sich  nicht  so  in  der  Kürze  darlegen  lässt*). 

13)  Es  bleibt  mir  nun  noch  übrig  die  Art  anzugeben,  wie  durch 
Versuche  eine  Entscheidung  zwischen  beiden  Theorien  zu  Wege  gebracht 
werden  könnte.  Doch  ehe  ich  dazu  übergehe,  will  ich  eines  Versuches 
erwähnen,  den  man  als  beweisend  gegen  die  neue  Theorie  ansehen 
könnte,  dessen  beweisende  Kraft  aber  freilich  bei  genauerer  Betrachtung 
gänzlich  verschwindet. 

Nämlich  nach  der  neuen  Theorie  üben  gleichgerichtete  Strom- 
theile,  welche  in  derselben  geraden  Linie  liegen,  (nach  Formel  (4))  14 
keine  Wirkimg  auf  einander  aus,  nach  Ampere  stossen  sie  sich  ab. 
Nun  hat  man  diess  letztere  durch  Versuche  beweisen  wollen,  indem 
man  einen  geschlossenen  Strom,  in  der  Gestalt  eines  Rechteckes,  partiell 
in  der  Art  beweglich  gemacht  hat^  dass  durch  die  Bewegung  eine  Ver- 
längerung des  einen  Seitenpaares  entsteht,  woraus  man  dann,  ohne  das 
andere  Seitenpaar  zu  berücksichtigen,  auf  eine  sich  gegenseitig  ab- 
stossende  Kraft  derjenigen  Stromtheile  geschlossen  hat,  welche  hier,  in 
denselben  Linien  liegend,  sich  von  einander  entfernen. 

Um  die  Unrichtigkeit  dieses  Schlusses  zu  zeigen,  brauche  ich  hier 
nur  auf  die  obige  Entwicklung  hinzuweisen,  nach  welcher  beide 
Theorien,  auf  geschlossene  Ströme  angewandt,  mögen  nun  Theile  der- 
selben beweglich  gemacht  sein  oder  nicht,  stets  gleiches  Resultat 
liefern,  üeberdiess  ist  für  diesen  Fall  noch  zu  bemerken,  dass  bei  dem 
üebergange  eines  Stromes  aus  einem  Leiter  in  einen  andern  eigentüm- 
liche Kräfte  wirksam  sind,  welche,  wenn  beide  in  gerader  Linie  liegen, 
in  dieser  Linie  wirken,  deren  Natur  und  Wirkimgsart  wir  aber  noch 
nicht  kennen. 

14)  üeberhaupt  ist  klar,  dass  eine  Entscheidung  zwischen  beiden 
Theorien,  da  die  Wirkung,  welche  geschlossene  Ströme  üben,  nach 
beiden  dieselbe  ist,  nur  möglich  ist^  wenn  man  die  Wirkung  betrachtet^ 
welche  ein  begränzter  Strom  übt 

Nun  ist  aber  die  Stärke  der  Strömung  bei  demselben  Leitungs- 
widerstande der  Differenz  der  an  seinen  Gränzen  aufgehäuften  Elektri- 


*)  Ich  verweise  in  dieser  Beziehung  anf  mein  oben  angeführtes^  Werk,  in 
welchem  ich  die  Anwendungen  auf  die  Physik  besonders  hervorgehoben  habe. 
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citaten  proportional*).  Soll  aber  der  Strom  ein  begranzter  sein,  so 
dürfen  die  nach  seinen  Ghunzen  A  und  B  übergeströmten  Elektricitaten 
16  nicht  weiter  fortschreiten,  weil  f  sonst  Ä  und  B  nicht  die  Ghrinzen 
des  Stromes  wären.  Folglich  wird  die  Strömung  nur  so  lange  fort- 
dauern, bis  jene  Differenz  ausgeglichen  ist,  und  das  Quantum  der  hin- 
durchgegangenen Elektricitat  wird  der  elektrischen  Differenz  jener 
GhSnzen  gleich  sein.  Daraus  folgt^  dass  man  das  Maximum  des  Effekts 
erhält,  wenn  jene  Differenz  ein  Maximum  ist. 

Der  begrilnzte  Strom  würde  daher  so  heryorzurufen  sein,  dass  man 
zuerst  etwa  zwei  Kugeln  mit  entgegengesetzter  Elektricitat  möglichst 
stark  lüde,  und  sie  dann  nach  der  Ladung  (nicht  während  derselben) 
in  leitende  Verbindung  brächte.  Dann  hätte  man  die  Wirkung  dieses 
begränzten  Stromes  auf  irgend  einen  elektrischen  Strom  oder  besser 
auf  einen  Magneten  zu  beobachten,  und  die  Anordnung  dabei  so  zu 
treffen,  dass  die  Wirkungen  nach  beiden  Theorien  möglichst  yerschieden 
erfolgten. 

15)  Da  durch  einen  eingeschalteten  Multiplikator  oder  durch  An- 
wendung einer  Batterie,  statt  jener  einfachen  Entladung,  der  begräuzte 
Strom  einem  geschlossenen  angenähert,  die  Differenz  der  Wirkungen 
nach  beiden  Theorien  also  vermindert  werden  würde,  so  sind  diese 
Mittel  zur  Verstärkung  der  Wirkungen  hier  nicht  anwendbar,  und  man 
sieht  daher  die  Schwierigkeiten,  welchen  Versuche  dieser  Art  unter- 
liegen würden.  Da  indessen  diese  Schwierigkeiten  nicht  an  sich  un- 
überwindliche sind,  so  wird  es  dennoch  von  Interesse  sein,  diejenige 

Anordnung  zu  kennen,  bei  welcher  ein 
Maximum  in  der  Differenz  der  Wirkungen 
nach  beiden  Theorien  erfolgte. 

Dies  Maximum  findet  nun,  nach  meinen 
Untersuchungen,     dann     statt,    wenn    die 
Magnetnadel   senkrecht   gegen-  den   gerad- 
linigten   Strom   so   aufgestellt   wird,    dass 
ihre  Mitte  in  der  Verlängerung  jenes  Stro- 
mes  liegt,  und  sich   senkrecht  gegen  die 
durch  den  Strom   und    die  Nadel   gelegte   Ebene  frei  bewegen  kann. 
Zur  Erläuterung  diene  Figur  3,  in  welcher  AB  den  begränzten  Strom 
16  vorstellt,  so  dass  die  positive  Elektricitat  von  f  A  nach  B  strömt,  und 
wo  zwei  Mf^eten,   deren   Nordenden  mit  N  bezeichnet  sind,  durch 

*)  Dies  gilt  sowohl  für  jeden  Leitxmgsdralit  eines  galvanischen  Stromes,  wie 
für  den  durch  Reibongselektricität  hervorgebrachten,  nur  dass  dort  sich  die  elek- 
trische Differenz  stets  auf  derselben  Höhe  erhält.  Aus  diesem  Gesetze  lässt  sich 
übrigens  das  Ohm 'sehe  Gesetz  a  priori  ableiten. 


Plg.  8. 


^. 


W 
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einen  Bogen  SCN  aus  einer  festen  Substanz  verbunden  sind,  welcher 
in  C  an  einem  Faden  aufgehängt  ist 

16)  Setzen  wir,  um  fOr  diesen  Fall  die  Wirkungen,  welche  der 
begrimzte  Strom  nach  beiden  Theorien  zunächst  auf  unendlich  kleine 
Magneten  üben  würde,  zu  finden,  statt  des  Magneten  NS  einen  dagegen 
senkrechten  quadratischen  Strom,  welcher  mit  AB  in  gleicher  Ebene 
liegt,  und  von  dessen  yier  Seiten  zwei  mit  AB  parallel,  die  andern 
also  dagegen  senkrecht  sind,  und  zwar  so,  dass  das  Nordende  des 
Magneten  von  diesem  Strome  aus  betrachtet  nach  links  hin  liegt,  so 
ist  nach  beiden  Theorien  die  Bewegung  nach  der  gegen  AB  senk- 
rechten Richtung  nur  von  den  mit  AB  parallelen  Stromtheilen  abhängig. 

Ist  nun  ids  ein  Stromelement  von  AB  und  b  das  mit  AB 
gleichgerichtete,  b'  das  mit  ihm  entgegengesetzt  gerichtete  Strom- 
element des  quadratischen  Stromes,  so  ist,  wenn  r  die  Entfernung 
ihrer  Mitten  von  der  Mitte  des  anziehenden  Elementes  ids  ist, 
die  Wirkung  auf  b  nach  der  dagegen  senkrechten  Richtung  ab- 
stossend  gleich  idsb*:2r^*)f  und  eben  so  die  auf  b\  nur  dass  diese 
anziehend  wirkt;  beide  Wirkimgen,  da  sie  die  Bewegung  des  Quadrates 
von  b'  nach  b  darstellen,  summiren  sich,  und  geben  idsb^ir^  als  die 
Kraft;,  mit  welcher,  nach  Ampere,  der  quadratische  Strom  in  der 
Richtung  von  b'  nach  b  getrieben  wird. 

Nach  meiner  Formel  ist  die  f  Wirkimg  auf  b  nach  der  dagegen  17 
senkrechten  Richtung  gleich  idsb*:2r^  anziehend^),  auf  b'  eben  so 
gross,  aber  abstossend,  also  wirken  beide  zusammen  zurBew^ung  des 
Quadrates  in  der  Richtung  von  b  nach  V  mit  der  Kraft  idsb^ir^. 

Somit  sind  die  Wirkungen  nach  beiden  Theorien  entgegengesetzt; 
und  diese  Beziehung  wird  auch  bestehen  bleiben,  wenn  man  statt  des 
unendlich    kleinen    Stromelementes   ids   und    eines    unendlich   kleinen 


*)  Nämlich  nach  (1*)  ist  sie  in  der  Richtung  r  gleich 
_._(2-.8co8««), 
also  in  der  gegen  h  senkrechten  gleich 

— p-  (2  —  3  cos*a)  sin  a, 

also  da  a  unendlich  klein,  sin  u  gleich  —  ist,  gleich ^-3- ,  also  abstossend. 

**)  N&mlich  sie  ist  gleich 

idsh  . 
--,-sina, 

also,  da  sin  a  gleich  -    ist,  gleich  dem  oben  angeführten  Ausdrucke  and  zwar  an- 
ziehend. 


-fi. 
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Magneten  einen  endlichen  Strom  AB  und  einen  endlichen  Magneten 
setzty  nur  dass  in  dem  letzteren  Falle  die  Wirkungen  nicht  mehr  von 
gleicher  Grösse  sind.  Die  Wirkungen  lassen  sich  auf  folgende  Weise 
ausdrücken: 

Wenn  man  »ich  bei  der  angenommenen  Anordnung  (Fig.  3)  in  die 
Ricfttung  der  Magnetnadd  versetsst  (den  Kopf  nach  dem  Nardende,  die 

Füsse  nach  dem  Bildende  gerichtet)  und  das 
Auge  nach  derjenigen  Bichtung  wendet  ^  nach 
welcher  der  positive  Strom  AB  fliesstj  so 
wird  die  Nadel,  naci^  der  Ampere'schen 
Theorie,  nad^  der  rechten  Hand  hin,  nach 
der  neuen  Theorie  nach  der  linken  Hand 
hin  bewegt, 
/^  17)   Schliesslich    will    ich    noch    auf 

zwei  sehr  unwahrscheinliche  Wirkungen 
hindeuten;  welche  ein  begranzter  Strom,  nach  Ampere,  auf  einen 
Magneten  üben  müsste;  nämlich  erstens  würde  danach  ein  Magnet 
durch  einen  begränzten  Strom  zugleich  eine  drehende  Bewegung  um 
seine  magnetische  Axe  annehmen;  welche  in  dem  vorher  (Nr.  16) 
betrachteten  Falle  ihr  Maximum  erreicht;  und  zweitens  würde  eine 
Mf^etnadel;  welche  um  ihren  Mittelpunkt  frei  beweglich  ist,  in  der 
Nähe  eines  begränztes  Stromes ,  sofern  nur  dieser  auf  sie  wirkt,  im 
18  Allgemeinen  keine  Lage  eines  sicheren  Gleichgewichts  f  annehmen, 
sondern  bei  der  Entfernung  aus  der  Gleichgewichtslage  würde  sie  theils 
wieder  zurückgehen,  theils  aber  auch  in  die  entgegengesetzte  Lage  um- 
schlagen, je  nachdem  sie  nach  dieser  oder  jener  Seite  hin  aus  jener 
Lage  entfernt  war. 

18)  Wenn  ich  nun  gleich  hoffen  darf,  durch  die  vorhergehende 
Entwicklung  die  neue  Theorie  als  in  jeder  Hinsicht  wahrscheinlich 
dargethan  zu  haben,  so  steht  doch  zu  wünschen,  dass  durch  die  Er- 
fahrung eine  über  alle  Zweifel  erhobene  Entscheidung  zwischen  dieser 
und  der  Ampere 'sehen  Annahme  zu  Stande  gebracht  werde.  Möchte 
es  bald  einem  geübteren  Physiker  gelingen,  alle  die  Hindemisse  hinweg- 
zuräumen, welche  jenem  entscheidenden  Versuche,  den  ich  vorher  an- 
führte, im  Wege  zu  stehen  scheinen. 
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Im  87.  Bande  dieses  Journals  theilt  Hr.  Helmholtz  eine  Reihe 
zum  Theil  neuer  und  sinnreicher  Beobachtungen  mit,  aus  welchen  er 
den'  Schluss  zieht,  dass  die  seit  Newton  allgemein  angenommene 
Theorie  der  Farbenmischung  in  den  wesentlichsten  Punkten  irrig  sei, 
und  es  namentlich  nur  zwei  prismatische  Farben  gebe,  nämlich  öelb 
und  Indigo,  welche  vermischt  Weiss  liefern.  Daher  möchte  es  nicht 
überflüssig  sein,  zu  zeigen,  wie  die  Newton'sche  Theorie  der  Farben- 
mischung bis  zu  einem  gewissen  Punkte  hin,  und  namentlich  der  Satz, 
dass  jede  Farbe  ihre  Complementarfarbe  hat,  welche  mit  ihr  vermischt 
Weiss  liefert,  aus  unbestreitbaren  Thatsachen  mit  mathematischer  Evi- 
denz hervorgeht,  so  dass  dieser  Satz  als  einer  der  wohlbegründetsten  . 
in  der  Physik  angesehen  werden  muss.  Ich  werde  dann  zeigen,  wie 
die  von  Helmholtz  angestellten  positiven  Beobachtungen,  statt  gegen 
diese  Theorie  zu  zeugen,  vielmehr  dazu  dienen  können,  dieselbe  theüs 
zu  bestätigen,  theils  zu  ergänzen. 

Hierbei  wird  es  nöthig  sein,  den  Farbeneindruck,  dessen  das  Auge 
fähig  ist^  in  seine  Momente  zu  zerlegen. 

Zunächst  unterscheidet  das  Auge  farbloses  und  farbiges  Licht.  An 
dem  farblosen  Lichte  (Weiss,  Ghrau)  unterscheidet  es  nur  die  grössere 
oder  geringere  Intensität,  und  diese  lässt  sich  mathematisch  bestimmen. 
Ebenso  unterscheiden  f  wir  an  einer  homogenen  Farbe  nur  ihre  grössere  70 
oder  geringere  Intensität.  Aber  auch  für  die  Verschiedenheit  der  ein- 
zelnen homogenen  Farben  haben  wir  ein  mathematisch  bestimmbares 
Maass,  welches  uns  am  vollkommensten  in  der  jeder  Farbe  entsprechen- 
den Schwingungsdauer  geboten  wird:  schon  die  populäre  Sprache  hat 

Grasimann,  Werke.  II.  2.  11 


162  ni.   Zur  Theorie  der  Farbenmischoiig.    Pogg.  A.  89  (186S). 

diese  Differenz  auf  eine  sehr  passende  Weise  durch  den  Ausdruck 
Farbenton  bezeichnet.  Wir  werden  also  an  einer  homogenen  Farbe 
zweierlei:    ihren  Farbenton   und  ihre  Intensität  unterscheiden   können. 

Vermischt  man  nun  eine  homogene  Farbe  mit  farblosem  Lichte, 
so  wird  der  Farbeneindruck  durch  diese  Beimischung  abgeschwächt 
Die  populäre  Sprache  ist  reich  an  Bezeichnungen,  welche  diese  Differenz 
bezeichnen  sollen;  die  Bestimmungen:  gesättigt,  tief,  blass,  fahl,  matt, 
weisslich,  welche  man  den  Farbennamen  hinzufiigt,  sollen  dies  Ver- 
hältniss  darstellen.  Die  wissenschaftliche  Bezeichnung,  welche  dieser 
populären  Nomenklatur  substituirt  werden  muss,  ergiebt  sich  aus  dem 
Obigen  von  selbst^  indem  jeder  Farbeneindruck  der  genannten  Art  sich 
in  drei  mathematisch  bestimmbare  Momente  zerlegt:  den  Farbentonj 
die  Intensität  der  Farbe,  und  die  Intensität  des  beigemischten  Weiss. 

Die  verschiedenen  Farbentöne  bilden  eine  stetige  Reihe  von  der 
Art,  dass  sich,  wenn  man  von  einer  Farbe  dieser  Reihe  aus  in  ihr 
stetig  fortschreitet,  zuletzt  die  ursprüngliche  Farbe  wiederholt  Hierbei 
darf  jedoch  ein  umstand  nicht  unerwähnt  gelassen  werden,  nämlich 
die  Schwierigkeit,  sich  homogenes  rothes  Licht  zu  verschaffen,  welches 
den  Uebergang  zwischen  dem  Violett  und  Roth  des  gewöhnlichen 
Sonnenspectrums  vermittelt,  und  welches  man  durch  das  Prisma  nur 
unter  besonders  günstigen  umständen  (an  heiteren  Sommermitti^en) 
hervorbringen  kann  (s.  Pogg.  Ann.  Bd.  23,  S.  441).  Ich  werde  diese 
äusserste  Farbe  des  Spectrums,  welche  ebenso  wohl  als  äusserstes  Roth, 
wie  als  äusserstes  Violett  aufgefasst  werden  kann,  Purpur  nennen. 

Betrachten  wir  nun  endlich  ein  beliebig  zusammengesetztes  Licht, 
so  kann  das  Auge  an  ihm  gleichfalls  nur  die  angeführten  drei  Momente 
71  imterscheiden,  f  das  heisst,  es  lässt  sich  jeder  Lichteindruck  nach- 
ahmen, indem  man  eine  homogene  Farbe  von  bestimmter  Intensität 
mit  farblosem  Lichte  von  bestimmter  Intensität  vermischt. 

Hiemach  haben  wir  also  bei  jedem  Lichteindruck  Dreierlei  zu 
unterscheiden:  die  Intensität  der  Farbe,  den  Farbenton,  die  Intensität 
des  beigemischten  farblosen  Lichtes.  Es  würde  sich  leicht  ein  Apparat 
anfertigen  lassen,  vermittelst  dessen  man  im  Stande  wäre,  jede  Farbe 
nach  diesen  drei  Momenten  zu  bestimmen. 

Um  hiervon  eine  Idee  zu  geben,  denke  man  sich  zwei  weisse 
Tafeln  von  gleicher  Beschaffenheit  um  ein  Chamier  beweglich,  und 
zwar  so,  dass  die  weisse  Seite  der  Tafeln  auf  der  Aussenseite  des  von 
den  Tafeln  gebildeten  Winkels  sich  befinde,  und  zugleich  sei  ein  ge- 
theilter  Kreis  vorhanden,  um  diesen  Winkel  zu  messen.  Nun  lasse 
man  in  einer  auf  der  Drehungsaxe  senkrechten  Ebene  auf  die  eine 
dieser  Tafeln   das   zu   prüfende   farbige  Licht   fallen;   auf  die  andere 
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Tafel  falle  in  einer  beliebigen  Richtung  jener  Ebene  weisses  Licht  und 
in  einer  dagegen  senkrechten  Richtung  derselben  Ebene  homogenes 
Licht  auf,  und  zwar  sei  das  letztere  so  gewählt,  dass  es  denselben 
Farbenton  habe,  wie  das  zu  prüfende  Licht.  Indem  man  nun  diese 
letztere  Tafel  um  das  Ghamier  dreht,  wird  man  dem  farblosen  und 
dem  homogenen  Lichte,  welches  von  dieser  Tafel  nach  allen  Seiten 
hin  zerstreut  wird,  jedes  beliebige  Intensiiätsverhaltniss  geben  können. 
Indem  man  darauf  die  erstere  Tafel  gleichfalls  dreht,  wird  man  dem 
Yon  ihr  zerstreuten  Lichte  jeden  Grad  der  Intensität  geben  können, 
welcher  geringer  ist  als  die  Intensität  bei  senkrecht  auffallendem 
Lichte.  Auf  diese  Weise  wird  man,  wenn  man  nur  die  auf  die  zweite 
Tafel  fallenden  Yergleichungslichter  hinreichend  schwach  genommen 
hat,  nothwendig  eine  Stellung  der  Tafeln  finden,  bei  welcher  beide  auf 
ein  sie  zugleich  sehendes  Auge  gleichen  Lichteindruck  machen.  Es 
würde  also  ein  solcher  Apparat  ausreichen,  um  alle  in  Betracht  kom- 
menden Momente  mathematisch  zu  bestimmen. 

Nun  könnte  freilich  der  obige  Satz,  dass  das  Auge  direkt  nur 
diese  drei  Momente  zu  unterscheiden  vermöge,  in  Zweifel  gezogen 
werden.  Und  allerdings  f  möchte  ein  direkter  Beweis  schwer  zu  führen  72 
sein,  da  noch  immer  die  Möglichkeit  bleibt,  dass  ein  Auge  vermöge 
seiner  besondem  Organisation  vielleicht  Unterschiede  entdecken  möchte, 
die  ein  anderes  nicht  zu  entdecken  vermag.  Jedoch  genügt  fUr  unsem 
Zweck  die  Thatsache  vollkommen,  dass  bisher  kein  Beobachter  ein 
anderes  Moment,  was  den  Farbeneindruck  bestimmte,  anzugeben  ver- 
mochte, und  auch  die  Sprache  in  der  Beschreibung  der  Farbenein- 
drücke nur  diese  drei' Momente  kennt,  so  dass  wir  also  mit  Bestimmtheit 
behaupten  können,  es  seien  bisher  nur  diese  drei  Momente  des  Farben- 
eindrucks beobachtet  worden;  und  nur  auf  diese  Behauptung  werden 
wir  bei  dem  unten  zu  erwähnenden  Beweise  zurückgehen. 

Das  zweite,  was  wir  voraussetzen,  ist:  dass,  wenn  man  von  den 
beiden  zu  vermiscJienden  Lichtem  das  eine  stetig  ändert  (während  das 
andere  unverändert  bleibt),  auch  der  Eindruck  der  Mischung  sich  stetig  ändert. 

Wir  sagen  nämlich,  ein  Lichteindruck  ändere  sich  stetig,  wenn 
die  beiden  Intensitäten  (die  Intensität  der  Farbe  und  die  des  beige- 
mischten farblosen  Lichtes)  sich  stetig  ändern  und  auch  der  Farbenton, 
vorausgesetzt,  dass  die  Intensität  der  Farbe  nicht  Null  ist,  sich  stetig 
ändere.  Ist  nämlich  die  Intensität  der  Farbe  Null,  so  ist  das  Licht 
eben  ein  farbloses;  und  es  kann  daher  ein  Farbenton  dadurch,  dass 
die  Intensität  der  Farbe  stetig  bis  Null  hin  abnimmt,  in  jeden  andern, 
von  ihm  ^Lnzlich  getrennt  liegenden  Farbenton  stetig  übergehen,  wenn 
nämlich  die  Intensität  des  letzteren  wiederum  von  Null  ab  stetig  wächst. 
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Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung^  dass  der  Fall,  wo  eins  oder 
mehrere  der  den  Eindruck  bestimmenden  Momente  sich  gleich  bleiben, 
mit  unter  den  Begriff  der  Stetigkeit  geCust  werden  muss,  wie  diess  ja 
aberall  üblich  ist. 

Was  mm  die  stetige  Aenderung  des  Farbentones  betrifft,  so  wird 
dieselbe  im  Allgemeinen  durch  die  stetige  Aenderung  der  diesen  Farben- 
ton bestimmenden  Schwingnngsdauer  dargestellt  werden,  jedoch  mit 
dem  unterschiede,  dass  der  Farbeneindruck  des  äussersten  Violett  sich 
78  wieder  an  den  des  äussersten  Roth  f  stetig  anschliesst  In  der  That 
ist  der  üebergang  von  Violett  durch  Purpur  zum  Roth  für  das  Auge 
ein  ebenso  stetiger,  wie  zwischen  irgend  welchen  zwei  anderen  Farben, 
wenngleich  durch  Beobachtungen  noch  keinesweges  die  (kränze  mit 
Sicherheit  festgestellt  ist,  an  welcher  derselbe  Farbeneindruck  bei  ver- 
schiedener Schwingungsdauer  wiederkehrt.  Ich  werde  den  üebergang 
Yom  Roth  zum  Orange,  Gelb,  Grün,  Blau,  Violett,  Purpur  zurück  zum 
Roth  den  poMtiven  Üebergang,  den  umgekehrten  den  negativen  nennen. 
Hiemach  kann  also  jedes  gefärbte  Licht  ^  in  ein  anders  gefärbtes 
Licht  B  auf  drei  yerschiedene  Arten  stetig  übergehen,  nämlich  ent- 
weder so,  dass  der  Farbenton  des  Lichtes  nach  und  nach  alle  Farben- 
töne annimmt,  die  auf  dem  positiyen  üebergange  von  A  zül  B  liegen, 
oder  alle  die  auf  dem  negativen  üebergange  liegen,  oder  endlich,  dass 
das  Licht  beim  üebergange  einmal  oder  mehrere  Male  farblos  wird. 

Der  Satz  des  stetigen  üeberganges,  den  wir  so  eben  entwickelt 
haben,  muss  als  ein  durch  die  Erfahrung  vollkommen  begründeter  an- 
gesehen werden,  da  ein  unvermittelter  Sprung  in  den  Erscheinungen 
sich  auch  bei  den  rohesten  Beobachtungen  kenntlich  machen  muss,  und 
ein  solcher  Sprung  bisher  von  Niemand  beobachtet  worden  ist. 

Aus  diesen  Voraussetzungen  nim  lässt  sich  der  folgende  Satz  mit 
mathematischer  Evidenz  ableiten: 

„Es  giebt  zu  jeder  Farbe  eine  andere  homogene  Farbe,  welche, 
mit  ihr  vermischt,  farbloses  Licht  liefert.^ 

Beweis,  Es  sei  a  der  Farbenton  der  gegebenen  Farbe.  Ange- 
nommen nun,  es  gebe  keine  homogene  Farbe,  die  mit  ihr  vermischt 
farbloses  Licht  liefere,  so  sei  eine  beliebige  homogene  Farbe  ange- 
nommen, deren  Farbenton  x  und  deren  Intensität  y  sei.  Lässt  man 
nun  zuerst,  während  x  konstant  bleibt,  y  stetig  von  Null  ab  wachsen, 
bis  die  Intensität  der  Farbe  a  gegen  sie  verschwindet,  so  wird  die 
Mischung  sich  stetig  ändern,  und  da  sie  nach  der  Annahme  nie  farb- 
loses Licht  geben  soll,  wird  auch  ihr  Farbenton  sich  stetig  ändern, 
74  also,  da  die  Mischung  anfangs  den  Farbenton  f  a,  zuletzt  den  Farben- 
ton X   hat,    stetig  von  a   nach  x   hin  übergehen.     Dieser  üebergang 
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kann  ein  positiver  oder  negativer  sein.     Ob  das  eine  oder  das  andere 
der  Fall  sei;  wird  von  dem  Farbenton  x  abhängen. 

Nimmt  man  den  Farbenton  x  von  a  nnendlich  wenig  verschieden 
an,  aber  nach  der  positiven  Uebergangsseite  hin,  so  wird  jener  Ueber- 
gang  gleichfalls  positiv  sein.  Denn  gesetzt  er  wäre  negativ,  so  müssten 
bei  der  Steigerung  der  Intensität  y  alle  Farbentöne  ausser  den  von  a 
unendlich  wenig  verschiedenen  hervortreten,  also  Farbentone,  welche 
von  a  ganz  verschieden  sind;  es  sei  y  eine  solche  Intensität,  bei 
welcher  ein  von  a  ganz  verschiedener  Farbenton  hervortrete.  Nun  ist 
klar,  dass  die  Farbe,  deren  Farbenton  a  und  deren  Intensität  y  ist, 
mit  a  vermischt,  den  Farbenton  a  giebt,  während  die  Farbe,  deren 
Farbenton  x  und  deren  Intensität  y  ist,  einen  ganz  verschiedenen 
Farbenton  liefert;  aber  diese  beiden  mit  a  vermischten  Farben  haben 
bei  gleicher  Intensität  y  zwei  unendlich  nahe  aneinandergränzende 
Farbentöne,  das  heisst,  jene  beiden  mit  a  vermischten  Farben  gehen 
stetig  in  einander  über,  also  muss  auch  (nach  dem  zweiten  Satze)  die 
Mischung  stetig  sich  ändern,  also  auch  ihr  Farbenton;  dieser  sollte 
aber  ein  ganz  verschiedener  sein.  Also  führt  die  Annahme,  dass  der 
üebergang  von  a  nach  x  ein  negativer  sein  soll,  zu  Widersprüchen 
das  heissty  er  ist  nothwendig  ein  positiver. 

Aus  demselben  Grunde  wird,  wenn  x  von  a  aus  nach  der  nega- 
tiven Seite  hin  unendlich  wenig  entfernt  liegt,  ein  negativer  üebergang 
von  a  nach  x  stattfinden. 

Lässt  man  nun  den  Farbenton  x  von  a  aus  nach  positiver  Seite 
hin  stetig  sich  ändern,  so  dass  er  die  ganze  Farbenreihe  bis  nach  a 
hin  zurück  durchläuft,  so  muss  der  zugehörige  üebergang  der  Mischung, 
welcher  jedesmal  durch  die  Steigerung  des  y  bewirkt  wird,  nothwendig, 
da  er  zuerst  positiv,  zuletzt  negativ  ist,  irgend  wo  sein  Zeichen  ändern. 
Es  sei  a'  ein  Farbenton,  bei  dem  diese  Aenderung  eintritt,  so  dass 
also  jener  Uebei^ang,  ehe  x  diesen  Farbenton  erreicht,  positiv  ist,  so- 
bald es  ihn  überstiegen  hat,  negativ  ist.  Wenn  nun  der  Farbenton 
X  durch  diesen  Farbenton  a  stetig  hindurchgeht,  so  muss  bei  jedem  75 
Werth  der  Intensität  y  der  Farbenton  der  Mischung  sich  stetig  ändern, 
also  die  sämmtlichen  Farbentöne,  welche  durch  Steigerung  der  Inten- 
sität y  entstehen,  in  beiden  Fällen  (weim  x  unendlich  nahe  neben  a' 
einmal  zur  Rechten  und  einmal  zur  Linken  liegt),  unendlich  nahe 
aneinander  liegen.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die  einen  auf  dem 
positiven,  die  anderen  auf  dem  negativen  Uebergange  von  a  zu  a' 
liegen. 

Also  führt  die  Annahme,  dass  es  zu  a  keine  homogene  Farbe 
gebe,  die  mit  ihr  vermischt  Weiss  liefere,  zu  einem  Widerspruche,  das 
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heisst,  zu  jeder  Farbe  giebt  es  eine  homogene  Farbe,  die  mit  ihr  yer- 
mischt  Weiss  liefert,     q.  d.  e. 

Die  indirekte  Form  des  Beweises  habe  ich  gewählt,  weil  in  ihr 
sich  am  leichtesten  ohne  Umschweife  die  möglichste  Strenge  erreichen 
lässt.  üebrigens  leuchtet  ein,  dass  in  dieser  indirekten  Beweisform 
zugleich  die  direkte  Behauptung  liegt,  dass  die  Farbe  a\  bei  welcher 
die  Art  des  üeberganges  sich  ändert,  diejenige  sei,  welche  in  irgend 
einem  IntensitätsTcrhältniss  mit  a  vermischt  farbloses  Licht  geben  muss. 

Prüfen  wir  nun  die  Helmholtz'schen  Versuche,  so  ergiebt  sich  aus 
ihnen,  wenigstens  animhemd,  diejenige  Farbe,  welche  mit  einer  ge- 
gebenen farbloses  Licht  zu  liefern  yermag.  Für  Gelb  ist  dies  nach 
Helmholtz  Indigo,  ein  Resultat,  was  von  der  Newton'schen  Theorie 
der  Farbenmischung  keinesweges  so  abweichend  ist,  wie  es  für  den 
ersten  Augenblick  scheint.  Helmholtz  hat  die  beiden  Farben,  welche 
nach  ihm  Weiss  geben,  genauer  bestimmt;  indem  das  Gelb  zwischen 
den  Fraunhofer'schen  Linien  D  und  E  liegt,  und  zwar  etwa  dreimal 
so  weit  von  E  entfernt  als  von  2),  das  Indigo  hingegen  von  der  Mitte 
zwischen  den  Linien  J  und  G  bis  gegen  G  hin  liegt,  nämlich  so,  dass 
jedes  Indigo,  welches  zwischen  den  genannten  Grränzen  liegt,  mit 
irgend  einem  Gelb,  was  in  der  Nähe  der  bezeichneten  Stelle  liegt^ 
Weiss  liefert 

Der  Vergleich  mit  der  Newton'schen  Regel  der  Farbenmischung 
wird  dadurch  erschwert,  dass  die  Farbennamen  bei  den  verschiedenen 
76  Beobachtern  nicht  denselben  Inhalt  haben,  wie  man  sich  f  davon  sehr 
leicht  überzeugt,  wenn  man  die  Beschreibung  der  Farben,  welche  zwi- 
schen den  verschiedenen  Fraunhofer'schen  Linien  liegen  sollen,  in  den 
verschiedenen  Lehrbüchern  und  Abhandlungen  vergleicht. 

Newton  beschreibt  die  Lage  der  Gninzen  zwischen  je  zweien 
seiner  Farben,  wie  sie  sich  in  dem  Spectrum  seines  Glases  zeigten, 
genau;  er  bestimmt  auch  das  mittlere  Brechungsverhältniss  und  das 
Zerstreuungsverhältniss  dieses  Glases,  so  dass  alle  Elemente  vorliegen, 
um  die  Lage  der  Newton'schen  Farbengränzen  zwischen  den  Fraun- 
hofer'schen Linien  so  genau  zu  bestimmen,  als  eben  jene  Newton'schen 
Bestimmungen  selbst  reichen.  Nach  diesem  Princip  habe  ich  durch 
Vergleichung  der  Fraunhofer'schen  und  Newton'schen  Messungen,  indem 
ich  annahm,  dass  Newtons  Anfangsroth  und  sein  End -Violett  mit  den 
Fraunhofer'schen  Linien  B  und  H  zusanmienfallen,  gefunden,  dass 
Newtons  Anfangs-Orange  (das  heisst  die  Gränze  zwischen  Roth  und 
Orange)  zwischen  den  Linien  C  und  D,  von  C  und  D  im  Verhältniss 
von  7  :  6  entfernt  liegt,  sein  Anfangs -Gelb  liegt  bei  D  (um  ^^  des 
Intervalles  DE  von  2)  aus  nach  E  hin  entfernt),  sein  Anfangs-Grün 
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liegt  bei  E  (von  E  um  ^  ED  nach  D  zu  entfernt),  sein  Anfangs- 
Blau  bei  F  (von  F  um  ^  FG  nach  G  zu  entfernt),  sein  Anfangs- 
Indigo  zwischen  F  und  (r,  im  Verhältniss  5  : 3  von  F  imd  G  entfernt, 
sein  Anfangs -Violett  in  G. 

Es  hat  zwar  die  Annahme,  dass  die  Gh^nzen  des  Newton'schen 
Spectrums  mit  den  Linien  B  und  H  zusammenfallen,  etwas  willkür- 
liches; doch  gelangt  man  auch  zu  demselben  Resultat,  wenn  man  davon 
ausgeht,  dass  die  Farben,  welche  die  mittlere  Brechbarkeit  haben,  bei 
Fraunhofer  und  Newton  zusammenfallen. 

Konstruirt  man  nun  den  Newton'schen  Farbenkreis  nach  der  in 
seiner  Optik  (Liber  J,  pars  11,  prop.  VI)  angegebenen  Regel,  und  trägt 
in  ihn  die  Lagen  der  Fraunhofer'schen  Linien,  wie  sie  oben  angegeben 
wurden,  hinein  (s.  Fig.  1),  so  ergiebt  sich, 
dass  das  von  Helmholtz  bestimmte  Gelb 
nach  der  Newton*schen  Regel  Weiss  giebt 
mit  einem  Lidigo,  welches  zwischen  den 
Fraunhofer'schen  Linien  F  und  G  liegt,  f  und 
welches  von  F  imd  G  in  dem  Verhältniss 
von  15  : 2  absteht.  In  der  Figur  sind  diese 
Farben  durch  die  punktirte  Linie,  welche  sie 
verbindet,  angedeutet.  Es  fällt  also  diess 
Indigo  noch  innerhalb  der  Farbengränzen, 
zwischen  denen  die  Complementarfarben  des 
Gelb  nach  Helmholtz  liegen.  Man  sieht  also,  dass  die  angeführte 
Beobachtung  von  Helmholtz  mit  dem  Resultat  der  Newton'schen 
Versuche  im  Wesentlichen  übereinstimmt. 

Für  die  übrigen  Farben  leugnet  nun  allerdings  Hr.  Helmholtz 
die  Möglichkeit,  aus  ihnen  durch  Vermischung  zweier  Farben  Weiss 
zu  erhalten.  Aber  prüfen  wir  irgend  eine  seiner  Versuchsreihen,  zum 
Beispiel  die  über  die  Mischimg  des  Roth  mit  den  übrigen  Farben,  so 
ergiebt  sich  daraus  jedesmal  die  Complementarfarbe  leicht.  Nach  ihm 
giebt  nämlich  Roth  mit  Orange,  Gelb,  Grün  die  mittleren  Farbentöne, 
welche  in  dieser  Reihe,  also  nach  unserer  Bezeichnung  vom  Roth  aus 
nach  der  positiven  Seite  liegen.  So  zum  Beispiel  giebt  nach  ihm  Roth 
mit  Grün  vermischt  ein  fcMes  Gelb,  welches  bei  vorwaltendem  Roth 
durch  Orange  in  Roth,  bei  vorwaltendem  Grrün  durch  Gelbgrün  in 
Grün  übergeht.  Ebenso  giebt  Roth  mit  Violett,  Indigblau,  Himmel- 
blau die  in  dieser  Reihe  dazwischen  liegenden  Farbentöne,  welche  also 
nach  unserer  Bezeichnung  vom  Roth  aus  nach  der  negativen  Seite 
liegen.  Namentlich  giebt  nach  ihm  Roth  mit  Himmelblau  vermischt 
ein  tueissliches  Violett,  welches  bei  überwiegendem  Roth  in  Rosaroth 
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und  Carminroth  übergeht.  Es  muss  also  nach  dem  oben  erwiesenen 
Satze  die  Complementarfarbe  des  Roth  zwischen  Grün  und  Himmelblaa 
liegen,  also  irgend  ein  Farbenton  des  Blaugrünen  sein. 

Nun  sagt  zwar  Helmholtz,  dass  bei  der  Mischung  des  Roth  mit 
den  grünblauen  Tönen  eine  fleischfarbene  Mischung  hervorgeht;  allein, 
wie  diese  Fleischfarbe  bei  überwiegendem  Blaugrün  in  dieses  übergeht^ 
wie  es  doch  der  Fall  sein  muss,  wird  nicht  gesagt  Es  bleibt  hier 
also  eine  Lücke,  üeberdies  ist  Fleischfarbe  nichts  anderes,  als  ein 
mit  vielem  Weiss  gemischtes  Roth,  imd  es  ist  kein  anderer  Uebergang 
desselben  in  das  Blaugrüne  denkbar,  als  der,  dass  sich  das  Roth  immer 
78  mehr  f  abschwächt,  bis  es  unter  den)  beigemischten  Weiss  verschwindet, 
und  dann  aus  diesem  Weiss  (oder  Grau)  nach  und  nach  das  Blaugrfin 
hervortritt;  kurz,  es  findet  hier  der  normale  uebergang  durch  farb- 
loses Licht  hindurch  statt.  Dasselbe  gilt  für  die  übrigen  Versuchs- 
reihen. Die  aus  ihnen  abgeleitete  Tafel  der  ComplementarfEurben  würde 
folgende  sein: 

Gelb,       Gelbgrün,      Grün,      Grünblau,    Himmelblau,    Indigo, 
Indigo,       Violett,      Purpur,        Roth,  Orange,  Gelb, 

wo  die  zusammengehörigen  Gomplementarfarben  untereinander  stehen. 
Ich  habe  bisher  versucht^  mit  möglichst  wenigen  Voraussetzungen 
auszureichen.  Ich  werde  jetzt,  um  den  Hauptsatz  der  Farbenmischung 
abzuleiten,  noch  zu  den  bisherigen  beiden  Voraussetzungen  eine  dritte 
hinzufügen,  nämlich  die: 

dass  zwei  Farben,  deren  jede  constanten  Farbenton,  canstante  Farben- 
.    intensität  und  constante  Intensität  des  beigetnischten  Weiss  hat,  auch  con- 
stante  Farbenmischung  geben,  gleich  viel  aus  welchen  Iwmogenen  Farben 
jene  zusammengesetzt  seien. 

Auch  diese  Voraussetzung  scheint  durch  die  bisherigen  Beob- 
achtungen hinreichend  gerechtfertigt  zu  sein.  Denn  dass  die  farbigen 
Pulver  vermischt  andere  Resultate  geben,  als  wenn  mau,  statt  sie  selbst 

zu  vermischen,  das  von  ihnen  ausgehende 
Licht  vermischt,  kann  keinen  Einwand  ab- 
geben,  zumal   da  der  Grund   dieser  Ab- 
weichung durch Helmholtz  aufgedeckt  isi 
Es   sei  nun  a  eine  homogene  Farbe, 
und  a'  diejenige  homogene  Farbe,  welche 
mit  a  gemischt  Weiss  giebt.  Der  Anschau- 
lichkeit wegen  denke  man  sich  a  und  a' 
dargestellt  durch  zwei  gleich  lange  aber 
enigegengesetzt   gerichtete  Strecken  (Fig.  2),   die   von  Einem  Punkte 
ausgehen.     Es  sei  femer  b  eine  Farbe,  welche  mit  a  gemischt  eben 
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so  viel  Weiss  liefert;  wie  mit  a  gemischt;  und  um  diese  gleiche  Be- 
ziehung von  &  zu  a  und  zu  a'  auszudrücken^  sei  h  durch  eine  gegen 
a  und  a  senkrechte  Strecke  dargestellt.  Femer  f  sei  die  Intensität  79 
der  Farbe  h  so  gewählt,  dass,  wenn  V  die  Farbe  ist,  die  mit  h  Weiss 
giebt;  die  Intensität  des  durch  diese  Mischung  entstandenen  Lichtes 
gleich  der  Intensität  des  durch  die  Mischung  von  a  und  a  entstandenen 
Lichtes  sei.  Dies  sei  bildlich  dadurch  dargestellt,  dass  man  die  Strecke, 
welche  die  Farbe  h  ausdrückt,  gleich  lang  macht  mit  a  und  a',  während 
die  Complementarfarbe  von  6,  durch  die  mit  h  gleich  lange  aber  ent- 
gegengesetzt gerichtete  Strecke  V  dargestellt  sei. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  von  den  beiden  Farben  h  und  V  die 
Farbe  h  diejenige  sei,  welche  von  a  aus  nach  der  positiven  Ueber- 
gangsseite  liegt.  Es  leuchtet  ein,  dass  wenn  die  Farbe  a  gegeben  ist, 
dann  a\  b,  h'  durch  Beobachtung  zu  finden  sind.  Ist  zum  Beispiel  a 
Gelb,  so  ist  a'  Indigo;  auf  dem  positiven  üebergange  von  a  zu  a' 
liegen  die  verschiedenen  Töne  des  Grünen  und  Blauen;  das  Grüngelb 
wird  mit  Gelb  (a)  vermischt  eine  sehr  geringe,  mit  Indigo  («')  ver- 
mischt eine  sehr  bedeutende  Beimischung  des  Weiss  geben.  Schreitet 
man  vom  Ghrüngelb  nach  der  positiven  Seite  zu  fort,  so  wird  bei  der 
Vermischung  mit  Gelb  die  Beimischung  des  Weiss  nach  und  nach  zu- 
nehmen, bei  der  Vermischung  mit  Indigo  abnehmen.  Es  wird  also 
auf  dem  üebergange  ein  Farbenton  liegen,  welcher  mit  dem  Gelb  ver- 
mischt, ebenso  viel  Weiss  liefert,  wie  mit  Indigo  vermischt.  Es  sei 
dies  etwa  Grün,  so  wird  h  (Jrün  und  h'  Purpur  sein. 

Es  leuchtet  nun  ein,  dass  man  durch  Vermischung  von  je  zweien 
dieser  vier  Farben  alle  Farbentöne  erhalten  muss.  Es  seien  diese 
Farbentöne  für  alle  Intensiiätsverhältnisse  der  zu  mischenden  homogenen 
Farben  a  und  6,  h  und  a\  a'  und  h\  h'  und  a  durch  Beobachtungen 
gefanden.  Wir  nehmen  an,  es  seien  die  Intensitäten  der  beiden  zu 
mischenden  Farben  durch  die  Längen  der  zugehörigen  Strecken  dar- 
gestellt, so  dass,  wenn  die  eine  Farbe  zum  Beispiel  den  Farbentou  a  hat, 
und  die  Intensität  derselben  sich  zu  der  von  a  wie  m  zu  1  verhält, 
dann  jene  Farbe  durch  eine  Strecke  dargestellt  sei,  welche  mit  a 
gleiche  Richtung,  aber  die  m^fache  Länge  hat.  Nachdem  man  so  die 
beiden  zu  mischenden  Farben  f  geometrisch  dargestellt  hat,  construire  80 
man  aus  diesen  Strecken  die  geometrische  Summe,  das  heisst  die  Diagonale 
des  Parallelogramms,  welches  die  beiden  Strecken  zu  Seiten  hat*), 
und    setze    fest,    dass    diese   Summe    oder   Diagonale    die  Farbe    der 

*)  Der  Begriff  dieser  geometrischen  Sninine  ist  von  mir  in  meiner  Ans- 
dehnungslehre  (Leipzig  1844  {Gea.  Werke  I,  1})  und  von  Mob  ins  in  seiner 
Mechanik  des  Himmels  (Leipzig  1843  { Gtes.  Werke  Bd.  4 } )  znerst  entwickelt. 
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Mischung  darstellen  soll,  nämlich  ihre  Richtung  den  Farbenton  und 
ihre  Länge  die  Intensität  der  Farbe. 

Ist  diess  geschehen,  so  kann  man  von  jetzt  an  den  Farbenton,  und 
die  Farbenintensitat  jeder  Mischung  von  Farben  durch  blosse  Con- 
struktion  finden.  Nämlich  man  braucht  nur  die  Strecken,  welche  den 
Farbenton  und  die  Farbenintensität  der  zu  mischenden  Farben  dar- 
stellen, zu  bestimmen,  und  diese  dann  geometrisch  zu  addiren,  das 
heisst,  wie  Strafte  zusammenzusetzen,  so  stellt  die  geometaische  Summe 
(die  Resultante  jener  Kräfte)  den  Farbenton  und  die  Farbenintensitat 
der  Mischung  dar.  Es  folgt  dies  unmittelbar  daraus,  dass  die  Ordnung, 
in  welcher  man  geometrisch  addirt  (die  Kräfte  zusammensetzt),  gleich- 
gültig ist  ftlr  das  Resultat. 

In  der  That,  es  seien  die  durch  die  Strecken  a,  b,  a\  V  gemäss 
der  obigen  Bestimmung  dargestellten  Farben  zu  Grunde  gelegt,  und 
sei  unter  aa,  wenn  a  positiv  ist,  eine  Farbe  verstanden,  die  den 
Farbenton  a  hat,  imd  deren  Farbenintensität  sich  zu  der  von  a  verhält 
wie  a  zu  1,  und  wenn  a  negativ  ist,  sei  unter  aa  eine  Farbe  ver- 
standen, die  den  Farbenton  der  Complementarfarbe  a  besitzt,  und 
deren  Farbenintensität  sich  zu  der  von  a  wiederum  wie  a  zu  1  ver- 
halte. Dasselbe  gelte  in  Bezug  auf  die  zweite  zu  Grunde  gelegte 
Farbe  6  und  deren  Complementarfarbe  V,  Von  den  beiden  Farben 
c  und  c^,  deren  Mischungsfarbe  man  sucht,  sei  die  eine  darstellbar 
durch  die  Mischung  der  Farben  aa  und  /3&,  die  andere  durch  die 
Mischung  der  Farben  a^a  und  /J^ft,  so  ist  (immer  abgesehen  vom  bei- 
gemischten Weiss)  die  Mischung  von  c  und  c^  darstellbar  durch  die 
81  Vermischung  der  vier  Farben  aa,  /36,  f  a^a,  /J^ft.  Aber  aa  giebt  mit 
a^a  vermischt  (a  -j-  a^a  und  /36  mit  /J^ft  vermischt  (/3  -|-  /S^)  &.  Also 
ist  die  Mischung  von  c  imd  q  auch  darstellbar  durch  die  Mischung 
der  beiden  Farben  {a  -j-  a^)  a  und  (ß  +  ft)  ^-  ^^  diese  letzteren 
aber  die  zu  Grunde  gelegten  Farbentöne  a,  h  oder  a\V  haben,  so 
wird  ihre  Mischung  dargestellt  durch  die  geometrische  Summe  der 
Strecken,  also  durch  die  Strecke 

(a  +  a,)a  +  (/l  +  A)i, 
das  heisst  durch 

(aa-j-ß6)  +  (c^a  +  A6), 

das  heisst  durch  die  geometrische  Summe  zweier  Strecken,  welche 
einzeln  genommen,  die  zu  vermischenden  Farben  darstellen. 

Wir  können  diess  Gesetz,  welches  aus  den  drei  zu  Grunde  gelegten 
Voraussetzungen  mit  Nothwendigkeit  folgt,  und  welches  zur  Bestim- 
mung der  Farbenreihe  nur  eine  einfache,  aber  vollständige  Beobachtungs- 
reihe erfordert,  auch  noch  in  anderer  Weise  ausdrücken. 
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Nämlich;  wenn  man  mn  den  Anfangspunkt  der  Strecken  mit  dem 
Radius  a  einen  Kreis  schlägt^  und  statt  jeder  Strecke  den  Punkt  setzt^ 
in  welchem  sie  die  Peripherie  trifft,  versehen  mit  einem  Gewicht, 
welches  der  Länge  jener  Strecke  proportional  ist,  so  kann  man  die 
Mischfarbe  aus  zwei  gegebenen  Farben  auf  folgende  Weise  finden: 
Man  stellt  jede  der  zu  Inischenden  Farben  durch  einen  solchen  schweren 
Punkt  der  Peripherie  dar,  so  nämlich,  dass  der  zugehörige  Radius  den 
Farbenton  anzeigt,  und  das  zugehörige  Gewicht  die  Farbenintensität 
ausdrückt,  und  bestimmt  den  Schwerpunkt.  Dann  zeigt  die  Strecke, 
welche  vom  Mittelpunkte  nach  diesem  Schwerpunkt  gezogen  ist,  den 
Farbenton  au,  und,  nachdem  sie  mit  der  Summe  der  Gewichte  multi- 
plicirt  ist,  auch  die  Farbenintensität. 

Die  Identität  dieser  Bestimmung  mit  der  früheren  ergiebt  sich 
leicht  aus  folgender,  in  meiner  Ausdehnungslehre  erwiesenen  Kon- 
struktion des  Schwerpunktes:  Den  Schwerpunkt  der  Punkte  -1,  B,  C, . . ., 
welche  beziehlich  mit  den  Gewichten  a,  /3,  y,  . . .  versehen  sind,  findet 
man,  indem  man  von  einem  beliebigen  Punkte  0  die  Strecken  OA, 
OB,  OCy  ...  zieht,  diese  beziehlich  mit  a,  ß,  y,  . , .  multiplicirt,  das 
heisst  ihre  Länge,  ohne  ihre  Richtung  zu  ändern,  im  Verhältniss 
1  :  a,  1  :  ß,  1  ly,  . . ,  ändert,  aus  den  so  f  gewonnenen  Strecken  die  82 
geometrische  Sxmame  bildet,  und  diese  durch  «  +  l^  +  y  +  •  •  •  <üvi- 
dirt,  so  ist  der  Endpunkt  der  so  gewonnenen  Strecke  der  gesuchte 
Schwerpxmkt. 

Was  endlich  die  Beimischung  des  farblosen  Lichtes  betrifEt,  so 
ist  dazu  noch  eine  Voraussetzung  erforderlich.  Ain  einfachsten  ist  es, 
anzunehmen: 

dass  die  gesamnUe  Lichtintensüät  der  Mischtmg  die  Summe  sei  (ms 
den  Intensitäten  der  gemischten  Lichter. 
Hierbei  verstehe  ich  unter  der  gesammten  Lichtintensität  die  Summe 
aus  der  Intensität  der  Farbe,  wie  ich  sie  oben  festgestellt  habe,  und 
aus  der  Intensität  des  beigemischten  Weiss,  und  die  Intensität  des 
Weissen,  wie  auch  jeder  einzelnen  Farbe,  setze  ich  dabei  nicht  dem 
Quadrat  der  Vibrationsintensität,  sondern  dieser  selbst  proportional,  so 
dass  also  bei  der  Vermischxmg  zweier  weissen  oder  gleichfarbigen 
Lichter  die  Intensität  der  Mischung  die  Summe  wird  aus  den  Intensi- 
täten der  vermischten  Lichter. 

Es  ist  diese  vierte  Voraussetzung  nicht  als  eine  so  wohl  begrün- 
dete zu  betrachten,  wie  die  früheren,  obwohl  sie  sich  aus  theoretischen 
Betrachtungen  durchaus  als  die  wahrscheinlichste  ergiebt. 

Um  die  Folgerungen  aus  dieser  Hypothese  zu  ziehen,  wollen  wir 
die  Intensität   der   durch   die  Strecke  a  dargestellten  Farbe  gleich  1 
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setzen  und  annehmen^  dass  die  yenchiedenen  homogenen  Farben,  deren 
Intensität  1  ist,  durch  Punkte  der  Peripherie  dargestellt  werden,  so 
dass  das  Gewicht  dieser  Punkte  dem  Obigen  gemäss  gleichfalls  gleich  1 
gesetzt  werden  muss.  Nun  seien  (Fig.  3)  Ä  und  B  zwei  Punkte  der 
Peripherie,  welche  also  homogene  Farben  von  der  Intensität  1  da^ 
stellen.  Es  mögen  nun  die  Farben  aA  und  ßB  Termischt  werdeo, 
Fig.  8.  ^^  heisst  zwei  homogene  Farben,  deren  Intensitäten 

a  und  ß  sind,  und  deren  Farbentöne  A  und  B  sind, 
so  ist  die  Summe  der  Intensitäten  a  -}-  ß.  um  nun 
die  Farbe  der  Mischung  zu  bestimmen,  haben  wir 
nach  dem  Obigen  den  Schwerpunkt  der  mit  den  Ge- 
wichten a  und  ß  versehenen  Punkte  A  und  B  zu 
suchen.  Es  sei  derselbe  C,  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
sei  0,  so  ist,  wenn  der  Radius  des  Kreises  1  gesetzt  ist,  nach  dem 
88  Obigen  die  f  Farbenintensitat  gleich  (a  -{-  ß)OC,  Es  sei  der  Punkt, 
worin  OC  verlängert  die  Peripherie  trifft,  D,  so  ist  die  Gesammt- 
intensität  a  -{-  /3,  oder,  da  der  Radius  1  gesetzt  ist,  {a  -j-  ß)  OD.  Diese 
Gesammtintensität  soll  nach  der  gemachten  Voraussetzung  gleich  der 
Intensität  der  Farbe  plus  der  Intensität  des  beigemischten  Weiss  sein, 
also  ist  letztere  gleich 

{a  +  ß)OI)-{a  +  ß)OG, 
das  heisst 

=  («  +  /J)CD. 

Also  ist  die  Intensität  des  beigemischten  Weiss  gleich  der  mit  der 
Summe  der  Gewichte  multiplicirten  Entfernung  des  Schwerpunktes 
von  der  Peripherie. 

Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass,  wenn  man  stets  die  gesammte 
Masse  im  Schwerpunkt  vereinigt  denkt,  in  welchem  Falle  man  den  mit 
einem  solchen  Gewicht  versehenen  Schwerpunkt  die  geometrische  Summe 
der  einzelnen  mit  ihren  Gewichten  behafteten  Punkte  nennt*),  dann 
jeder  Lichteindruck  nach  seinen  drei  Momenten  genau  durch  einen  mit 
einem  gewissen  Gewichte  behafteten  Punkt  dargestellt  wird. 

Die  Richtung,  in  welcher  dieser  Punkt  vom  Centrum  aus  liegt, 
oder  auch  der  Punkt,  worin  diese  Richtung  die  Peripherie  trifft,  stellt 
den  Farbenton  dar,  das  Gewicht  des  Punktes  die  gesammte  Lichtinten- 
sität; die  mit  diesem  Gewichte  multiplicirte  Entfernung  vom  Centrum 
stellt  die  Intensität  der  Farbe  dar,  und  die  mit  dem  Gewichte  multi- 
plicirte Entfernung  von  der  Peripherie  die  Intensität  des  beigemischten 
Weiss.     Wenn  wir  unter  Farbensättigung  eines  Lichtes  die  Intensität 


*)  Siehe  meine  Ansdehnungslehre  und  Mob  ins  barycentrischen  Calcnl. 
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seiner  Farbe  ^  dividirt  durch  die  ganze  Lichtintensitat,  verstehen^  so 
wird  die  Farbensättignng  durch  die  einfache  Entfernung  des  Punktes 
vom  Gentrum  dargestellt.  Hat  man  dann  auf  diese  Weise  zwei  oder 
mehre  zu  mischende  Farben  dargestellt^  so  wird  die  Mischung  voll- 
ständig durch  die  geometrische  Summe  der  die  einzelnen  Farben  dar- 
stellenden  schweren  Punkte  dargestellt. 

Man  sieht,  dass  diess  hier  auf  rein  mathematischem  Wege  aus  vier 
hinreichend  begründeten  Voraussetzungen  abgeleitete  Gesetz  in  seinen 
wesentlichen  Zügen  mit  Newtons  empirischer  Regel,  wie  er  sie  am 
angeführten  Orte  aufstellt,  übereinstimmt.  Doch  f  bedarf  die  Art,  wie  84 
Newton  die  homogenen  Farben  auf  dem  umfange  seines  Kreises  ver- 
theilt,  einer  durchgängigen  Revision,  zu  welcher  durch  die  Versuche 
des  Herrn  Helmholtz  nur  erst  die  ersten  AnTänge  gemacht  sind. 
Erst  wenn  hierüber  ein  hinreichendes  Licht  verbreitet  ist,  kann  man 
sich  an  die  Beantwortung  der  interessanten  Frage  heranwagen,  nach 
welchem  Gesetze  die  den  verschiedenen  Farben  zugehörigen  Aether- 
Schwingungen  sich  in  den  Nerven  oder  im  Sensorium  zu  einfachen 
Farbeneindrücken  zusammensetzen,  eine  Frage,  von  deren  Beantwortung 
wesentlich  die  Idee  der  verschiedenen  Farben  und  des  farblosen  Lichtes 
abhängt. 

Stettin  den  19.  Februar  1853. 


IV.  üebersiclit  der  Akustik  und  der  niedem  Optik 

Von 

Professor  Hermanii  Orassmann. 

Programm  des  Königlichen  und  Stadtgymnasiums  zu  Stettin,  September  1864. 


Akustik. 

§  1.    Sohall  und  Ton. 

1.  Schall.  Die  Akustik  (äxox}6rixii)  ist  die  Lehre  von  dem,  was 
hörbar  ist.  Jedes  Hörbare  heisst  ein  Schall.  Unser  Gehörorgan  ver- 
nimmt dann  und  nur  dann  einen  Schall,  wenn  die  dasselbe  umgebende 
Luft  hinlänglich  stark  erschüttert  wird.  Um  die  Art  kennen  zu  lernen, 
wie  die  Eigenthümlichkeit  eines  Schalles  von  den  Erschütterungen  der 
Luft  abhängt,  bedient  man  sich  eines  Apparates,  ^ durch  den  man  der 
Luft  beliebig  schnell  Erschütterungen  mittheilen  und  den  Zeitraum 
zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Erschütterungen  genau  bestimmen 
kann,  der  sogenannten  Sirene.  Sie  besteht  aus  einem  Rade,  dessen 
Umdrehungsgeschwindigkeit  durch  ein  mit  ihm  verbundenes  Räderwerk 
bestimmt  werden  kann,  und  welches  am  Umfange  am  gewöhnlichsten 
eine  Reihe  von  Stäben  oder  Zähnen  trägt;  diese  Stäbe  bringen  nun  die 
Erschütterungen  hervor,  indem  sie  entweder  an  ein  feststehendes  Blech 
anschlagen,  oder  durch  eine  feststehende  Spalte  hindurchgehen,  oder 
indem  sie  der  Luft,  welche  durch  eine  Röhre  geblasen  wird,  beim  Vor- 
übergehen den  Durchgang  abwechselnd  verschliessen  und  wieder  öfihen. 
Ist  dann  a  die  Zeit,  die  für  eine  Umdrehung  des  Rades  gebraucht 
wird,  und  ist  b  der  Bogen  zwischen  zwei  Stäben  dividirt  durch  die 
ganze  Peripherie,  so  ist  ab  die  Zeit,  welche  zwischen  den  durch  die 
beiden  Stäbe  hervorgebrachten  Erschütterungen  verfliesst.  Vermittelst 
dieses  Apparates  ergeben  sich  mm  leicht  die  folgenden  Gesetze. 

2.  Ton.  Wenn  die  Erschütterungen  regelmässig  in  gleichen  Zeit- 
intervallen wiederkehren,  und  mindestens  7  und  höchstens  30000  Er- 
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schüttemngen  auf  eine  Sekunde  kommen^  so  entsteht,  bei  hinlänglicher 
Stärke  der  Erschütterungen^  ein  Ton  von  bestimmter  Höhe  oder  Tiefe, 
und  zwar  wird  der  Ton  um  so  höher,  je  schneller  die  Erschütterungen 
auf  einander  folgen.  Jede  Erschütterung  der  Luft  bewirkt  auf  der  2 
Seite,  nach  welcher  sich  der  erschütternde  Körper  hin  bewegt,  eine 
Luftyerdichtung,  auf  der  andern  eine  Luftverdünnung.  Wenn  die  Luft- 
erschütterungen regelmässig  auf  einander  folgen,  so  nennen  wir  die 
Luftbewegung  von  einer  Luftyerdichtung  bis  zur  nächstfolgenden  eine 
Luft-Schwingung,  und  nennen  die  Zeit,  welche  zwischen  einer  Luft- 
yerdichtung und  der  nächstfolgenden  yerfliesst,  die  Schwingungs< 
dauer. 

Wenn  die  Schwingungen  bei  einem  Tone  doppelt  so  rasch  auf 
einander  folgen  wie  bei  einem  andern,  so  ist  der  erstere  die  Oktaye 
des  letzteren,  und  wird  in  der  Musik  mit  demselben  Buchstaben  be- 
zeichnet. Der  tiefste  in  der  Musik  gebräuchliche  Ton,  das  sogenannte 
32-füssige  C,  welches  mit  C  bezeichnet  wird,  macht  etwa  16  (ge- 
nauer 15yj  Schwingungen  in  der  Sekunde.  Schreitet  man  von  ihm 
aus  in  Oktaven  fort^  so  erhält  man 

Contra  C,  gross  C,  klein  c,  eingestrichen  c,  zweigestrichen  c  u.  s.  w., 
bezeichnet  mit 


c 

C 

c 

c 

c 

c 

32 

64 

128 

256 

512 

1024 

mit  etwa 

Schwingungen  in  einer  Sekunde.  Es  mögen  zwei  solche  Töne,  von 
denen  der  eine  aus  dem  andern  durch  Fortschreitung  um  eine  oder 
mehrere  Oktaven  hervorgeht,  gleichnamige  Töne  heissen. 

Anmerknng.  Bekanntlich  bedient  man  sich  zur  Benennong  der  Töne 
zwischen  klein  c  und  c  der  Buchstaben  edefgahc.  In  der  Reihe  der  Töne, 
welche  mit  den  genannten  Buchstaben  bezeichnet  werden,  nennt  man  die  Fort- 
schreitimg von  e  zu  /*,  nnd  ebenso  die  von  h  zac  einen  halben  Ton,  die  übrigen 
Fortschreitangen  von  einem  Tone  jener  Reihe  znm  nächstfolgenden  ganze  Töne. 
Wenn  man  von  einem  Tone  jener  Reihe  zn  einem  höheren  Tone  derselben  Reihe 
fortschreitet,  der  von  ihm  ans  gerechnet  der  2-te,  3-te,  4-te,  6-te  Ton  der  Reihe  ist, 
so  nennt  man  den  letztem  die  Sekunde,  Terz,  Quarte,  Quinte  des  ersteren  und  so 
fort,  wodurch  dann,  weil  c  von  c  aus  der  8-te  Ton  ist,  der  Name  der  Oktave  ge- 
rechtfertigt ist.  Ein  Ton,  der  um  einen  halben  Ton  höher  oder  tiefer  liegt  als 
ein  anderer,  wird  dadurch  bezeichnet,  dass  man  dem  Namen  des  letzteren  die 
Silbe  «8  oder  es  anhängt  {es  statt  ees,  as  statt  aes,  b  gleichbedeutend  mit  hes);  die 
genaueren  Verhältnisse  werden  sich  später  ergeben. 

3.  Harmonische  Töne.  In  derselben  Zeit,  in  welcher  der  Ton  C 
(Contra  C)  eine  Schwingung  macht,  macht  jeder  der  folgenden  Töne 
die  darunter  verzeichnete  Anzahl  von  Schwingungen: 
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CCGeegV^cd    e  g 
1    2    3456    7    89  10  12 


6*    Ä     c 
14   15   16 


ä 
18 


20   21 


g    gts  ... 
24,     25   ..., 


8  wobei  die  mit  *  bezeichneten  Töne^  deren  Schwingongazahlen  dnrch  7 
theilbar  sind^  nur  in  gewissen  Tonyerbindnngen  (den  sogenannten 
Septimenakkorden)  yorkommen^  während  die  durch  höhere  Primzahlen 
theilbaren  Schwingungszahlen  solchen  Tönen  angehören,  die  in  der 
Musik  ganz  yerworfen  oder  höchstens  als  Nothbehelf  gebraucht  werden. 
Man  nennt  die  ganze  Reihe  der  Töne,  deren  Schwingungszahlen  Mehr- 
&che  yon  der  Schwingungszahl  eines  und  desselben  Tones  sind,  die  za 
diesem  Tone  gehörigen  harmonischen  Töne,  und  dieser  Ton  selbst 
heisst  der  Grundton  der  Reihe. 

Anm.  Man  kann  die  Reihe  harmonischer  Töne  sehr  leicht  an  einer  ge- 
spannten Saite  beobachten,  von  der  man  nur  einen  Theil,  nnd  zwar  zuerst  die 
Hälfte,  dann  y,,  y^  n.  s.  w.  schwingen  iH^st  (Monochord). 

4.  Interyalle.  Wenn  die  Schwingimgszahlen  zweier  Töne  sich 
yerhalten  wie  die  zweier  andern,  so  sagt  man,  die  beiden  ersten  Töne 
lassen  dasselbe  Interyall  zwischen  sich,  wie  die  beiden  letzten.  Man 
drückt  am  besten  jedes  Interyall  durch  einen  unachten  Bruch  aus, 
dessen  Zähler  die  Schwingungszahl  des  höheren  Tones,  und  dessen 
Nenner  die  Schwingungszahl  des  tieferen  Tones  ist.  Ein  Interyall  ist 
also  gleich  dem  unachten  Bruch  p:q^  wenn  der  höhere  Ton  des  Inter- 
yalls  p  Schwingungen  macht,  während  der  tiefere  q  Schwingungen 
macht.  Aus  der  Reihe  der  harmonischen  Töne  ergeben  sich,  wenn 
man  die  durch  7  theibaren  Schwingungszahlen  weglässt,  für  je  zwei  auf- 
einander folgende  Töne  der  Reihe  folgende  Interyalle: 

Y  =  Oktaye,  j  =  Quinte,  y  =  Quarte,  |  =  grosse  Terz,  f  =  kleine 
Terz,  I  und  ^^-  ganze  Töne,  }J  und  \\  halbe  Töne. 

5.  Zwei  Töne,  welche  gleichzeitig  erklingen,  bringen  einen  an- 
genehmen Eindruck  heryor  (konsoniren),  sobald  das  Verhaltniss  der 
Schwingungszahlen  sich  durch  ganze  Zahlen  ausdrücken  lässt,  die  ent- 
weder selbst  kleiner  als  7  sind,  oder  sich  durch  beliebig  fortgesetzte 
Diyision  mit  2  in  ganze  Zahlen,  kleiner  als  7,  yerwandeln  lassen.  Man 
nennt  diese  Interyalle  Konsonanzen,  alle  übrigen  Dissonanzen. 
Innerhalb  einer  Oktaye  giebt  es  6  Konsonanzen: 


Quinte  =  ^^  c:g 

grosse  Terz  =  |,  c :  e 
kleine  Terz   =  |,  6 :  ^ 


h9'C 


Quarte 

kleine  Sexte  =  f ,  e:c 

grosse  Sexte  =  \,  g  :e 

yon  denen  die  rechtsstehenden  yon  den  links  danebenstehenden  zu  einer 
Oktaye  ergänzt  werden.     Die  Konsonanzen  sind  um  so  yoUkommener, 
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je  kleiner  die  ganzen  Zahlen  sind,  durch  die  sie  sich  ausdrücken  lassen. 
Daher  ist  nach  der  Oktave  die  Quinte  die  vollkommenste  Konsonanz. 
Die  Musik  wendet  indessen  auch  Dissonanzen  an,  jedoch  nur  f  die-  4 
jenigen,  deren  Schwingungsverhältniss  sich  durch  Produkte  von  Prim- 
zahlen, die  die  7  nicht  überschreiten,  ausdrücken  lassen,  und  sie  verlangt 
überdies,  dass  jede  Dissonanz  sich  in  eine  darauf  folgende  Konsonanz 
auflöse. 

6.  Verbindung  der  Intervalle.  Wenn  in  einer  Reihe  von 
Tönen  jeder  folgende  höher  ist  als  der  vorhergehende,  und  man  die 
Intervalle  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Tönen  dieser  Reihe 
kennt,  so  findet  man  das  Intervall  je  zweier  getrennt  liegender  Töne 
dieser  Reihe,  wenn  man  die  sämmtlichen  dazwischen  liegenden  Inter- 
valle mit  einander  multiplicirt.  Ist  zum  Beispiel  das  Intervall  zwischen 
dem  ersten  und  zweiten  Ton  gleich  a  und  das  zwischen  dem  zweiten 
und  dritten  gleich  b,  so  ist  das  zwischen  dem  ersten  und  dritten 
gleich  ab]  denn  während  der  erste  eine  Schwingung  macht,  macht  der 
zweite  a  Schwingungen,  und  während  der  zweite  eine  Schwingung 
macht,  macht  der  dritte  b  Schwingungen,  also  während  der  zweite 
a  Schwingungen  macht,  das  heisst,  während  der  erste  eine  Schwingung 
macht,  macht  der  dritte  ab  Schwingungen,  dass  heisst,  das  Intervall 
zwischen  dem  ersten  und  dritten  ist  ab, 

7.  Akkorde.  Mehr  als  zwei  Töne,  welche  gleichzeitig  erklingen, 
und  von  denen  mindestens  drei  einander  ungleichnamig  sind,  bilden 
einen  Akkord,  und  wenn  je  zwei  der  Töne  konsoniren,  einen  konso- 
nirenden  Akkord.  Ein  konsonirender  Akkord,  der  aus  drei  ungleich- 
namigen Tönen  besteht,  heisst  ein  Dreiklang.  Es  giebt  nur  sechs 
Dreiklänge,  welche  sich  innerhalb  des  Raumes  einer  Oktave  halten, 
dass  heisst,  deren  höchster  Ton  noch  tiefer  ist  als  die  Oktave  des 
tiefsten  Tones.  In  der  That,  es  sei  das  Intervall  vom  ersten  (tiefsten) 
zum  zweiten  Tone  des  Dreiklanges  =  a,  das  vom  zweiten  zum  dritten 
b,  also  das  vom  ersten  zrmi  dritten  =  ab,  so  müssen  a,  b  und  ab  drei 
der  in  Nr.  5  genannten  Konsonanzen  sein;  man  überzeugt  sich  leicht, 
dass  nur  folgende  Produkte  jener  Konsonanzen  wieder  eine  jener  Kon- 
sonanzen liefern: 

b      6  1      4      b  b      1.4  8 

4       6  >;8       4  8>B       8  B* 

Jede  dieser  Gleichungen  liefert  zwei  DreikUlnge,  indem  das  Inter- 
vall zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Ton  entweder  dem  ersten  oder 
dem  zweiten  Faktor  des  Produkts  gleich  sein  kann.  Die  daraus  fol- 
genden Schwingungsverhältnisse  für  diese  Dreiklange  sind: 

l:|:f  =  4:5:6;     1 :  | :  |  =  3  :  4  :  5;     l:f:f  =  5:6:8; 

1.5..A 1.1.1.      1.A.A 1.1.1.      1.4.1 1.1.1 

^  '  b  •  t  6*6*4J       ■^•4*8  5'4'8J       ^  '  i  '  b  8*6'B' 

Orftssmann,  Werke.  IL  2.  12 
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Die  Dreiklänge  der  ersten  Reihe  lassen  sich  aus  dem  ersten  der- 
selben ableiten^  und  zwar  der  zweite,  indem  man  den  höchsten  Ton 
um  eine  Oktave  vertieft,  der  dritte,  indem  man  den  tieÜEiten  Ton  um 
eine  Oktave  erhöht,  und  ebenso  lassen  sich  die  Dreiklänge  der  zweiten 
Reihe  aus  dem  ersten  Dreiklang  derselben  Reihe  ableiten.  Man  nennt 
die  Dreiklange  der  ersten  Reihe  die  harten  Dreiklange,  die  der  zweiten 
6  die  f  weichen  Dreiklänge.  Man  nennt  femer  den  ersten  Dreiklang 
in  jeder  der  beiden  Reihen  die  erste  Lage,  den  zweiten  die  zweite 
Lage,  den  dritten  die  dritte  Lage  des  harten  oder  weichen  Dreiklanges. 
Es  giebt  also  nur  zwei  wesentlich  verschiedene  Dreiklange: 

1.  den  harten  Dreiklang,  welcher  in  seiner  ersten  Lage  aus  einer 
grossen  und  einer  darauf  folgenden  kleinen  Terz  besteht^  mit  den  Ton- 
verhältnissen: 

4:5:6, 
zum  Beispiel 

c   e    g] 

2.  den  weichen  Dreiklang,  welcher  in  seiner  ersten  Lage  aus 
einer  kleinen  und  einer  darauf  folgenden  grossen  Terz  besteht,  mit  den 
Tonverhältnissen : 


oder  in  ganzen  Zahlen: 

.1  .  1  .  i 

6    •    6    •    4» 

10:12:15, 

zum  Beispiel 

e     g      h. 

Man  nennt  den  Ton,  welcher  bei  der  ersten  Lage  der  tiefste  ist, 
den  Grundton  des  Dreiklanges.  Femer  nennt  man  den  harten  (oder 
weichen)  Dreiklang  selbst,  so  wie  jeden  Akkord,  der  aus  ihm  dadurch 
hervorgeht,  dass  man  beliebige  Töne  desselben  um  beliebig  viele 
Oktaven  erhöht  oder  vertieft,  oder  beliebig  viele  dieser  Oktaven  hin- 
zufügt, den  Durakkord  (oder  Mollakkord),  und  zwar  den  c-Durakkord 
(oder  c -Mollakkord)  wenn  c  der  Grundton  ist;  so  zum  Beispiel  ist 
c  e  g  c  ein  c-Durakkord,  e  g  h  e  ein  «-Mollakkord.  Es  giebt  also 
nur  zwei  wesentlich  verschiedene  konsonirende  Akkorde,  den  Dur- 
akkord und  den  Mollakkord. 

Anm.  Unter  den  dissonirenden  Akkorden  ist  der  Akkord  mit  den  Ton- 
verhältnisBen 

4:6:6:7, 
zmn  Beispiel 

c    e    g    h* 

derjenige,  welcher  sich  dnrch  die  kleinsten  Zahlen  ausdrücken  l&sst,  und  welcher 
daher  unter  den  dissonirenden  Akkorden  der  wohlklingendste  ist.  Er  heisst  Sep- 
timenakkord.  Als  dissonirender  Akkord  muss  er  sich  in  einen  darauf  folgenden 
konsonirenden   auflösen,  dass  heisst,  seine   sämmtlichen  Dissonanzen  müssen  in 
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darauf  folgende  Konsonanzen  übergehen.  Es  löst  sich  jener  Akkord  (c  e  g  b^ 
auf  in  den  f-dui-  oder  /'-moll-Akkord;  indem  c  unverändert  bleibt,  e  und  g  in  f 
übergehen  und  h*  in  die  Dur-  oder  Moll-Terz  von  f  übergeht. 

8.  Diatonische  Tonleiter,  (yivog  diatovtxov^  Durskala.) 
Wenn  man  zu  einem  Tone  die  beiden  Töne  hinzunimmt,  welche  um 
eine  Quinte  und  Quarte  höher  liegen^  und  auf  diesen  drei  Tonen  die 
Durakkorde  aufbaut^  so  erhält  man  die  diatonische  Tonleiter  (Dur- 
skala)^  und  zwar  nennt  man  den  Ton^  Ton  dem  man  ausginge  den  Grund- 
ton t  der  Tonleiter.  Ist  c  der  Grundton,  so  ist  g  die  Quinte,  /*  die  6 
Quarte  desselben,  die  drei  auf  ihnen  gebaute  Akkorde  sind 

Diese  Töne  nach  ihrer  Höhe  geordnet  geben  die  Tonleiter 

cdefgahc  ^ 

mit  den  Schwingungszahlen: 

1        ».AA       s.Ai§9 

^  848  288         ^> 

oder  in  ganzen  Zahlen: 

24    27    30    32    36    40    45   48; 


die  aufeinander  folgenden  Intervalle  sind, 


1         10       16  ».10  9.        16 

8  9        15  8  9  8         ib) 


SO  dass,  wie  wie  wir  oben  fanden,  zwischen  c  und  /*,  und  ebenso 
zwischen  h  und  c,  das  Intervall  eines  halben  Tones  \l  liegt,  die  übrigen 
Intervalle  sind  die  ganzen  Töne  |  und  y. 

9.  Chromatische  Tonleiter,  (ydvog  xQ(oiiatix6v,)  DaY|-J|  =  y 
ist,  so  bilden  die  beiden  halben  Töne  ^  und  H  zusammengesetzt  einen 
kleinen  ganzen  Ton.  Ebenso  lässt  sich  der  grosse  ganze  Ton  |  zer- 
legen in  H  •  ^,  also  in  zwei  halbe  Töne,  von  denen  der  eine  in  der 
zu  c  gehörigen  harmonischen  Tonreihe  zwischen  h  und  6*,  und  der 
andere  zwischen  e  und  f*  liegt.  Zerlegt  man  auf  diese  Weise  jeden 
ganzen  Ton  der  diatonischen  Tonleiter  in  zwei  halbe,  so  erhalt  man 
eine  Tonleiter  von  zwölf  halben  Tönen,  die  jedoch  von  sehr  verschie- 
dener Gh-össe  sind.  Man  nennt  eine  Tonleiter  von  zwölf  halben  Tönen, 
welche  zusammen  eine  Oktave  umfassen,  eine  chromatische  Tonleiter. 
Wenn  in  ihr  alle  halben  Töne  von  gleicher  Grösse  sind,  so  sagt  man, 
sie  sei  nach  gleichschwebender  Temperatur  gestimmt  Es  sei  s 
der  halbe  Ton  bei  gleichschwebender  Temperatur,  so  wird  die  chro- 
matische Tonleiter  für  den  Grundton  1  die  folgende  sein 

1,  5,  5*, s^r 

Also  da  die  Tonleiter  eine  Oktave  umfassen  soll,  so  muss  s^*  die 

12* 


180      IV.   Uebenicht  der  Akustik  und  der  niedem  Optik.    Progr.  1864. 
Oktave  des  Grondtons,  also  gleich  2  sein;  somit 


1 


Die  Exponenten  von  s  in  der  obigen  Reihe  sind: 

|0|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12| 
und  die  dazugehörigen  TOne  sind,  wenn  der  erste  Ton  c  ist,  folgende: 


eis 


dis 

es 


I       I 


e\  n^ 


I 


gis\  ^  jais 
OS  \        \    b 


Um  hiermit  die  diatonische  Tonleiter  zu  vergleichen,  sei  n  die 
Schwingungszahl  für  irgend  einen  Ton  derselben,  wenn  der  Grundton  1 
ist^  und  sei  n  gleichfalls  als  Potenz  von  s  darzustellen,  also  n  =  5*, 

1  X 

so  hat  man,  da  s  «=  2     ist,  n  =  2^',  das  heisst 


log.  n  =  ^^  log.  2,  a:  =  j^  log.  n. 


log.  2 

woraus  sich  x  ungefähr  gleich  40  .  log.n  (genauer  <»  39,8631  .  log.  n) 
7  ergiebt.  Setzt  f  man  hier  statt  n  nach  und  nach  die  Werthe  1, 
8  4  3  2  i  V?  2  ®^  "o  erhalt  man  die  Werthe  von  x,  mit  welchen  s 
potenzirt  werden  muss,  um  die  Töne  der  diatonischen  Tonleiter  zu 
geben,  das  heisst^  man  findet  um  wieviel  halbe  Töne  (gleichschwebender 
Temperatur)  jeder  Ton  der  diatonischen  Skala  vom  Grundton  entfernt 
liegt.  Man  findet  dafür,  bis  auf  Hundertstel  eines  halben  Tones  be- 
rechnet, die  Werthe: 

0    2,04    3,86    4,98     7,02    8,84     10,88     12, 
während  die  gleichschwebende  Temperatur  für  die  Töne 

c        d         e         f         g         a  h         c 

die  Werthe: 

0        2         4        5         7  9  11       12 

liefert.     Als  Mass   ist  hierbei  der  halbe  Ton  s  der  gleichschwebenden 
Temperatur  zu  Grunde  gelegt. 

Also  die  Quinte  sollte  nach  der  gleichschwebenden  Temperatur 
7  halbe  Töne  enthalten,  die  reine  Quinte  enthält  aber,  wie  die  erste 
Werthreihe  zeigt,  7,02  halbe  Töne,  die  Quinte  der  gleichschwebenden 
Temperatur  ist  also  um  -^  eines  halben  Tones  zu  tief;  dagegen  ist 
die  grosse  Terz  der  gleichschwebenden  Temperatur  um  ^,  also  etwa 
um  y  eines  halben  Tones  zu  hoch,  Unterschiede,  welche  zwar  einem 
geübten  Ohr  erkennbar,  aber  doch  nicht  gross  genug  sind,  um  den 
Eindruck  der  Konsonanz  wesentlich  zu  stören. 
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§  2.    FortpflanEnng  des  Schalles. 

1.  Fortpflanzungsgeschwindigkeit.  Die  Geschwindigkeit, 
mit  der  sich  der  Schall  fortpflanzt,  ist  für  hohe  and  tiefe  Töne 
dieselbe,  und  beträgt  für  die  atmosphärische  Luft  bei  0^  1024  Pariser 
Fuss  oder  1060  rheinländische  Fuss;  bei  einer  Erhöhung  der  Tem- 
peratur um  1^  G  nimmt  die  Geschwindigkeit^  mit  der  sich  der  SchaU 
durch  die  atmosphärische  Luft  fortpflanzt,  um  1,8  Fuss  zu.  Durch  die 
meisten  übrigen  Körper  pflanzt  sich  der  Schall  mit  grösserer  Ge- 
schwindigkeit fort,  zum  Beispiel  durch  Wasser  4yj-mal,  durch  Marmor 
TV^-mal,  durch  Eisen,  durch  Fichten-  oder  Tannenholz  15-mal  so  rasch 
als  durch  atmosphärische  Luft.  Durch  den  luftleeren  Raum  dringt  er 
gar  nicht  hindurch. 

Die  allgemeine  Formel  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Schalles,  wie  man  sie  durch  die  Theorie  und  durch  die  Beobachtung 
gefunden  hat,  ist 

c  =  y2mgy 

wo  c  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles,  g  der  Fallraum, 
und  m  das  Mass  der  Elasticitöt  für  die  Substanz  ist,  durch  welche  der 
Schall  sich  fortpflanzt.  Wenn  man  nämlich  auf  einen  aus  jener  Sub- 
stanz bestehenden  senkrechten  Gylinder  von  1  Fuss  Höhe  ein  Gewicht 
legt,  was  gleich  ist  dem  Gewicht  des  Cylinders,  so  wird  dadurch  die 
Höhe  des  Cylinders  etwas  verkürzt;  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft 
diese  f  Verkürzung  in  der  ursprünglichen  Höhe,  also  in  1  Fuss,  ent-  8 
halten  ist,  heisst  das  Mass  der  Elasticität  für  die  Substanz*).  (Beob- 
achtungen; Berechnung  Ton  Neuton  und  Laplace.) 

2.  Fortpflanzung  in  Röhren  oder  Stäben.  Da  der  Schall 
in  Verdichtungen  und  Verdünnungen  derjenigen  Substanz  besteht,  durch 
welche  er  sich  verbreitet,  so  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Schalles  gleich  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  eine  in  der  Sub- 
stanz hervorgebrachte  Verdichtung  oder  Verdünnung  durch  dieselbe 
fortpflanzt.  Hat  man  eine  horizontale  Reihe  von  gleich  grossen 
Marmorkugeln,  deren  Mittelpunkte  in  gerader  Linie  liegen,  und  welche 
so  an  Fäden  hängen,  dass  sie  sich  gegenseitig  berühren,  und  man  lässt 
die  erste  Engel  gegen  die  zweite  stossen,  so  würde,  wenn  keine  Kugel 
weiter  vorhanden  wäre,  die  zweite  Eugel  (unter  Voraussetzung  voU- 


*)  Diese  Formel  stiiiiint  auch  für  Luftarten  genau  mit  der  Beobachtung  überein, 
wenn  man  dafür  sorgt,  dass  bei  der  Bestimmung  des  Masses  der  Elasticität  die 
dnrch  die  Znsammendrflckung  erzengte  Wärme  nicht  entweicht. 
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kommener  Elasticitat)  mit  derselben  Oescliwindigkeit  fortfliegen,  mit 
welcher  die  erste  anlangte,  während  diese  stehen  bleibt;  folgen  also 
noch  mehrere  Engeln,  so  wird  nur  die  letzte  abfliegen;  zwischen  der 
Zeit,  wo  die  erste  anprallt,  und  wo  die  letzte  abfliegt,  wird  der  Zeit- 
raum liegen,  während  dessen  sich  die  durch  das  Anprallen  bewirkte 
Verdichtung  bis  zur  letzten  Kugel  fortpflanzt  Also,  da  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit durch  Marmor  etwa  8000'  in  einer  Sekunde 
beträgt,  so  würde  jene  Eugelreihe  8000'  lang  sein  müssen,  wenn  die 
letzte  Kugel  eine  Sekunde  nach  dem  Anprallen  der  ersten  abfliegen 
sollte;  und  wenn  die  letzte  Kugel  noch  eine  feststehende  elastische 
Wand  berührte,  die  senkrecht  gegen  die  Kugelreihe  stände,  so  würde 
sich  die  Verdichtung  wieder  rückwärts  fortpflanzen,  und  die  erste 
Kugel  würde  zwei  Sekunden,  nachdem  sie  anprallte,  wieder  zurückprallen. 
Stellt  man  sich  statt  der  Kugeln  Würfel  vor,  so  hat  man  ein  genaues 
Bild  von  der  Fortpflanzung  der  Verdichtung  durch  Stäbe  und  Rohren. 
Die  Verdünnung  pflanzt  sich  genau  auf  gleiche  Weise  fort,  und  also 
auch  der  SchalL  Man  sieht,  dass  sich  derselbe,  unter  Voraussetzung 
vollkommener  Elasticität,  in  Röhren  oder  durch  Sföbe  ungeschwächt 
fortpflanzen  muss. 

3.  Fortpflanzung  nach  allen  Seiten.  Stellt  man  sich  in  der 
atmosphärischen  Luft  eine  Kugel  vor,  die  sich  plötzlich  nach  allen 
Seiten  hin  ausdehnt,  so  wird  die  umgebende  Luft  verdichtet,  und  diese 
Verdichtung  schreitet  mit  der  Schallgeschwindigkeit  fort;  nach  einer 
Sekimde  bildet  also  die  verdichtete  Luft  eine  Kugelschicht,  deren  Radius 
1024  Fuss  ist.  Man  nennt  diese  fortschreitende  Kugelschicht  eine  Ver- 
dichtungswelle. Wenn  sich  die  Kugel  nun  zusammenzieht,  so  sendet 
sie  jener  Verdichtungswelle   eine  Verdünnungswelle  nach.     Wenn  eine 

9  Reihe  abwechselnder  Verdichtungs-  und  Verdünnungswellen  f  unmittel- 
bar auf  einander  folgen,  so  nennt  man  die  Entfernung  der  Mitte  einer 
Verdichtungswelle  von  der  Mitte  der  nächstfolgenden  Verdichtungswelle 
die  Wellenlänge.  Dabei  nimmt  der  Schall  an  Stärke  in  dem  Masse 
ab,  als  er  sich  über  einen  grösseren  Raum  ausbreitet,  das  heisst,  er 
nimmt  ab,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  zunimmt.  Geht  der  Schall 
an  einem  festen  Körper  vorüber,  so  verbreitet  er  sich  zwar  auch  hinter 
demselben,  nimmt  aber,  indem  er  aus  der  Richtung  des  Wellenradius 
abbiegt,  bedeutend  an  Stärke  ab. 

4.  Gleichzeitigkeit  der  Wellen.  Wenn  in  der  Luft  oder  in 
irgend  einem  elastischen  Körper  beliebig  viele  Systeme  von  Schall- 
wellen zugleich  erregt  werden,  so  pflanzen  sich  diese,  ähnlich  den 
Wasserwellen,  gleichzeitig  fort,  ohne  sich  gegenseitig  zu  stören,  nur 
dass,  wo  sich  zwei  oder  mehrere  Wellen  kreuzen,  die  Verdichtung  die 
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algebraische  Summe  wird  aus  den  durch  die  einzelnen  Wellen  be- 
wirkten Verdichtungen,  wobei  die  Verdünnung  als  negative  Verdichtung 
gerechnet  wird.  Doch  werden  durch  das  Ineinandergreifen  verschie- 
dener Wellensysteme  manche  eigenthümliche  Erscheinungen  hervor- 
gebrachty  wie  die  Eombinationstöne  und  die  Interferenzerscheinungen. 

5.  Echo  und  Resonanz.  Wenn  der  Schall  gegen  die  Oberfläche 
eines  festen  elastischen  Körpers  prallt,  so  wird  dieser  dadurch  gleich- 
falls in  Schwingungen  versetzt;  zugleich  aber  wird  der  Schall  zurück- 
geworfen, und  zwar  so,  dass  die  Fortpflanzungsrichtung  des  zurück- 
geworfenen Schalles  mit  dem  auf  der  Oberfläche  errichteten  Lothe 
einen  gleichen  aber  nach  entgegengesetzter  Seite  liegenden  Winkel 
bildet,  wie  die  Fortpflanzungsrichtung  des  auffallendes  Schalles  (Ein- 
fallsloth,  Einfallswinkel,  Zurückwerfiingswinkel).  Der  zurückgeworfene 
Schall  heisst  Echo  (Widerhall,  Nachhall).  Da  es  keinen  vollkommen 
elastischen  Körper  giebt,  so  theilt  sich  der  Schall,  indem  er  an  die 
Oberfläche  eines  festen  Körpers,  oder  überhaupt  eines  Körpers  stösst, 
der  den  Schall  mit  anderer  Geschwindigkeit  fortpflanzt,  in  drei  Theile: 
der  eine  Theil  dringt  in  den  festen  Körper  ein,  ein  anderer  wird 
zurückgeworfen,  ein  dritter  verschwindet  als  Schall  (wird  absorbirt). 
Wenn  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  den  beiden  aneinander 
gränzenden  Körpern  gleich  gross  ist,  so  findet  gar  keine  Zurück- 
weifung  statt. 

Hieraus  erklärt  sich  die  Wirkung  des  Resonanzbodens,  das  Mit- 
klingen gleichgestimmter  Saiten,  das  Hindurchdringen  des  Schalles  in 
rings  geschlossene  Räume,  die  akustische  Wirkung  der  Brennpunkte 
eines  elliptischen  Saales,  des  Hörrohrs. 

6.  Das  Ohr.  Die  Schallwellen,  welche  aus  der  Luft  zu  dem 
Ohre  gelangen,  werden  zuerst  durch  die  Ohrmuschel  und  den  Gehörs- 
gang concentrirt,  und  erschüttern  das  Trommelfell,  durch  welches  der 
Gehörsgang  geschlossen  ist;  die  Schwingungen  des  Trommelfelles  theilen 
sich  dann  theils  der  Luft  in  der  Trommelhöhle,  theils  einer  Reihe  von 
vier  Knöchelchen  mit,  von  denen  das  erste  (der  Hammer)  mit  dem 
Trommelfell  verwachsen  f  ist.  Von  der  Trommelhöhle  führen  zwei  lo 
mit  elastischen  Häuten  überzogene  Oeffiiungen,  das  sogenannte  runde 
und  ovale  Fenster,  in  das  mit  einer  wässrigen  Flüssigkeit  erfdllte, 
mannigfEtch  verzweigte  Labyrinth,  in  welchem  sich  die  Gehörsnerven 
ausbreiten.  Bei  angespanntem  Hören  wird  nur  das  letzte  der  vier 
Knöchelchen  (der  Steigbügel)  an  das  ovale  Fenster  gedrückt;  dann 
pflanzen  sich  die  Schwingungen  des  Trommelfelles  theils  durch  die 
Luft  der  Trommelhöhle  nach  dem  runden  Fenster  hin  fort,  und  ge- 
langen von  da  zu  den  Gehörsnerven  des  Labyrinths,  theils  pflanzen  sie 
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sich  durch  die  Reihe  der  vier  Enochelcheii;  ohne  erst  durch  dazvrischen- 
tretende  Luft  geschwächt  zu  sein^  zum  ovalen  Fenster  und  Yon  da  zu 
den  Gehörsnerven  fort.  Um  einen  starken  Schall  ohne  Nachtheil  zu 
empfinden,  wird  dagegen  das  Trommelfell  nach  aussen  gezogen  und 
dadurch  das  letzte  der  vier  Knöchelchen  (der  Steigbügel)  vom  OYalen 
Fenster  getrennt.  Dann  dringt  der  Schall  nur  durch  die  Luft  der 
Trommelhöhle  zum  Labyrinth,  und  wird  dadurch  bedeutend  geschwächt 
Ausserdem  kann  der  Schall  auch  durch  die  festen  Theile  des  Kopfes 
unmittelbar  dem  Labyrinth  und  den  darin  befindlichen  Nerven  mii- 
getheilt  werden. 

§  3.    Brregong  der  Töne  durch  Schwingungen. 

1.  Arten  der  Schwingungen.  Die  Töne  werden  am  voU- 
kommensten  hervorgebracht  durch  Schwingungen  länglicher  elastischer 
Körper.  Man  unterscheidet  bei  ihnen  zwei  Hauptarten  von  Schwing- 
ungen: Transversalschwingungen,  bei  welchen  sich  der  Körper 
seitwärts  hin  und  her  biegt,  und  Longitudinalschwingungen,  bei 
welchen  sich  der  Körper  nur  abwechselnd  verlängert  und  verkürzt. 

2.  Gespannte  Saiten.  Wenn  eine  gespannte  Saite  transversal 
schwingt,  und  zwar  so,  dass  innerhalb  derselben  kein  Punkt  in  Ruhe 
bleibt,  so  findet  (wie  Rechnung  und  Beobachtung  ergiebt)  zwischen 
der  Anzahl  der  Schwingungen  in  einer  Sekunde  (n),  der  Länge  der 
Saite  (i),  der  Spannung  derselben  (p)  und  dem  Fallraum  {g)  folgende 
Oleichung  statt: 

2nl  =y2pg. 

Hier  ist  der  FaUraum  g  gleich  15%  Fuss,  und  unter  der  Spannung  p 
ist  das  spannende  Gewicht  dividirt  durch  das  Gewicht  von  einem  Fuss 
der  Saite  verstanden. 

Soll  zum  Beispiel  eine  Saite  von  1  Fuss  Länge  512  Schwingungen 
in  einer  Sekunde  machen,  so  wird  2nl  =  2  .  512  =  2^®.  Nimmt  man 
dann  der  einfachen  Rechnung  wegen  ^  =  16  =  2*  an,  so  ergiebt  sich 
p  =  2^^'y  das  heisst,  das  spannende  Gewicht  muss  2^^-mal  so  gross  sein 
als  das  der  Saite. 

Lässt  man  von  einer  Saite,  ohne  ihre  Spannung  zu  verändern, 
nur  die  Hälfte  oder  y,  oder  y^  u.  s.  w.  schwingen,  so  bleibt  y2pg 
unverändert,  also  wird  die  Anzahl  der  Schwingungen  2-mal,  3-mal, 
11  4rmal  so  f  gross,  als  wenn  die  ganze  Saite  schwingt,  und  so  fort, 
und  man  erhält  also  dann  nach  und  nach  die  ganze  Reihe  der  har- 
monischen Töne,  zu  welcher  der  Ton  der  ganzen  Saite  der  Grundton 
ist  (Monochord). 
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3.  Schwingungsknoten.  Eine  Saite  kann  auch  so  schwingen, 
dass  sie  sich  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile  theilt;  deren  jeder  für  sich 
schwingt,  wobei  jedoch  die  Saite  immer  stetig  gekrümmt  bleibt,  ohne 
irgend  wo  einen  Winkel  zu  bilden.  Man  nennt  die  Punkte,  in  welchen 
die  schwingenden  Theile  aneinander  stossen,  und  welche  selbst  in  Ruhe 
bleiben,  Schwingungsknoten.  Ja,  es  ist  möglich,  die  Saite  so  zu 
bewegen,  dass  sie  als  Ganzes  schwingt,  und  sich  doch  zugleich  in  eine 
Anzahl  gleicher  Theile  theilt,  welche  ausserdem  für  sich  schwingen; 
so  dass  neben  dem  Haupttone,  den  die  Saite  giebt,  wenn  sie  als 
Ganzes  schwingt^  noch  einer,  ja  selbst  mehrere  Töne  mitklingen  können, 
welche  zu  dem  flaupttone  harmonisch  sind.    (Aeolsharfe,  Mageolettöne.) 

4.  Transversal  schwingende  Stäbe  können  gleichfalls  mit  oder 
ohne  Schwingungsknoten  schwingen;  wenn  sie  ohne  Schwingungsknoten 
schwingen,  so  verhält  sich  die  Anzahl  der  Schwingungen  umgekehrt 
wie  das  Quadrat  der  Länge.     (Physharmonika.) 

5.  Eine  transversal  schwingende  Scheibe  schwingt  stets  in 
Abtheilungen,  welche  durch  ruhende  Linien,  die  Enotenlinien  heissen, 
getrennt  sind,  und  zwar  so,  dass  die  Scheibe  immer  stetig  gekrümmt 
ist.  Die  Enotenlinien  werden  durch  hinaufgestreuten  Sand  leicht  sicht- 
bar gemacht,  und  bilden  dann  die  sogenannten  Elangfiguren. 

6.  Für  die  Longitudinalschwingungen  einer  an  beiden  Seiten 
freien  Säule  von  beliebiger  Substanz  gilt  die  Formel 

2nl  =  c, 

wo  c  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  durch  die  Sub- 
stanz des  Körpers  bedeutet;  oder  wenn  wir  för  c  seinen  Werth  aus 
§  2, 1  setzen 

2nl=y2mg, 

also  dieselbe  Formel  wie  for  Saiten,  nur  dass  statt  der  Spannung  p 
das  Mass  der  Elasticität  m  eintritt.  Bei  einer  Säule,  die  an  einem 
Ende  gegen  eine  feste  Wand  stösst,  ist  die  Anzahl  der  Longitudinal- 
schwingungen dieselbe,  wie  bei  einem  doppelt  so  langen  Stabe,  der  an 
beiden  Enden  frei  ist. 

Es  lassen  sich  alle  diese  Beziehungen  leicht  aus  der  Betrachtung 
der  Schwingungsweise  unmittelbar  ableiten.  Li  der  That,  wird  dem 
einen  Ende  eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes  auf  irgend  eine  Weise 
eine  momentane  Verdichtung  mitgetheilt,  die  man  sich  zunächst  nur 
auf  eine  unendlich  dünne  Schicht  ausgedehnt  denken  kann,  so  pflanzt 
sich  diese  mit  der  Geschwindigkeit  c  nach  dem  andern  Ende  fort;  dort 
kann  die  verdichtete  Schicht  sich  ausdehnen;  sie  dehnt  sich  aber  nicht 
bloss  so  weit  aus,  bis  sie  ihre  natürliche  Dichtigkeit  wieder  erreicht 
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hat,  sondern  nach  dem  Tragheitsgesetz  dehnt  sie  sich  noch  weiter  aus; 
12  sie  wird  also  eine  verdünnte  f  Schicht  werden;  diese  Yerdünnnng 
schreitet  dann  wieder  mit  der  Geschwindigkeit  c  nach  dem  ersten  Ende 
zurück,  wo  die  Schicht  sich  dann  zusammenzieht  und  eine  yerdichtete 
Schicht  wird;  und  so  fort. 

Betrachtet  man  eins  der  beiden  Enden,  so  hat  sich  zwischen  zwei 
auf  einander  folgenden  Verdichtungen,  das  heisst  während  ein^ 
Schwingung,  die  Welle  auf  der  Länge  des  Stabes  einmal  hin  und  her 
bewegt,  hat  also  den  Weg  2  {  gemacht,  also  macht  sie  bei  n  Schwingungen, 
das  heisst  in  einer  Sekunde,  den  Weg  2  n{;  da  aber  die  Oeechwindig- 
keit  c  ist,  das  heisst^  da  die  Welle  in  einer  Sekunde  den  Weg  c  macht^ 
so  muss  2n2  «=  c  sein.  Hierbei  wird  der  Stab  sich  abwechselnd  ver- 
längern und  verkürzen,  nämlich  sich  verlängern,  wenn  die  Schicht  am 
Ende  des  Stabes  sich  ausdehnt,  sich  verkürzen,  wenn  diese  Schicht  sich 
verdichtet.  Durch  diese  Verlängerungen  und  Verkürzungen  wird  aber 
die  das  Stabende  begränzende  Luft  abwechselnd  verdichtet  und  ver- 
dünnet, und  also  ein  Schall  in  ihr  erregt  Stösst  der  Stab  an  einem 
Ende  gegen  eine  feste  Wand,  so  wird  die  Verdichtungs welle  dort 
zurückgeworfen,  und  es  muss  also  während  einer  Schwingung  die  Ver- 
dichtung viermal  den  Stab  durchlaufen;  die  Schwingungszahl  für  einen 
solchen  Stab  wird  also  dieselbe,  wie  die  für  einen  doppelt  so  langen, 
beiderseits  freien  Stab. 

Sind  n  und  {  bekannt,  so  kann  man  daraus  c  finden,  und  hat  also 
dadurch  ein  sehr  einfaches  Mittel,  um  die  Schallgeschwindigkeit  zu 
bestimmen. 

7.  Theilung  der  Longitudinalschwingungen.  Auch  der 
longitudinal  schwingende  Stab  kann  sich  in  mehrere  Theile  theilen, 
deren  jeder  für  sich  schwingt,  und  zwar  muss  sich  dabei  der  an  beiden 
Enden  freie  Stab  in  lauter  gleiche  Theile  theilen,  von  denen  ein  jeder 
sich  verkürzt,  während  die  angrenzenden  Theile  sich  verlängern;  da^  wo 
die  einzelnen  Theile  aneinander  gränzen,  liegen  also  keine  Schwingungs- 
knoten, sondern  hier  finden  gerade  die  stärksten  Bewegungen  statt, 
während  diese  in  der  Mitte  der  einzelnen  Theile  am  schwächsten  sind. 
Die  Töne,  welche  durch  Theilung  hervorgehen,  müssen,  wie  bei  den 
Saiten,  die  Reihe  der  harmonischen  Töne  bilden.  Wenn  ein  longitu- 
dinal schwingender  Stab,  der  an  dem  einen  Ende  gegen  eine  feste 
Wand  stösst,  sich  theilt,  so  kann  er  sich  nur  so  theilen,  dass  alle 
übrigen  Theile  einander  gleich  sind,  der  an  die  feste  Wand  stossende 
Theil  aber  halb  so  gross  ist;  wenn  man  die  Anzahl  dieser  Theile 
von  1  ausgehend  nach  und  nach  vermehrt,  so  müssen  die  hervor- 
gebrachten  Töne   sich   wie  1:3:5  u.  s.  w.,  also   wie   die   ungeraden 
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Zahlen  yerhalten,  und  man  erhalt  eine  Reihe  von  harmonischen  Tönen, 
in  welchen  die  sämmtlichen  Oktaven  fehlen. 

8.  Blaseinstrumente  nennt  man  diejenigen,  in  welchen  die 
Schwingungen  einer  Luftsäule  entweder  für  sich,  oder  verbunden  mit 
denen  eines  festen  Körpers,  den  Ton  liefern  (reine,  gemischte).  Die 
Schwingungen  der  Luftsäule  sind  stets  Longitudinalschwingungen,  und 
es  gelten  für  sie  die  oben  entwickelten  Oesetze  dieser  Schwingungen. 
Doch  gelten  diese  Gesetze  hier  nur  annähernd,  da  der  Widerstand  der  18 
äusseren  Luft,  der  bei  festen  Körpern  zu  vernachlässigen  ist,  hier 
einigen  Einfluss  übt. 

Die  reinen  Blaseinstrumente  sind  Röhren,  die  entweder  nur  an 
einem  Ende,  oQer  an  beiden  Enden  offen  sind,  und  in  welchen  die 
Schwingungen  der  Luftsäule  in  der  Röhre  durch  einen  schmalen  Luft- 
strom erregt  werden,  welcher  so  gegen  die  Oe&ung  geblasen  wird, 
dass  ein  Theil  desselben  in  die  Röhre  gelangen  und  die  Luft  verdichten, 
ein  anderer  dagegen  die  aus  der  Röhre  strömende  Lufk  mit  sich  fort- 
führen kann.  Li  den  an  beiden  Seiten  offenen  Röhren,  wie  bei  den 
offenen  Labialpfeifen  der  Orgel  und  { bei }  der  Flöte,  ist  die  schwingende 
Luftsäule  als  ein  an  beiden  Enden  freier  Stab  zu  betrachten,  und  es 
gilt  daher  für  sie  die  Formel  2nl  =  c.  Ist  die  Röhre  mit  atmosphäri- 
scher Luft  von  0®  gefüllt,  so  ist  c  =  1024  Pariser  Fuss,  also  ist  dann 
2nl  =  2^^.  Ist  zum  Beispiel  die  Pfeife  32  Fuss  lang,  also  2Z  =  2«, 
so  wird  n  =  2^  =  16;  das  heisst,  eine  32-füs9ige  offene  Pfeife  giebt  den 
Ton,  der  16  Schwingungen  in  einer  Sekunde  macht,  das  heisst  den 
Ton  Q,  oder  das  32-fassige  G  (§  1,  2). 

In  den  nur  an  einer  Seite  offenen  Röhren,  den  gedeckten  Labial- 
pfeifen der  Orgel,  ist  die  schwingende  Lufksäule  als  ein  gegen  eine 
feste  Wand  stossender  Stab  zu  betrachten,  und  der  Ton  ist  also  der- 
selbe wie  bei  einer  doppelt  so  langen  offenen  Pfeife. 

9.  Bei  den  gemischten  Blaseinstrumenten  wirkt  ausser  der 
schwingenden  Luftsäule  noch  ein  schwingender  fester  Körper  auf  die 
Erzeugung  des  Tones  ein.  Bei  einigen  derselben  dienen  die  Schwingungen 
des  festen  Körpers  nur  dazu,  um  nach  der  Willkür  des  Blasenden 
eine  Theilung  der  Luftsäule  zu  bewirken.  Hierhin  gehört  zuerst  das 
Hom,  die  Trompete  und  die  Posaune,  bei  welchen  die  Lippen  des 
Blasenden  durch  ihre  Schwingimgen  die  Theilung  der  Luftsäule  nach 
Willkür  bewirken,  und  daher  die  Reihe  der  harmonischen  Töne  in 
grösster  Vollständigkeit  hervorgebracht  werden  kann.  Femer  gehören 
dahin  die  Klarinette,  die  Hoboe  und  das  Fagott,  bei  welchen  ein 
oder  zwei  Rohrblättchen,  welche  in  das  Mundstück  eingesetzt 
sind,    und   welche    für    sich    keine    Töne   hervorzubringen   vermögen, 
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unter  dem  Einflass  der  Lippen  des  Bläsers  die  Theilong  der  Lnfltaale 
bewirken. 

Wesentlich  yerschieden  Ton  diesen  Instrumenten  sind  diejenigen, 
bei  welchen  der  schwingende  Körper  (die  Zunge)  schon  für  sich  einen 
Ton  zu  geben  vermag,  der  dann  durch  die  im  Einklang  oder  in  Har- 
monie mit  ihm  schwingende  Luftsäule  verstärkt  oder  modificirt  wird. 
Hierhin  gehören  die  Zungenpfeifen  der  Orgel,  so  wie  auch  das  Stimm- 
organ des  Menschen. 

10.  Die  menschliche  Stimme  wird  durch  eine  der  Zungen- 
pfeife ähnliche  Vorrichtung  hervorgebracht.  Nämlich  über  den  oberen 
Theil  der  Luftröhre,  den  Kehlkopf,  sind  zwei  elastische  Häute,  die 
14  Stimmbänder,  gezogen,  welche  willkürlich  gespannt  f  werden  können, 
und  im  Zustande  der  Spannung  nur  eine  schmale  Ritze,  die  Stimm- 
ritze, zwischen  sich  lassen,  sodass  die  Luft  aus  der  Luftröhre  dann 
nur  durch  die  verengte  Stimmritze  hindurchdringen  kann.  So  lange 
die  Stimmbänder  nicht  gespannt  sind,  geht  die  Luft  ohne  Tonbildung 
zur  Luftröhre  ein  und  aus;  sobald  sie  aber  gespannt  sind,  entstehen 
durch  die  ausströmende  Luft  Schwingungen  der  Stimmbänder,  die  um 
so  schneUer  auf  einander  folgen,  und  also  um  so  höhere  Töne  erzeugen, 
je  stärker  die  Stimmbänder  gespannt  sind.  Bei  den  Falsetttönen 
schwingen  nur  die  an  die  Stimmritze  gränzenden  Ränder  der  Stimm- 
bänder. 

Die  Stimmbänder  setzen  zugleich  die  in  der  Mundhöhle  befindliche 
Luft  in  Schwingungen,  es  entstehen  dadurch  leise  Neben  töne,  welche 
je  nach  der  Form,  die  man  der  Mundhöhle  giebt,  verschieden  aus- 
fallen, und  welche  der  Reihe  der  harmonischen  Töne  angehören,  die 
den  Ton  der  Stimmbänder  zum  Grundton  hat.  Auf  diese  Weise  ent- 
stehen die  Vokale.  Ein  aufmerksames  Ohr  hört  leicht  beim  Ueber- 
gange  von  u  durch  ü  zum  i  eine  Reihe  leiser  harmonischer  Nebentöne, 
welche  vom  zweigestrichenen  c  bis  zum  fünfgestrichenen  c  fortschreiten 
können,  und  welche  man  bei  denselben  Mundstellungen  auch  für  sich 
hervorbringen  kann.  Beim  Vokale  a  klingt  eine  ganze  Reihe  der  har- 
monischen Nebentöne  mit,  welche  das  Ohr  in  der  Regel  noch  bis  zur 
vierten  Oktave  vom  Grundton  aus  wahrnehmen  kann,  so  dass  also  bei 
dem  a  ein  voller  Akkord  von  Nebentönen  mitklingt.  Hierdurch  ist 
zugleich  der  Uebergang  von  a  durch  o  zu  u,  sowie  der  von  a  durch  e 
zu  /,  oder  durch  ö  zu  ü  erklärt 

Unter  den  Konsonanten  sind  die  semivocales  noch  von  einem 
Stimmtone  begleitet;  bei  den  mutis  fehlt  der  Stimm  ton,  und  die  Neben- 
töne treten  nicht  mehr  rein,  sondern  mit  einer  Menge  unharmonischer, 
schwer  von  einander  unterscheidbarer  Töne  vermischt  hervor,  und  zwar 
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die  Nebentone  des  a  bei  den  Eehllauten^  die  des  e  nnd  i  bei  der  Reihe 
der  (Gaumenlaute,  die  des  u  und  ü  bei  den  Lippenlauten;  während  bei 
den  Zungenlauten  die  höchsten  (zischenden)  Nebentöne,  die  keinem 
Vokale  mehr  angehören,  hervortreten. 


Optik.  16 

§  1.    OptiBohes  G^mndgeBetB. 

1.  Das  Licht  verbreitet  sich,  so  lange  es  in  demselben 
durchsichtigen  Mittel  bleibt,  geradlinigt  und  zwar  im  luft- 
leeren Räume  am  schnellsten,  nämlich  mit  einer  Geschwin- 
digkeit von  etwa  42000  Meilen  in  einer  Sekunde.  Dabei  wird 
e^  um  so  schwächer,  je  grösser  die  Fläche  ist,  über  die  es 
sich  ausbreitet. 

2.  Die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  luftleeren  Räume 
hat  man  zuerst  durch  die  Verfinsterungen  der  Jupiterstrabanten  be- 
stimmt. Der  nächste  dieser  vier  Trabanten  wird  bei  jedem  Umlauf 
um  den  Jupiter  einmal  verfinstert,  nämlich,  wenn  er  in  den  Schatten 
des  Jupiters  tritt;  der  Zeitraum  von  einer  Verfinsterung  zur  nächst 
folgenden  beträgt  42  St.  28  M.  35  S.  Beobachtet  man  nun  eine  Ver- 
finsterung, wenn  die  Erde  dem  Jupiter  am  nächsten  steht,  und  wieder 
wenn  sie  am  entferntesten  steht,  das  heisst  nach  etwa  einem  halben 
Jahre,  so  erfolgt  die  letztere  Verfinsterung  gegen  die  erste  gerechnet 
ungefähr  1000  Sekunden  zu  späi  Also  muss  das  Licht  1000  Sekunden 
gebrauchen  um  den  Durchmesser  der  Erdbahn,  das  heisst  einen  Weg 
von  42  Millionen  Meilen  zu  durchlaufen,  also  eine  Sekunde  für  den 
Weg  von  42000  Meilen. 

Ein  Mittel,  um  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  der  atmo- 
sphärischen Luft,  oder  auch  in  anderen  Substanzen  zu  bestimmen, 
liefert  die  Aberration  des  Lichtes.  Es  sei  S  der  wirkliche  Ort 
des  Sternes,  Ä  die  Mitte  des  Objektivglases  eines  Fernrohres,  B  die 
Mitte  des  Okulars,  und  sei  das  Femrohr  nach  dem  wirklichen  Ort  des 
Sternes,  nach  S,  hingerichtet,  so  dass  SAB  eine  gerade  Linie  bildet. 
Der  von  S  auf  Ä  fallende  Lichtstrahl  würde,  wenn  das  Femrohr  fest- 
stände, nach  B  gelangen;  angenommen  nun,  das  Femrohr  bewegte  sich 
parallel  in  einer  Richtung  fort,  die  senkrecht  gegen  die  Axe  AB  des 
Femrohrs  wäre,  und  zwar  so  rasch,  dass,  während  das  Licht  den  Weg 
von  A  nach  B  zurücklegt,  das  Femrohr  von  AB  nach  aß  gerückt  ist, 
so  wird  der  Punkt  B  jetzt  nicht  mehr  in  der  Mitte  des  Okulars  liegen, 
sondern  um  Bß  davon  entfernt;  Bß  zu  BA  verhält  sich  dann  wie  die 
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Oeschwindigkeit  der  Lichtbewegong  zu  der  Geschwindigkeit  der  Fem- 
rohrbewegimg.  Das  Fernrohr  befindet  sich  nun  auf  der  Erde,  die  sich 
16  mit  einer  Geschwindigkeit  von  4^1  Meilen  in  f  der  Sekunde  bewegt 
Befindet  sich  also  der  Stern  in  einer  gegen  diese  Bewegongsrichtung 
senkrechten  Richtung,  so  ist  Bß  senkrecht  za  AB,  und  es  verhält  sich 
Bß  zu  BA  wie  4^  Meilen  zu  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das 
Licht  die  im  Femrohr  enthaltene  Luft  durchläuft.  Nun  ist  das  Yer- 
hältniss  von  Bß  zu  BA  durch  den  Winkel  BAß  bekannt,  das  heuBst 
durch  den  Winkel,  den  die  Richtimg,  in  welcher  der  Stern  wirklich 
liegt,  mit  d^r  Richtung  bildet,  in  welcher  er  durch  das  Femrohr 
gesehen  erscheint,  woraus  sich  dann  die  Lichtgeschwindigkeit  be- 
rechnen lässt. 

3.  Schatten.  Durch  die  geradlinigte  Fortpflanzung  des  Lichtes 
wird  der  Schatten  eines  undurchsichtigen  Körpers  bedingt.  Kern- 
schatten  nennt  man  den  Raum,  in  welchen  von  keinem  Punkte  des 
leuchtenden  Körpers,  Halbschatten  den  Raum,  in  welchen  nur  von 
einem  Theile  des  leuchtenden  Körpers  Licht  gelangen  kann. 

4.  Camera  obscura.  Wenn  in  ein  dunkles  Zimmer  nur  durch 
eine  kleine  kreisförmige  Oefhung  Licht  gelangen  kann,  so  bildet  sich 
jeder  Lichtpunkt  auf  der  gegenüberstehenden  Wand  als  ein  schwach 
erleuchteter  Kreis  ab,  und  jeder  lichtausstrahlende  Gegenstand  bildet 
sich  auf  der  Wand  verkehrt  ab,  und  zwar  mit  schattirten  Umrissen, 
welche  Ton  dem  Halbschatten  herrühren,  den  die  Ränder  der  Oeffiiung 
werfen.  Dieselbe  Erscheinung  tritt  auch  bei  anders  gestalteten  Oeff- 
nungen  ein,  wobei  nur  die  Umrisse  anders  schattirt  erscheinen. 

5.  Erleuchtung.  Da  das  Licht  um  so  schwächer  wird,  je  grösser 
die  Fläche  ist,  über  die  es  sich  ausbreitet,  so  muss  das  Licht  in  der 
doppelten  oder  dreifachen  Entfernung  vier-  oder  neunmal  schwächer 
sein,  und  wenn  es  auf  eine  Fläche  einmal  senkrecht  auffällt  und  her- 
nach unter  gleichen  Umständen  schief  auffallt^  so  dass  die  einfallenden 
Strahlen  mit  dem  senkrecht  einfallenden  (dem  Einfallslothe)  einen 
Winkel  (den  Einfallswinkel)  bilden,  so  muss  sich  die  Erleuchtung  im 
ersten  Falle  zur  Erleuchtung  im  zweiten  verhalten  wie  die  auffallende 
Lichtmenge  zu  ihrem  senkrechten  Durchschnitt,  das  heisst:  Die  Er- 
leuchtung verhält  sich  umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung von  der  Lichtquelle  und  direkt  wie  der  Cosinus  des 
Einfallswinkels. 

§  2.    KatoptriBoheB  Ghrandgesets. 
1.   Ein  Lichtstrahl,   welcher   auf  eine  spiegelnde   Fläche 
fällt,  wird  so  zurückgeworfen,  dass  der  einfallende  und  der 
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zurückgeworfene  (reflektirte)  Strahl  mit  dem  Einfallslothe 
gleiche  aber  entgegengesetzt  liegende  Winkel  bilden^  oder: 
der  Reflexionswinkel  ist  dem  Einfallswinkel  gleich  aber  ent- 
gegengesetzt liegend.     (Akustik  §  2,  5.) 

2.  Ebene  Spiegel.    Das  Bild  eines  leuchtenden  Punktes  in  einem 
ebenen  Spiegel  findet  man,  wenn  man  das  von  jenem  Punkte  auf  den 
Spiegel  gefällte  Loth  f  um  sich  selbst  yerlängert.    Dann  ist  der  End-  17 
punkt  dieser  Verlängerung  der  Ort  des  Bildes. 

Denn  wenn  Ton  dem  leuchtenden  Punkte  irgend  ein  Strahl  auf 
den  Spiegel  fällt,  so  muss  die  rückg^lngige  Verlängerung  des  reflektirten 
Strahles  durch  den  genannten  Punkt  gehen,  weil  die  beiden  so  ent- 
stehenden Dreiecke  kongruent  werden. 

3.  Erleuchtung.  Wenn  das  Licht  von  einem  leuchtenden  Körper 
auf  eine  Fläche  fällt,  welche  unregelmässig  verlaufende  Erhöhungen 
und  Vertiefungen  darbietet,  so  erscheint  kein  Bild  des  Körpers,  sondern 
das  Licht  wird  von  der  Fläche  nach  allen  Seiten  hin  zurückgeworfen. 
Man  nennt  dann  diese  Fläche  erleuchtet. 

§  3.    DioptrisoheB  GhrondgesetB. 

1.  Ein  Lichtstrahl,  welcher  in  ein  anderes  Mittel  eintritt, 
wird  so  gebrochen,  dass  der  einfallende  Strahl,  der  gebrochene 
Strahl  und  das  Einfallsloth  in  Einer  Ebene  liegen,  und  sich 
der  Sinus  des  Einfallswinkels  zum  Sinus  des  Brechungs- 
winkels verhält,  wie  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im 
ersten  Mittel  zu  der  im  zweiten. 

2.  Brechungsexponent.  Wenn  man  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes  im  luftleeren  Räume  durch  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in 
irgend  einem  Mittel  dividirt,  so  nennt  man  den  so  erhaltenen  Quo- 
tienten den  Brechungsexponenten  dieses  Mittels.  Ist  dieser  Brechungs- 
exponent n,  und  ist  a  der  Einfallswinkel,  a  der  Brechungswinkel,  so  ist 

sin  a  =  n  sin  a. 

Beispiel.  Der  Brechungsexponent  der  atmosphärischen  Lufb  ist 
1,0003,  des  Wassers  J,  des  Kronglases  (bleifreien  Glases)  |,  des  Flint- 
glases (bleihaltigen  Glases)  |  bis  2,  des  Diamantes  |.  Li  der  Regel 
(aber  nicht  immer)  geht  das  Licht  in  einem  dichteren  Mittel  langsamer 
als  in  einem  dünnem. 

3.  Gränzwinkel.  Wenn  der  Sinus  des  Einfallswinkels  sich  zur 
Einheit  verhält,  wie  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  ersten  Mittel 
zu  der  im  zweiten,  so  wird  der  Brechungswinkel  ein  rechter,  und  die 
gebrochenen  Strahlen  gleiten  an  der  Gränzfläche  beider  Mittel  hin.    Ein 
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solcher  Winkel  heisst  Gränzwinkel  der  Brechung;  zum  Beispiel  Ton 
Flintglas  zu  Luft  ist  der  Gränzwinkel  30^.  Wenn  der  EinfEdlswinkel 
grosser  ist  als  der  Gränzwinkel  der  Brechung,  so  findet  gar  keine 
Brechung  statt.  Nur  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  sich  beim 
Uebergange  beschleunigt,  kann  es  einen  Ghränzwinkel  geben. 

4.  Theilung  des  Lichtes.  Wenn  Licht  auf  einen  Körper  fallt, 
so  theilt  es  sich  in  drei  Theile:  ein  Theil  wird  reflektirt,  ein  anderer 
gebrochen,  ein  dritter  Theil  wird  absorbirt^  das  heisst,  geht  als  Licht  ganz 

18  verloren.  Nur  wenn  es  einen  Gränzwinkel  der  Brechung  f  giebt^  und 
der  Einfallswinkel  grösser  ist  als  dieser  Gränzwinkel,  wird  alles  Licht 
entweder  reflektirt  oder  absorbirt;  die  Reflexion  heisst  dann  Total- 
reflexion. 

Wann  heisst  der  Körper  undurchsichtig,  durchsichtig,  schwarz, 
weiss?  Giebt  es  Körper,  die  eine  dieser  Eigenschaften  in  vollkommenem 
Maasse  besitzen? 

5.  Parallelglas.  Durch  ein  von  parallelen  Ebenen  begianztes 
Mittel  wird  jeder  hindurchgehende  Lichtstrahl  zweimal  und  zwar  so 
gebrochen,  dass  durch  die  zweite  Brechung  der  Lichtstrahl  dieselbe 
Richtung  erlangt,  die  er  ursprünglich  hatte. 

6.  Prisma.  Durch  ein  Mittel,  welches  von  zwei  nicht  parallelen 
Ebenen  begränzt  wird,  (durch  ein  Prisma)  wird  ein  hindurchgehender 
Lichtstrahl  zweimal  so  gebrochen,  dass  der  einfallende  Strahl  und  der 
herauskommende  gehörig  verlängert  einen  Winkel  bilden.  Dieser  Winkel 
heisst  der  Ablenkungswinkel;  der  Winkel,  welchen  die  beiden  Ebenen 
gehörig  erweitert  bilden,  heisst  der  brechende  Winkel  des  Prismas. 
Ein  Prisma,  dessen  brechender  Winkel  doppelt  oder  mehr  als  doppelt 
so  gross  ist  als  der  Gränzwinkel  der  Brechung,  lässt  keinen  Lichtstrahl 
hindurch. 

7.  Der  wichtigste  Fall  fQr  die  Brechung  durch  ein  Prisma  ist  der 
Fall,  wo  der  einmal  gebrochene  Strahl  in  der  senkrechten  Durch- 
schnittsebene des  Prismas  so  liegt,  dass  er  mit  den  Wänden  des  Prismas 
gleiche  Winkel  bildet.  Ist  dann  u  der  Ablenkungswinkel,  k  der  brechende 
Winkel  des  Prismas,  so  findet  man  leicht 

sm  -^—  =  nsmy. 

Da  nun  der  brechende  Winkel  des  Prismas  bekannt  ist,  so  kann 
man  aus  dem  Brechungsexponenten  n  den  Ablenkungswinkel  u,  und 
umgekehrt  aus  dem  Ablenkungswinkel  u  den  Brechungsexponenten  n 
bestimmen.  Und  in  der  That  ist  dies  die  Art^  wie  man  den  Brechungs- 
exponenten durch  Beobachtung  bestimmt. 
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Durch  Beobachtung  ergiebt  sich  auch  leicht,  dass  für  den  ange- 
gebenen Fall  der  Ablenkungswinkel  kleiner  und  die  Menge  des  hin- 
durchgehenden Lichtes  grösser  ist  als  für  jeden  andern  Fall. 

§  4.    Die  Farben. 

1.  Spektrum.  Lässt  man  einen  Sonnenstrahl  auf  ein  Prisma 
fallen  und  fängt  die  von  ihm  gebrochenen  Strahlen  auf  einer  weissen 
Tafel  auf,  so  erscheint  statt  des  Lichtpunktes  eine  yerschieden  gefärbte 
Lichtlinie  (das  Spektrum),  in  welcher  die  Farben  allmählich  in  ein- 
ander übergehen,  und  in  folgender  Ordnung  auf  einander  folgen: 

Roth,  Orange,  Gelb,  Grün,  Blau,  (Indigo),  Violett, 
wobei  das  äusserste  Roth,  wenn  der  Versuch  bei  möglichst  klarer  Luft 
angestellt  wird,  ganz  denselben  Farbeneindruck  macht  wie  das  äusserste 
Violett,  und  zwar  liegen  f  die  Farben  so,  dass  das  Roth  die  geringste,  19 
das  Violett  die  grösste  Brechung  erfahren  hat.  Lässt  man  einen 
dieser  farbigen  Strahlen,  zum  Beispiel  den  grünen,  durch  ein  zweites 
Prisma  gehen,  so  wird  er  nicht  mehr  in  yerschiedene  Farben  zerspalten; 
man  nennt  solche  Farben,  die  durch  ein  Prisma  nicht  zerspalten  werden, 
homogene.  Sammelt  man  alle  Farben  des  Spektrums  auf  einen  Punkt, 
so  erscheint  wieder  farbloses  (weisses)  Licht. 

2.  Complementärfarben.  Zu  jeder  homogenen  Farbe  giebt  es 
eine  andere,  welche  mit  ihr  vermischt  farbloses  Licht  giebt,  man  nennt 
zwei  solche  Farben  Complementärfarben.  Es  lassen  sich  die  Farben 
so  auf  den  Umfang  eines  Kreises  yertheilen,  dass  je  zwei  auf  demselben 
Durchmesser  stehende  Farben  Complementärfarben  sind.  Dann  geben 
je  zwei  andere  Farben  des  Kreises  vermischt  eine  der  Farben,  die  auf 
dem  kürzeren  der  zwischenliegenden  Bogen  sich  befinden.  Zum  Roth 
(Karmin)  ist  die  Complementärfarbe  Ghrün,  zum  Gelb  (Gummigutt), 
Violett  (Blauyiolett),  zum  Blau  (Himmelblau),  Orange. 

3.  Dunkle  Linien  im  Spektrum.  Lässt  man  das  Sonnenlicht 
durch  zwei  parallele  hinter  einander  liegende  Spalten  auf  ein  Prisma, 
dessen  Kante  den  Spalten  parallel  ist,  und  das  so  gebrochene  Licht 
auf  eine  weisse  Tafel  fallen,  welche  mit  der  Kante  des  Prismas  parallel 
ist,  so  erscheint  das  Sonnenspektrum  in  die  Breite  gezogen,  und  man 
bemerkt,  bei  sehr  yollkommenen  Apparaten,  in  dem  Spektrum  eine 
Reihe  dunkler  Linien,  die  der  Kante  des  Prismas  parallel  sind.  Fraun- 
hofer zahlte  mehrere  hundert  solcher  Linien,  von  denen  er  die  deut- 
lichsten mit  den  Buchstaben  B,  C,  , , ,  H  bezeichnete.  B  und  C  liegen 
im  Roth,  D  im  Orange,  E  und  F  im  Grün,  G  und  H  im  Violett. 
Diese  dunklen  Linien,  welche  sich  stets  beim  Sonnenlichte  zeigen,  liefern 
den  Beweis,  dass  das  Sonnenlicht  nicht  alle  homogenen  Farben  entMlt. 

Oraiamann,  Werke,  ü.  S.  13 
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4.  Aehnliche  Erscheinungen  zeigen  sich,  wenn  man  die  durch 
glühende  Körper  hervorgebrachten  Spektra  betrachtet,  nur  dass  man 
hier  statt  der  vereinzelten  dunklen  Streifen,  nur  einzelne  &rbige  Streifen 
erblickt,  ein  Beweis,  dass  das  Licht  derselben  viel  weniger  Arten 
homogenen  Lichtes  enthält  als  das  Sonnenlicht. 

5.  Durch  die  Fraunhoferschen  Linien  hat  man  ein  Mittel,  um  die 
Farben  und  ihre  Brechungsexponenten  genau  zu  bestimmen;  so 
zum  Beispiel  findet  man  für  diejenigen  Farben,  welche  zu  den  Fraun- 
hoferschen Linien  B,  E  und  H  (Roth,  Grün,  Violett)  gehören,  für 
Wasser  die  Brechungsexponenten  1,331     1,336     1,344. 

6.  Aus  der  ungleichen  Brechbarkeit  der  verschiedenen  homogenen 
Farben  folgt,  dass  dieselben  nicht  mit  gleicher  Geschwindigkeit 
durch  die  Körper  dringen. 

Man  nimmt  an,  dass  die  verschiedenen  Farben  durch  den  leeren 
Raum  mit  gleicher  Geschwindigkeit  hindurchgehen;  ebenso  auch  durch 
die  verschiedenen  Luftarten,  weil  die  Luft  keine  Farbenzerstreuung 
20  hervorzubringen  vermag.  Dann  aber  folgt,  dass  unter  den  f  verschie- 
denen Farben  das  Violett  am  schnellsten,  das  Roth  am  langsamsten 
die  verschiedenen  festen  und  flüssigen  Körper  durchlauft. 

7.  Wenn  man  weisses  Sonnenlicht  auf  einen  undurchsichtigen 
Körper  fallen  lasst,  so  heisst  die  Farbe,  in  welcher  er  dann  erscheint, 
seine  natürliche  Farbe.  Lasst  man  weisses  Sonnenlicht  auf  einen 
durchsichtigen  Körper  fallen,  so  heisst  die  Farbe,  welche  die  reflektirten 
Strahlen  geben,  die  natürliche  Farbe  des  Körpers  im  reflektirten  Licht, 
hingegen  die  Farbe,  welche  die  hindurchgehenden  Strahlen  geben,  die 
natürliche  Farbe  des  Körpers  im  durchgehenden  Licht.  Beide  sind  oft 
von  einander  verschieden. 

Die  natürlichen  Körperfarben  sind  nie  vollkommen  homogen,  son- 
dern in  der  Regel  aus  einer  Menge  verschiedener  homogener  Farben 
zusammengesetzt.  Doch  giebt  es  einige  durchsichtige  Körper,  welche 
im  durchgehenden  Lichte  eine  fast  homogene  Farbe  zeigen.  (Glas 
was  durch  Kupfer  roth,  oder  durch  Kobalt  blau  gefärbt  ist.) 


§  5.    Sphärisohe  Spiegel. 

1.  Ein  Segment  einer  Kugelfläche,  dessen  äussere  oder  innere 
Seite  spiegelnd  ist,  heisst  ein  sphärischer  Spiegel,  und  zwar  im 
ersteren  Falle  ein  konvexer  oder  ein  Zerstreuungsspiegel,  im 
zweiten  ein  konkaver  oder  ein  Sammelspiegel  (Brennspiegel,  Hohl- 
spiegel). Die  gerade  Linie,  welche  durch  die  Mitte  des  Spiegels  und 
das  Centrum  der  Kugel  geht,  heisst  die  Axe  des  Spiegels. 
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2.  Brennpunkt.  Es  sei  im  Folgenden  überall  M  die  Mitte  des 
Spiegels^  C  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  also  die  gerade  Linie  CM  die 
Axe,  E  der  Einfallspunkt  eines  Strahles,  ED  die  Tangente  in  Ey 
welche  die  Axe  in  D  trifft,  F  die  Mitte  von  CD.  Nimmt  man  nun 
einen  Strahl  AE  wl,  welcher,  der  Axe  parallel,  in  E  einfällt,  und 
zieht  EFy  so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  der  Einfallswinkel  AEC 
dem  Winkel  CEF  gleich,  und  also  EF  der  reflektirte  Strahl  ist. 
Also  wenn  wir  den  Punkt  D  kurzweg  den  Durchschnittspunkt  der 
Tangente  nennen,  so  folgt: 

Wenn  der  einfallende  StrcM  der  Axe  parallel  ist^  so  durchschneidet 
der  reflektirte  Strahl  die  Axe  in  der  Mitte  etoischen  dem  Centrum  und 
dem  Burchschniüspunlct  der  Tangente, 

Wenn  der  Einfallspunkt  E  am  Rande  des  Spiegels  liegt,  so  heisst 
der  Punkt  F  der  Brennpunkt  der  Rand  strahlen.  Wenn  der  Ein- 
fallspunkt E  in  die  Mitte  M  des  Spiegels  hineinrückt,  so  fällt  der 
Durchschnittspunkt  D  der  Tangente  mit  E  und  A  zusammen,  und  F 
fällt  in  die  Mitte  von  CM.  Deshalb  heisst  die  Mitte  von  CM  der 
Brennpunkt  der  mittleren  Strahlen,  oder  kurzweg  der  Brenn- 
punkt des  Spiegels.  Die  Entfernung  des  Brennpunktes  F  vom 
Centrum  nennt  man  die  Brennweite. 

3.  Bild  eines  Axenpunktes.     Fällt  yon  einem  Punkt  A  der  tl 
Axe  ein  Strahl  AE  auf  den  Spiegel,  und  geht  der  reflektirte  Strahl 
EB  durch  den  Punkt  B  der  Axe,  so  lässt  sich,  indem  man  in  C  eine 
Parallele  mit  der  Tangente  zieht,  durch  die  Aehnlichkeit  der  so  ent- 
stehenden rechtwinkligen  Dreiecke  leicht  zeigen,  dass  die  beiden  Punkte 

A  und  B  von  dem  Punkte  C  in  demselben  Verhältnisse  abstehen  wie 
von  D.  Man  nennt  vier  solche  Punkte  einer  geraden  Linie,  von 
denen  zwei  von  dem  dritten  in  demselben  Verhältnisse  abstehen  wie 
.  vom  vierten,  vier  harmonische  Punkte,  und  zwar  nennt  man  die  ersten 
beiden  einander  zugeordnet,  und  ebenso  die  letzten  beiden.  Denken 
wir  uns  von  A  aus  einen  Strahlenkegel  auf  den  Spiegel  feilen,  dessen 
Strahlen  von  der  Axe  unter  demselben  Winkel  abstehen  wie  AE,  so 
werden  sich  die  reflektirten  Strahlen  alle  in  B  vereinigen.  Deshalb 
nennt  man  A  und  B  Vereinigungspunkte.     Also: 

Die  Vereinigungspunkte  y  das  Centrum  und  der  Durchschnittspunkt 
der  Tangenten  bilden  vier  harmonische  Punkte,  von  denen  die  Vereinigungs- 
punkte  einander  zugeordnet  sind, 

*Nimmt  man  an,  dass  A  vom  Brennpunkte  n  Brennweiten  entfernt 
liegt,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  B  vom  Brennpunkte  1/n  Brennweite 
entfernt  ist.     Daraus  folgt: 

Die  Brennweite  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  Entfer- 

13* 
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nungen  der  Vereinigungspunkte  vom  Brennpunkte,  und  Mtvar  liegen  die 
Vereinigungspunkte  vom  Brennpunkte  aus  stets  naeh  derselben  Seite, 

Bezeichnet  man  die  Brennweite  mit  f  und  die  Entfernungen  DA 
und  DB,  welche  man  die  Vereinigungsweiten  nennt^  mit  a  und  h, 
so  wird  FA  =  a  —  f,  FB^b  —  f,  FC  =  f]  und  da  J'C  die  mitÜere 
Proportionale  zwischen  FA  und  FB  ist,  so  wird  (a  —  f)  (b  —  /")  =  A 
woraus  sich  ergiebt 

7"  ~  a  "^  6  ' 
das  heisst: 

Der  reciproke  Werth  der  Brennweite  ist  die  Summe  der  reciproken 
Werthe  der  Vereinigungsweiten, 

4.  Fortrückung  des  Brennpunktes.  Es  sei  E^  ein  Punkt 
am  Rande  des  Spiegels ,  D^  der  zugehörige  Durchschnittspunkt  der 
Tangente,  so  wird,  während  sich  E  von  E^  nach  M  bewegt,  der  Punkt 
D  sich  von  D^  nach  M  bewegen,  und  der  Brennpunkt  F  wird  dabei 
einen  halb  so  grossen  Weg  beschreiben  wie  D,  Wenn  die  Oeffnung 
des  Spiegels,  das  heisst  der  Bogen,  den  eine  durch  die  Axe  gelegte 
Ebene  aus  dem  Spiegel  herausschneidet,  5^  beträgt,  so  betragt  die  Ent- 
fernung D^M  nur  etwa  Y^^qq  des  Halbmessers  CM,  also  der  Weg,  den 
der  Brennpunkt  beschreibt,  nur  ^j^^^  der  Brennweite,  und  bei  noch 
gerii^erer  Oefifnung  sind  diese  Wege  noch  geringer.  Man  kann  also 
bei    so   kleinen  Oe&ungen   ohne    merklichen  Fehler   den  Brennpunkt 

22  und  den  f  Durchschnittspunkt  der  Tangenten  als  feststehend,  abo  auch 
den  Punkt  B  als  Bild  des  Punktes  A  annehmen.  Ist  die  Oe&ung 
180^,  imd  sind  die  einfallenden  Strahlen  parallel,  so  bilden  die  reflek- 
tirten  die  sogenannte  Brennlinie  oder  catacaustica. 

5.  Bild  eines  Gegenstandes.  Es  sei  A  ein  Punkt  ausserhalb 
der  Axe,  AA^  das  auf  die  Axe  gefäUte  Loth.  Zieht  man  von  A  die 
Strahlen  AM  und  AC,  und  an  üf  die  Tangente,  welche  den  Strahl 
AC  in  D  trifft,  so  kann  man  J.(7  als  Axe  ansehen,  D  als  Durch- 
schnittspunkt der  an  M  gezogenen  Tangente  mit  der  Axe,  und  AM 
als  einfallenden  Strahl;  dann  wird  der  reflektirte  Strahl  (Nr.  3)  die 
Linie  CA  in  einem  Punkte  B  so  schneiden,  dass  A,  B,  C,  D  vier  har- 
monische Punkte  sind.  Projicirt  man  diese  vier  Punkte  auf  die  Axe 
CM  und  nennt  B^  die  Projektion  von  B  auf  diese  Axe,  so  müssen  die 
Projektionen  A^,  B^,  C,  M  gleichfalls  vier  harmonische  Punkte  sein, 
also  ist  B^  das  Bild  von  A^-^  also  BB^  das  Bild  von  AA^,  das  heisst, 
das  Bild  einer  gegen  die  Axe  senkrechten  Linie  ist  wieder  gegen  die 
Axe  senkrecht. 

Ist  der  Gegenstand  AA^  vom  Brennpunkte  F  n  Brennweiten  ent- 
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femt,  so  ist  (Nr.  3)  das  Bild  BB^  1/n  Brennweite  entfernt;  also  beträgt 
die  Entfernung  des  Gegenstandes  von  der  Mitte  des  Spiegels  n^  1 
Brennweiten  und  die  des  Bildes  1  +  l/n  Brennweite.  Aus  der  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke  folgt  aber^  dass  sich  die  Länge  des  Gegenstandes 
AÄ^  zu  der  des  Bildes  wie  diese  Entfernungen  verhalten,  also  wie 
n  -j-  1  •  1  ~h  V^f  ^  heisst  wie  1  :  l/n.    Also,  zusammengefasst: 

Wenn  der  Gegenstand  n  Brennweiten  vom  Brennpunkte  entfernt  ist, 
so  ist  das  Büd  nach  derselben  Seite  hin  l/n  Brennweite  entfernt  und  n-mal 
verkleinert;  wenn  der  Gegenstand  l/n  Brennweite  vom  Brennpunkt  entfernt 
ist,  so  ist  das  Bild  nach  derselben  Seite  hin  n  Brennweiten  entfernt  und 
n-mal  vergrössert.  Ein  gegen  die  Axe  senkrechter  Gegenstand  giebt  ein 
gegen  die  Axe  senkrechtes  Bild,  und  zwar  ein  umgekehrtes,  wenn  das 
Büd  durch  die  reflektirten  Strahlen  selbst,  ein  aufrechtes,  wenn  es  durch 
deren  rückgängige  Verlängerungen  zu  Stande  kommt, 

Frage.  Welches  sind  die  Erscheinungen  bei  konkaven  und  bei 
konvexen  Spiegeln,  wenn  der  Gegenstand  nach  und  nach  dem  Spiegel 
naher  rückt? 

§  6.    Sphftrisohe  Gläser. 

1.  Ein  Glas,  welches  von  den  Segmenten  zweier  Eugelflächen, 
oder  von  einem  solchen  Segment  und  einer  Ebene  begränzt  wird,  heisst 
ein  sphärisches  Glas  oder  eine  Linse. 

Man  unterscheidet  zwei  Hauptarten  sphärischer  Gläser:  die  Sammel-  28 
glas  er  (Brenngläser),  welche  in  der  Mitte  dicker  sind  als  am  Rande, 
und  die  Zerstreuungsgläser,  welche  in  der  Mitte  dünner  sind  als 
am  Rande.  Die  Sammelgläser  sind  entweder  plan-konvex  oder  bikonvex 
oder  konkav-konvex;  die  Zerstreuungsgläser  sind  entweder  plan-konkav, 
oder  bikonkav  oder  konvex-konkav.  Die  gerade  Linie,  welche  durch 
die  Mittelpunkte  beider  Kugelflächen  oder  durch  den  Mittelpunkt  der 
Kugelfläche  und  senkrecht  auf  die  Ebene  gezogen  ist,  heisst  die  Axe 
des  sphärischen  Glases. 

2.  Erste  Brechung.  Man  denke  sich  zuerst  ein  Segment  einer 
Kugelfläche  als  Gränze  zweier  durchsichtigen  Mittel,  in  welchen  sich 
die  Lichtgeschwindigkeiten  verhalten  wie  n:  1.  Es  sei  wieder  C  das 
Gentrum  der  Kugelfläche,  E  der  Einfallspunkt,  und  seien  A  und  B 
zwei  Yereinigungspunkte  in  der  Axe,  das  heisst  zwei  Axenpunkte  der 
Art,  dass,  wenn  AE  der  einfallende  Strahl  ist,  EB  der  gebrochene 
ist.  Man  halbire  den  stumpfen  Winkel  AEB  beider  Strahlen  durch 
die  gerade  Linie  ED,  welche  die  Axe  in  D  trifft,  so  theilt  diese  be- 
kanntlich die  Grundseite  des  Dreiecks  AEB  im  Verhältniss  der  Schenkel, 
das  heisst  hier  im  Verhältniss  der  beiden  Strahlenlängen  (von  der  Axe 
bis  zum  Einfallspunkt).    Zieht  man  noch  die  Lothe  AA^,  BB^  auf  den 
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(Terlängerten)  Radius  CE,  so  sind  diese  Lothe  durch  die  Langen  der 
zugehörigen  Strahlen  diyidirt  die  Sinus  des  Einüidls-  und  des  Brechungs- 
winkels, also  der  erste  Quotient  das  n-facke  des  letztem 

AE^^  EB" 

Nun  verhalten  sich  aber,  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  entstandenen 
Dreiecke,  jene  Lothe  wie  die  Entfernungen  der  Vereinigungspunkte 
vom  Gentrum,  und  die  Strahlenlängen  verhalten  sich  wie  die  Abschnitte, 
in  welche  AB  durch  D  getheilt  wird,  also  erhält  man 

AC            CB        j        AD  +  DC           DB  —  DC 
AD-'^lDB     ^^^^     —AlD^=''—DB 

Setzt  man  DC=c,  DB^^b,  AB  ^=^  —  a  (oder,  was  dasselbe  ist 
DA  =  a)f  so  ergiebt  sich  leicht 

n--l n_ 2. 

c  b         a' 

3.  Wirkung  beider  Brechungen.  Nimmt  man  jetzt  die  zweite 
Oberfläche  hinzu,  und  setzt  den  Punkt,  worin  der  einmal  gebrochene 
Strahl  EB  diese  Oberfläche  trifft,  E^,  so  wird  der  Strahl  EE^  in  E^ 
zum  zweiten  Male  gebrochen,  dieser  zweite  gebrochene  Strahl  treffe 
die  Axe  in  ^^,  so  sind  B  und  A^  die  Vereinigungspunkte  für  die 
zweite  Fläche.  Man  halbire  wieder  den  Winkel  EE^A^  und  nehme 
an,  diese  Halbirungslinie  treffe  denselben  Punkt  D,  femer  sei  C^  der 
Mittelpunkt  der  zweiten  Eugelfläche,  auch  setze  man,  wie  vorher 
DA^  =  Ol,  DC^  =  q,  während  DB  =  b  bleibt,  so  hat  man 

n— 1        Jl  _  JL 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  vorher  gefundenen,  so  erhält  man 
Es  sei  noch 

gesetzt,  dann  wird  f  die  Brennweite  genannt,  und  man  hat  die  Gleichung 

JL  —  _L  __  JL 
f  ~  <h        « 

4.  Annäherungsformeln.  Wir  werden  im  Folgenden  annehmen, 
dass  die  einfallenden  Strahlen  und  also  auch  die  gebrochenen  nur  sehr 
kleine  Winkel  mit  der  Axe  bilden,  und  dass  auch  die  Dicke  des  Glases 
gegen  die  Halbmesser  der  Kugelflächen  sehr  geringe  sei.  Unter  dieser 
Voraussetzung  wird  auch  der  Pimkt  D  sich  von  der  Mitte  des  Glases 
nur  sehr  wenig  entfernen,  und  die  Linien  c  und  q  werden  den  Radien 
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der  Eugelflächen  sehr  nahe  gleich  sein.  Wir  nehmen  den  Punkt  2) 
der  Axe  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei  hegränzenden  Eugelflächen  an. 

5.  Brennpunkte.    Die  erste  Gleichung 

("-»(i-i)=f 

sagt;  da  c^  und  c  hei  Bikonvex-  oder  Bikonkay-Glasem  entgegengesetzt 
bezeichnet  sind^  und  1/c  für  eine  Ebene  gleich  Null  .ist^  aus: 

Der  reciproke  Werth  der  Brennweite  ist  hei  doppelt  sphärischen 
Gläsern  (n  —  l)-fnaZ  so  gross  als  die  Summe  oder  Differenz  der  recv- 
proken  Werthe  der  Badiev^y  und  zwar  als  die  Summen  wenn  die  beiden 
Krümmungen  gleichartig  {beide  konvex  oder  JconJcuv),  als  die  Differenz, 
wenn  die  beiden  Krümmungen  ungleichartig  sind;  bei  sphärischen  Gläsern, 
deren  eine  Begränzungsfläche  eine  Ebene  ist,  ist  der  Badius  der  andern 
(n  —  l)-waZ  so  gross  als  die  Brennweite. 

Die  Punkte  der  Axe,  welche  von  der  Mitte  D  des  Glases  um  die 
Brennweite  abstehen,  heissen  die  Brennpunkte.  Die  Strahlen,  welche  der 
Axe  parallel  auf  das  Glas  fallen,  vereinigen  sich  bei  Sammelgläsem  im 
gegenüberstehenden  Brennpunkte,  bei  Zerstreuungsgläsem  werden  sie  so 
zerstreut,  als  kämen  sie  aus  dem  zunächstliegenden  Brennpunkte. 

6.  Gesetz  sphärischer  Gläser.    Aus  der  Formel 

f  ~  Ol        a 
folgt: 

AUe  Gesetze  der  sphärischen  Spiegel  gelten  (annähernd)  amh  für 
sphärische  Gläser,  nur  dass  die  Bilder  bei  den  letzteren  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  f  liegen;  das  heisst,  denkt  man  sich  bei  den  sphärischen  26 
Gläsern  die  Strahlen  unmittelbar  nach  ihrem  Durchgange  von  einem 
gegen  die  Axe  senkrechten  Spiegel  reflektirt,  so  werden  die  Erscheinungen 
gleich  denen  für  sphärische  Spiegel, 

Frage.  Welches  sind  die  Erscheinungen  bei  Sammelgläsem  und 
bei  Zerstreuungsgläsem,  wenn  der  Gegenstand  nach  und  nach  dem 
Glase  näher  rückt? 

§  7.  Das  Auge  und  das  Sehen. 
1.  Das  menschliche  Auge  ist  nahe  kugelförmig  und  kann  in 
der  Augenhöhle  durch  sechs  Muskeln  um  drei  gegeneinander  senk- 
rechte Axen  gedreht  werden.  Die  äussere  Hülle  bildet  die  harte  oder 
weisse  Haut,  welche  vorne  eine  kreisrunde  Oeffiiung  lässt,  die  von 
der  stärker  gewölbten,  durchsichtigen  Hornhaut  ausgefüllt  ist.  An 
die  harte  Haut  schliesst  sich  nach  innen  die  Aderhaut  an,  welche  bei 
den  meisten  Menschen  mit  einem  schwarzen  Farbestoff  überzogen  ist. 
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Auf  der  hinteren  Seite  treten  durch  eine  Oeffimng  die  Sehnerven 
hinein  und  breiten  sich  über  der  Aderhaat  zu  einem  zusammenhangen- 
den Gewebe,  der  Netzhaut  aus.  In  der  Kreislinie,  in  welcher  die 
harte  Haut  an  die  Hornhaut  gränzt,  schliesst  sich  die  Regenbogen- 
haut (iris)  als  eine  kreisförmige  Scheibe  an,  die  in  der  Mitte  eine 
kreisrunde  Oeffiiung,  die  Pupille,  hat.  Hinter  der  Iris  befindet  sich 
die  durchsichtige  Erystalllinse  von  der  Gestalt  einer  Bikonvexlinse. 
Durch  sie  ist  das  Auge  in  zwei  ungleiche  Kammern  getheilt^  von  denen 
die  vordere  eine  wässrige,  die  hintere  eine  gallertartige  Feuchtigkeit, 
die  Glasfeuchtigkeit,  enthält  Die  wässrige  Feuchtigkeit  bricht  das 
Licht  am  schwächsten,  die  Glasfeuchtigkeit  etwas  mehr,  und  am  stärksten 
die  Feuchtigkeit  der  Erystalllinse  und  besonders  der  hinteren  Schicht, 
deren  Brechungsexponent  1,4  ist. 

2.  Das  Sehen.  Das  Licht  fällt  durch  die  durchsichtige  Horn- 
haut, und  durch  die  Pupille,  welche  sich  bei  stärkerem  Lichte  zusammen- 
zieht, bei  schwächerem  erweitert,  auf  die  Erystalllinse.  Diese  vereinigt 
bei  deutlichem  Sehen  die  von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  auf 
einem  Punkte  der  Netzhaut,  von  wo  der  Eindruck  durch  die  Nerven 
der  Seele  zugefQhrt  wird.  Ist  das  Auge  kurzsichtig,  so  vereinigen  sich 
die  von  einem  entfernten  Punkte  ausgehenden  Strahlen  schon  ehe  sie 
die  Netzhaut  treffen;  ist  das  Auge  weitsichtig,  so  konvergiren  die  von 
einem  nahen  Punkte  kommenden  Strahlen  so,  dass  sie  sich  erst  hinter 
der  Netzhaut  vereinigen  würden.     (Brillen.) 

3.  Durchkreuzungspunkt.  Die  Linien,  welche  von  den  sicht- 
baren Punkten  nach  ihren  Bildern  auf  der  Netzhaut  gezogen  werden, 
durchschneiden  sich  alle  in  einem  Punkt,  dem  Mittelpunkte  derjenigen 
Eugel,  von  der  die  Hornhaut  ein  Segment  ist.  Dieser  Punkt  wird  der 
Durchkreuzimgspunkt  genannt. 

26  4.    Stereoskop.     Die  Bilder,   welche    ein   naher  Eörper  in   den 

beiden  Augen  hervorbringt,  sind  im  Allgemeinen  nicht  einander  kon- 
gruent. Hat  man  zwei  ebene  Zeichnungen,  von  denen  die  eine  das 
Bild,  wie  es  dem  einen  Auge  erscheint,  und  die  andere  das  Bild,  wie 
es  dem  andern  Auge  erscheint,  darstellt,  so  gewähren  diese  Zeichnungen, 
wenn  sie  in  die  Lage  gebracht  werden,  dass  sie  in  den  beiden  Augen 
beziehlich  dieselben  Bilder  hervorrufen  wie  jener  Eörper,  zusammen 
denselben  Eindruck  wie  der  Körper  selbst.  —  Stereoskop. 

5.  Dauer  des  Lichteindrucks.  Der  Lichteindruck  dauert  etwa 
Yj  Sekunde  lang,  nachdem  der  lichtgebende  Gegenstand  verschwimden 
ist,  fort,  oder  nimmt  wenigstens  während  dieser  Zeit  langsam  ab, 
während  er  bald  darauf  verschwindet.    Bei  hellen  Gegenständen  dauert 
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der   Lichteindruck    etwas    langer    fort,    bei   dunkleren   weniger   lange 
(Farbenkreisel,  stroboskopische  Scheiben). 

6.  Sphärische  Abweichung.  Bei  den  sphärischen  Spiegeln 
und  Gläsern  befolgen  die  das  Bild  erzeugenden  Strahlen  nicht  mit 
Yollkommener  Genauigkeit  die  oben  entwickelten  Gesetze.  Die  Ab- 
weichung des  wirklichen  Bildes  yon  dem  Bilde,  welches  bei  genauer 
Befolgung  jener  Gesetze  hervorgehen  müsste,  heisst  die  sphärische 
Abweichung.  Sie  ist  fdr  die  nahe  an  der  Mitte  auffallenden  Strahlen 
am  geringsten,  und  bei  Spiegeln  geringer  als  bei  Gläsern. 

7.  Achromatische  Gläser.  Zu  der  sphärischen  Abweichung 
kommt  bei  Gläsern  noch  eine  Abweichung  hinzu,  welche  dadurch  be- 
wirkt wird,  dass  die  verschiedenen  Farben  ungleiche  Brechbarkeit 
haben,  wodurch  es  geschieht,  dass  die  Bilder  mit  farbigen  Bändern 
umgeben  sind.  (Chromatische  Abweichung.)  Man  kann  indessen  diesen 
Mangel  durch  geschickte  Zusammenftigung  von  Gläsern  aus  verschie- 
denen Substanzen,  zum  Beispiel  aus  Eronglas  und  Flintglas  theilweise 
beseitigen.  Indem  nämlich  diese  die  Farben  auf  sehr  ungleiche  Weise 
zerstreuen,  so  kann  man  stets  eine  Eronglas-  und  eine  Flintglas-Linse 
so  zusammenfügen,  dass  zwei  beliebig  zu  wählende  Farben  durch  die 
eine  ebenso  vereinigt  werden,  wie  sie  durch  die  andere  zerstreut  waren. 
Man  wählt  dazu  den  orangefarbenen  und  den  grünen  Strahl  (Fraun- 
hofers D  und  E),  Eine  solche  Kombination  zweier  Linsen  heisst  eine 
achromatische  Doppellinse. 

§  8.    Femröhre  und  MikroBkope. 

1.  Die  Fernröhre  und  Mikroskope  dienen  dazu,  um  durch 
Vergrösserung  des  Winkels,  unter  dem  ein  fernes  oder  nahes  Objekt 
erscheint,  dasselbe  dem  Auge  unterscheidbarer  zu  machen.  Die  Linse 
oder  der  Spiegel,  welcher  dem  Objekte  zunächst  liegt,  heisst  das  Ob- 
jektiv, und  die  dem  Auge  zunächst  liegende  Linse  das  Okular.  Das 
Verhältniss,  in  welchem  die  Tangente  des  Sehwinkels  vergrossert  wird, 
heisst  die  angulare  f  Vergrösserung.  Im  Folgenden  sollen  die  Listru-  27 
mente  so  beschrieben  werden,  wie  sie  fCLr  ein  weitsichtiges  Auge  passen. 

2.  Das  astronomische  (Keplersche)  Femrohr  besteht  aus  zwei 
Sammelgläsem,  die  um  die  Summe  ihrer  Brennweiten  von  einander 
abstehen,  und  von  denen  das  Objektiv  die  grössere  Brennweite  hat. 
Das  Bild  erscheint  umgekehrt,  die  Angularvergrösserung  ist  gleich  dem 
Verhältniss  der  Brennweiten. 

3.  Ein  Erdfernrohr  erhält  man  durch  Verbindung  zweier  astro- 
nomischer Femröhre,  indem  das  zweite  das  umgekehrte  Bild  des  ersten 
wieder  umkehrt,  und  dadurch  ein  aufrechtes  Bild  erzeugt. 
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4.  Das  Galileische  Fernrohr  besteht  aus  einer  Sammellinse  nnd 
einer  2^rstreaung8lin8e  von  kürzerer  Brennweite,  welche  um  die  Differenz 
der  Brennweiten  von  einander  abstehen.  Das  Bild  erscheint  aufrecht, 
die  Angttlarvergrosserung  ist  gleich  dem  Verhaltniss  der  BrennweiteiL 

5.  Das  Spiegelteleskop  ist  ein  astronomisches  Femrohr,  in 
welchem  statt  der  Sammellinse,  die  das  Objektiv  bildet,  ein  Hohlspi^^ 
eintritt.  Bei  dem  Neutonschen  Spiegelteleskop  ins  Besondere  werden 
die  vom  Spiegel  aus  konvergirenden  Strahlen  kurz  vorher,  ehe  sie  das 
Bild  hervorbringen,  durch  einen  kleinen  ebenen  Spiegel,  der  unter  45® 
gegen  die  Axe  des  Hohlspiegels  geneigt  ist,  seitwärts  reflektirt  und  das 
so  entstehende  Bild  seitwärts  durch  das  Okular  betrachtet. 

6.  Das  Mikroskop  besteht  in  seiner  ein£Etchsten  Einrichtung  aus 
zwei  Sammelgläsem,  von  denen  das  Objektiv  eine  sehr  kurze  Brenn- 
weite hat.  Der  zu  betrachtende  Gegenstand  wird  etwas  ausserhalb  der 
Brennweite  des  Okulars  aufgestellt,  und  das  dadurch  entstehende,  um- 
gekehrte Bild  durch  das  Okular  betrachtet,  wobei  für  ein  weitsichtiges 
Auge  das  Bild  im  Brennpunkt  des  Okulars  liegen  muss. 
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Von 

U.  Orassmann  in  Stettin. 


CreUes  Journal  Bd.  88,  Heft  1,  S.  67—64  (1877). 


Das  Gesetz  über  die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Stromtheile, 
welches  ich  im  Jahre  1845  in  Poggendorffs  Annalen  Bd. 64,  S.  1  fif. 
{hier  S.  147  fif.}  im  Gegensatze  gegen  das  Ampere  sehe  Gesetz  als  das 
muthmasslich  richtige  aufstellte,  hat  durch  die  neuesten  bahnbrechenden 
Arbeiten  von  Herrn  Glausius,  namentlich  durch  seine  Abhandlung  in 
diesem  Journal  Bd.  82,  S.  85  fif.  nicht  bloss  eine  neue  Stütze,  sondern, 
man  kann  sagen,  eine  sichere  Begründung  gefunden.  In  der  That 
stimmt  das  Kraftgesetz  für  Stromelemente,  wie  Herr  Clausius  es  S.  130 
der  erwähnten  Abhandlung  aus  seiner  allgemeinen  Theorie  ableitet^ 
mit  dem  von  mir  a.  a.  0.  dargestellten  Gesetze  genau  überein. 

Da  Herr  Claus  ins,  dem  meine  oben  erwähnte  Abhandlung  ofifenbar 
enlgangen  war,  diese  Uebereinstimmung  in  seinen  Arbeiten  (vergl.  noch 
Poggendorffs  Annalen  Bd.  156,  S.657;  Bd.  157,  S.  489  und  Verhand- 
lungen des  naturhist.  Vereins  der  preuss.  Bheinlande  und  Westfalens 
Bd.  33)  nicht  erwähnt,  so  will  ich  sie  hier  kurz  erörtern  und  daran 
einige,  wie  ich  glaube,  nicht  unwichtige  Polgerungen  knüpfen. 

Es  ist  äusserst  leicht,  die  uebereinstimmung  beider  Gesetze  durch 
die  in  meinen  Ausdehnungslehren  (von  1844  und  1862)  behandelte 
Analysis  nachzuweisen;  aber,  da  ich  nicht  voraussetzen  darf,  dass  den 
Lesern  die  Gesetze  dieser  Analysis  geläufig  sind,  so  stütze  ich  mich 
zunächst  nur  auf  die  Sätze  der  gewöhnlichen  Analysis,  namentlich  hier 
auf  den  Satz,  dass,  wenn  a^,  a,,  a^  die  senkrechten  Koordinaten  und  a 
die  Länge  einer  Strecke,  und  b^,  b^y  b^  die  entsprechenden  Koordinaten 
und  b  die  Länge  einer  zweiten   Strecke   sind,  dann   der   Cosinus  des 
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Winkels  zwiBchen  den  Richtungen  beider  Siarecken,  den  ich  nach  her- 
gebrachter Weise  mit  cos(a&)  bezeichne, 

ist. 

Sind  nun  bei  senkrechtem  Koordinatensystem  dx',  dy\  de'  die 
Koordinaten  und  ds'  die  Länge  eines  Stromelementes,  dz,  dy,  dB  die 
Koordinaten  und  ds  die  Länge  eines  zweites  Stromelementes,  X,  Y,  Z 
die  Koordinaten  der  Kraft,  mit  der  das  erstgenannte  Element  auf  das 
68  zweite  wirkt,  sind  f  femer  x\  y\  z'  die  Koordinaten  des  Anfangs- 
punktes des  ersten,  x,  y,  z  die  Koordinaten  des  Anfangspunktes  des 
zweiten  Elementes,  also  x  —  x',  y  —  y',  z  —  z'  die  Koordinaten  der 
Strecke,  die  von  dem  erstgenannten  Anfangspunkte  nach  dem  letzten 
gezogen  wird,  und  ist  r  die  Länge  dieser  Strecke,  also 

sind  femer  i  und  i'  die  beiden  Stromintensitaten,  €  der  Winkel  zwischen 
den  beiden  Stromelementen  und  Je  ein  konstanter  Zahlenfaktor,  so  ist 
nach  Glausius  a.  a.  0.  S.  130 

(1)  X  =  1cH'dsds\-£cosB-^£.J- 

Nun  ist 

dL^—'^=—^^^ ^[(^  -  xy  +  (y  -  yy  +  (z-  z')^ 

r  r»    "^         2r»  2r» 

Also  ist 


di  ,   ä' 

r  X  —  X 

Ferner  ist 


~  ds^-\{x^x)dx  +  {3i-y)dy^{z-z')dz\.i^. 


cos  £  =  {dx  .  dx  +  dy  .  dy  +  dz  .  dz) :  ds  .  ds\ 
Diese  Werthe  in  (1)  eingesetzt,  erhält  man 

X  = g-  { {x—x)  £ dxdx  —  dx'  £ {x—x')dx } 

und  entsprechend  sind  die  Ausdrücke  fQr  Y  und  Z. 

Nimmt  man  die  jsr-Axe  senkrecht  gegen  die  Ebene  an,  in  welcher 
r  und  ds'  liegen,  so  wird  z  —  z'  =0  und  dz'  =  0,  also  auch  Z  =  0. 
Wir  können  daher  die  genannte  Ebene  die  Wirkungsebene  nennen;  die 
Formel  für  X  wird  dann 

X  =  —  ^lU{x-x'){dxdx'+dydy')-[{x-x')dx+{y—y^ 

und  entsprechend  fär  Y, 
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Nun  sei,  wie  in  meiner  Abhandlung  Poggendorffs  Anruüen  Bd.  64, 
S.  9  {hier  S.  153 f.}  das  Produkt  i'ds'  mit  a,  das  Produkt  ids  mit  6, 
und  die  (senkrechte)  Projektion  von  h  auf  die  Wirkungsebene  mit  h^ 
bezeichnet,  femer  sei  der  Winkel 

Lra  =  a,    ir\  =  ß,    L\a  =  y 
gesetzt,  sodass  also 

ist.    Man  nehme  die  y-Axe  in  der  Richtung  b^,  und  die  a;-Axe  in  der 

dagegen  senkrechten,  in  der  Wirkungsebene  liegenden  Richtung  c  an, 

und  zwar  so,  f  dass  /.6jC  =  -f-  90°  isi     Dann  sind   also  i'dx'   und  69 

%dy'  die  Koordinaten  von  a,  idx  und  idy  die  von  b,  also 

/r     \        i%{dx  dx*  +  dy  dy") 
COS  y  =  cos(6ia)  =  — ^^ ab, 

und 

o              /  1.  \        ♦(«  —  x*)dx  +  iOy  —  y')dy 
cos  /J  =  cos  (r6j  =  -^ ^ — h^ — ~^ ' 

Setzen  wir  diese  Werthe  ein,  so  wird 

X= ä  [(^  —  x')a\  cos  y —  %  dx'rb^  cos  ß], 

k 
Y=  —  -^[(y  —  y')a\  cos  y  —  %  dy  r\  cos  /J] . 

Nun  ist  y  —  y    die  Projektion  von  r  auf  6^,  also  gleich 

r  cos  (  r6i)  =  r  cos  /5, 

und  tdy'  die  Projektion  von  a  auf  b^,  also  gleich  acos(6ia)  =  acosv 
ijso 

Y= ^  (cos /J  cos  y  —  cos  y  cos /J)  =  0. 

Ferner  ist  x  —  x'  die  Projektion  von  r  auf  c,  also  gleich 

r  cos  (rc)  =  r  cos  (rft^  +  ^i^)  =  ^  cos  (90**  -f-  ^)  =  —  r  sin  /J, 
und  i'da;'  ist  die  Projektion  von  a  auf  c,  also  gleich 

a  cos  (ac)  =  a  cos  (aft^  +  ^i^)  =  ^  ^os  (ft^c  —  ft^a) 

=  a  cos  (90°  —  y)  ==  a  sin  y, 
also 

X=  ^^  (sin  /5  cos  y  +  cos  /3  sin  y)  =  -^  sin  (/5  +  y), 

also 

(2)  Z=^8ma. 

Dieser  Ausdruck  stellt,  da  Y  und  Z  null  sind,  die  ganze  Erafb 
dar.  Er  ist  mit  dem  Ausdrucke,  den  ich  in  Poggendorffs  Anneden 
Bd.  64,  S.  9,  Formel  4    {hier  S.  154}    mitgetheilt  habe,  identisch,  nur 
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dass  A%  dessen  Werth  von  der  Annahme  der  Einheiten  abhangig  ist^ 
dort  selbst  als  Einheit  gesetzt  war. 

Es  gewinnt  aber  diese  Formel  (2)  durch  das  von  Herrn  Clansins 
erwiesene  Grundgesetz  eine  ganz  neue  Bedeutung.  Sie  stellt  nun  nicht 
mehr  eine  Hypothese  dar^  welcher  andere  Hypothesen  yielleicht  mit 
gleicher  Berechtigung  zur  Seite  gestellt  werden  können,  sondern 
ergiebt  sich  nach  der  Clausiusschen  Darstellung  ahi  noth wendig. 
Um  dies  zu  zeigen  und  daran  noch  andere  Folgerungen  zu  knüpfen, 
will  ich  hier  den  Gang  der  Clausiusschen  Darstellung  kurz  zur  An- 
schauung bringen. 
60  Herr  Claus  ins  weist  nachy.f  dass  das  Grundgesetz,  welches  der  Be- 

gründer einer  einheitlichen  Theorie  der  Elektrodynamik,  Herr  W.  Weber, 
aufgestellt  hat,  nur  unter  der  Voraussetzung  mit  der  Erfahrung  im 
Einklänge  ist,  dass  sich  in  jedem  galyanischen  Strome  die  positive  und 
negative  Elektricität  mit  gleicher  Geschwindigkeit  in  entgegengesetzten 
Richtungen  bewegen.  Er  zeigt  namentlich,  dass,  wenn  in  einem  gal- 
vanischen Strome  die  entgegengesetzten  Elektricitaten  sich  mit  un- 
gleicher Geschwindigkeit  bewegen  (zum  Beispiel  die  negative  ruht), 
dann  bei  Zugrundelegung  des  Web  er  sehen  Gesetzes  der  konstante 
Strom  auf  ruhende  Elektricität  vertheilend  wirken  müsse,  was  der  Er- 
fahrung widerspricht. 

Ich  bemerke,  dass  man  diesen  Nachweis  auf  eine  höchst  elementare 
Weise  vermittelst  eines  linearen  Stromes  fähren  kann,  der  aus  zwei 
koncentrischen  Kreisbogen  und  zwei  geraden  Strecken  besteht,  wenn 
nämlich  das  gemeinsame  Centrum  der  beiden  Kreisbogen  in  dem  Punkte 
liegt,  in  welchem  die  Elektricität  ruht,  und  die  beiden  Strecken  ver- 
längert durch  denselben  Punkt  gehen.  In  diesem  Falle  zeigt  der  blosse 
Anblick  der  Web  er  sehen  Formel 


ee 
r 


dass  der  positive  Strom  (abgesehen  von  der  statischen  Wirkung,  die 
sich  gegen  die  des  negativen  stets  aufhebt)  auf  die  ruhende  positive 
Elektricität    eine    anziehende    durch    die   Mitte    des   Stromes    gehende 

Wirkung  übt,  welche  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  ^  -  propor- 
tional ist,  während  die  negative  Elektricität  ebenso  stark  abgestossen 
wird,  dass  hingegen  der  negative  Strom  die  Wirkungen  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  übt,  aber  so,  dass  diese  Wirkungen  dem  Quadrat  der 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  negative  Elektricität  strömt,  propor- 
tional sind.  Die  Gesammtwirkung  ist  also  nur  dann  null,  wenn  beide 
Geschwindigkeiten  gleich  gross  sind,  in  jedem   anderen  Falle  inüsste 
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eine  Vertheilnng  der  ruhenden  Elekiaicitat  im  Widerspräche  mit  der 
Erfahrung  stattfinden. 

Das  Entsprechende  weist  Herr  Glausius  för  das  Biemannsche 
Ghnndgesetz  nach.  Beide  würden  also  nur  für  den  Fall  mit  der  Er- 
fahrung übereinstimmen^  wenn  sich  annehmen  liesse^  dass  in  jedem 
galvanischen  Strome  positive  und  negative  Elektricitat  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  (nach  Entgegengesetzten  Richtungen)  strömten.  Diese 
Annahme  ist  jedoch  nicht  gestattet^  da  zum  Beispiel  in  Elektrolyten 
die  Elektricitäten  sich  mit  den  Ionen  bewegen^  und  diese  im  Allgemeinen 
ungleiche  Geschwindigkeit  besitzen. 

Nun  geht  Herr  Glausius  von  der  auch  bei  dem  Weberschen  und  61 
Bie  mann  sehen  Gesetze  zu  Grunde  liegenden  Annahme  aus,  dass  die 
Kraft,  mit  der  ein  sich  bewegendes  Elektricitatstheilchen  e  auf  ein 
anderes  e  wirkt,  nur  von  der  gegenseitigen  Entfernung  der  beiden 
Theilchen  und  von  der  Richtung  und  Grösse  ihrer  Geschwindigkeiten 
und  Beschleunigungen  abhänge.  Indem  er  nun  hiermit  nur  die  Resultate 
sicherer  Beobachtungen  und  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie 
in  Verbindung  setzt,  gelangt  er  zu  seiner  Fundamentalformel  (66),  in 
welcher  jedoch  noch  eine  unbekannte  Funktion  von  r  vorkommt. 
Diese  unbekannte  Funktion  hebt  sich  aber,  wenn  man  die  Kraft  be- 
stimmt, mit  welcher  ein  Stromelement  ds'  auf  ein  anderes  ds  wirkt^ 
von  selbst  weg,  und  so  gelangt  man  zu  der  Gleichimg  (1)  und  zu  der 
ihr  gleichbedeutenden  (2),  welche  also  als  vollkommen  begründet  an- 
gesehen werden  müssen,  sobald  man  nicht  etwa  auf  höhere  als  die 
zweiten  Zeitdifferentiale  der  bewegten  Elektricitäten  zurückgehen  will. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Formeln  (1)  und  (2)  auch 
geltend  bleiben,  wenn  die  beiden  entgegengesetzten  nach  entgegenge- 
setzter Richtung  strömenden  Elektricitäten  nicht  dieselbe  Geschwindig- 
keit haben,  dass  aber  dann  unter  Intensität  des  Stromes  die  Summe 
der  positiven  und  der  in  entgegengesetzter  Richtui^  strömenden  nega- 
tiven Elektricitat  zu  verstehen  ist,  welche  in  der  Zeiteinheit  durch 
einen  Querschnitt  des  Leiters  strömen. 

Ich  schliesse  hieran  eine  ganz  elementare  Ableitung  der  Wirkung 
eines  konstanten  geschlossenen  Stromes  auf  ein  Stromelement,  welche 
zi^leich  zu  Resultaten  führt,  die,  wie  ich  glaube,  bisher  unbekannt 
gewesen  sind. 

Wenn  man  in  (2)  statt  a  seinen  Werth  i'ds'  setzt,  so  findet  man 
durch  Integration  sogleich  die  Kraft  t;,  welche  eine  mit  der  Intensität  i' 
durchströmte  Strecke  BC  auf  ein  Stromelement  übt,  dessen  Anfangs- 
punkt in  A  liegt,  und  dessen  Projektion  auf  die  Ebene  ABC  gleich  \ 
ist.     Nämlich  wenn  AD  =  A  die  Höhe  des  Dreiecks  ABC  ist,  und 
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die   Stücke    des    Dreiecks    in    hergebrachter    Weise    benannt    werden, 
so  ist 

V  =  — v-  (cos ß  +  cos  y). 

Wenn  ins  Besondere  bi  mit  BC  gleichgerichtet  ist^  so  hat  v  die  Rich- 
tung von  ÄD'^  und  wenn  sich  b^  um  einen  beliebigen  Winkel  in  der 
Wirkungsebene  dreht,  so  dreht  sich  die  Richtung  von  v  um  denselben 
Winkel,  während  der  Werth  von  v  derselbe  bleibt  Wenn  a  der  dritte 
62  Winkel  des  Dreiecks  f  und  m  die  Mittellinie  ist,  welche  diesen  Winkel 
hälftet  und  bis  zur  gegenüberliegenden  €eite  reicht,  so  ist  bekanntlich 

C08  ß  -{-  COB  y 2  sin  ^  a 

h  m 

und  die  obige  Formel  wird 

(3)  t)  =  ^*^^-^^-i^. 

Um  aber  diese  Formel  unmittelbar  benutzen  zu  können,  ist  es 
nothwendig,  in  ihr  auch  die  Richtung  der  Kraft  v  darzustellen.  Zu 
dem  Ende  muss  ich  auf  einige  Begriffe  der  geometrischen  Analysis 
zurückgehen,  wie  ich  sie  in  meinen  Ausdehnungslehren  von  1844  und 
1862  dargestellt  habe,  nämlich  auf  den  Begriff  der  Strecken,  der 
Flächenräume,  auf  die  Addition  der  Strecken  und  Flächenräume  und 
auf  das  innere  Produkt  des  Flächenraums  in  die  Strecke. 

Nämlich  zwei  begrenzte  gerade  Linien  setze  ich  als  Strecken  nur 
dann  gleich,  wenn  sie  gleiche  Länge  und  Richtung  haben,  und  zwei 
Ebenentheile  setze  ich  als  Flächenräume  nur  dann  gleich,  wenn  die 
beiden  Ebenen  parallel  sind  und  die  Ebenentheile  gleichen  und  gleich- 
bezeichneten  Flächeninhalt  haben.  Zwei  Strecken  werden  addirt,  indem 
man  sie  stetig  aneinander  legt,  dann  ist  die  Strecke  vom  Anfangspunkt 
der  ersten  zum  Endpunkt  der  letzten  die  Summe  beider  Strecken.  Zwei 
Flächenräume  werden  addirt,  indem  man  sie  als  Parallelogramme  stetig 
aneinanderlegt,  das  heisst  sie  so  legt,  dass  die  Grundseite  des  zweiten 
mit  der  Deckseite  (der  der  Grundseite  gegenüberliegenden  Seite)  des 
ersten  zusammenfällt,  dann  ist  das  Parallelogramm,  dessen  Grundseite 
die  Grundseite  des  ersten  und  dessen  Deckseite  die  Deckseite  des 
zweiten  Parallogramms  ist,  die  Summe  der  beiden  Flächenräume. 
Endlich  unter  dem  inneren  Produkte  eines  Flächenraums  F,  dessen 
Lihalt  Eins  ist,  in  eine  Strecke  6,  geschrieben  [F  \  b]  verstehe  ich 
eine  Strecke  gr,  welche  mit  der  Projektion  b^  von  b  auf  F  gleich  lang 
ist,  welche  in  der  Ebene  F  auf  b^  (also  auch  auf  b)  senkrecht  steht, 
und  welche  an  b^  stetig  angelegt  nach  derselben  Seite  hin  abbiegt, 
nach  welcher  der  Umfang  von  F  durchlaufen  wird.  Setzt  man  XF 
statt  F,  wo  X  den  Flächeninhalt  ausdrückt,  so  wird  [XF  \  b]  =  Xg, 
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Wenden  wir  dies  auf  den  obigen  Fall  an,  und  setzen  fest,  dass  F 
mit  dem  Flachenraum  des  Dreiecks  ABC  gleichbezeichnet  sei,  so  ist 
klar,  dass  nach  dem  Obigen  die  Richtung  der  Kraft  mit  [F  \  h]  entr 
gegengesetzt  bezeichnet  sei,  und  also,  wenn  die  Richtung  der  Kraft 
zugleich  ausgedrückt  f  werden  soll,  in  (3)  statt  h^  zu  setzen  ist  68 
—  \F  I  6],  das  heisst 

(4)  „^-E^il^tj-lfc]. 

Nun  durchströme  der  galvanische  Strom  ein  beliebiges  Raumpolygon, 
dessen  eine  Seite  J50  ist,  während  A  der  Anfangspunkt  des  Strom- 
elementes h  bleibt.  Für  das  sich  an  ABC  anschliessende  Dreieck  sei 
a^  statt  a,  m^  statt  m  und  F^  statt  F  gesetzt,  u.  s.  w.,  so  ist  die 
Kraft  F,  mit  der  das  ganze  Polygon  auf  das  Stromelement  h  wirkt, 

F=-2*,'[e|6], 


(5) 


WO 


in  tI»i 


Diese  Gleichung  schliesst  folgenden  wichtigen  Satz  ein: 

„Wenn  ein  beliebiger  geschlossener  Strom  im  Räume  gegeben  ist, 
so  giebt  es  zu  jedem  Punkte  A  eine  bestimmte  Ebene,  die  man  durch 
A  gehend  annehmen,  und  die  Wirkungsebene  des  Stromes  in  Bezug 
auf  den  Pimkt  A  nennen  kann,  und  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 
jedes  von  A  ausgehende  Stromelement  {b)  erstens,  wenn  es  auf  dieser 
Ebene  senkrecht  steht,  keine  Einwirkung  durch  den  Strom  erfährt, 
zweitens,  wenn  es  schrage  darauf  steht,  dieselbe  Wirkung  erleidet  wie 
seine  (senkrechte)  Projektion  (h^  auf  diese  Ebene  erleiden  würde, 
drittens,  dass  die  Kraft,  die  es  erfährt,  in  dieser  Ebene  liegt  und  auf 
der  Projektion  {b^  des  Stromelementes  und  also  auch  auf  diesem  selbst 
senkrecht  steht,  und  viertens  dass,  wenn  g  die  Kraft  ist,  welche  jenes 
(von  A  ausgehende)  Stromelement  (6)  in  ii^end  einer  Lage  erfährt, 
und  sich  die  Projektion  (6^)  des  Stromelementes  auf  die  Wirkungs- 
ebene um  irgend  einen  Winkel  in  dieser  Ebene  dreht,  dann  auch  die 
Kraft  g  ohne  ihren  Werth  zu  verandem  sich  um  denselben  Winkel 
dreht/^ 

Diese  Wirkungsebene  ist,  wenn  der  Strom  ein  Polygonstrom  im 
Räume  ist,  aufs  leichteste  zu  konstruiren.  Denn  sie  ist  parallel  mit  Q, 
und  Q  ist  nach  Formel  (5)  durch  Addition  der  Flächenräume  un- 
mittelbar zu  finden. 

Viel  bequemer  als  der  hier  eingeschlagene  Weg  wird  die  Methode, 
wenn  man  gleich  von  AnÜEUig  die  geometrische  Analysis  einführt.  Aber 
dann  ist  noch  der  Begriff  des  äusseren  Produktes  zweier  Strecken  ein- 

Orftiimftnn,  Werke,  n.  9.  14 
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zuführen.  Ich  verstehe  nämlich  unier  dem  äusseren  Produkt  [ab] 
zweier  Strecken  a  und  b  den  Flächenraum  des  Parallelogramms,  welches 
64  a  zur  f  Grundseite  und  b  zur  sich  daran  anschliessenden  Seite  hat 
Dann  ergiebt  sich^  was  ich  hier  nicht  nachweisen  will,  aus  Formel  (1) 
unmittelbar  die  Formel 

(2*)  P  =  J[r«|61, 

^^  fly  ^f  k  ^^^  Strecken  selbst  darstellen,  deren  Längen  wir  oben  mit 
Vy  a,  b  bezeichneten,  und  wo  P  die  Kraft  ihrer  Grösse  und  Richtung 
nach  ist 

Setzen  wir  hier  a  =  i'rfs',  wo  wieder  ds'  zugleich  die  Richtung 
des  Stromelementes  ds  darstellt  und  nehmen  ds'  als  Element  eines 
beliebigen  geschlossenen  Stromes,  so  erhalten  wir,  wenn  man  die  Inte- 
gration auf  den  ganzen  geschlossenen  Strom  ausdehnt, 

(5*)  r = *»'  iQ\b],  wo  e  =/-^ 

ist 

Es  hat  hier  wie  überall  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  die 
Formeln  der  geometrischen  Analjsis  unmittelbar  in  die  in  der  R^l 
sehr  viel  komplicirteren  Formeln  der  gewöhnlichen  Analysis  umzu- 
setzen. Man  hat  zu  dem  Ende  nur  auf  den  drei  gegeneinander  senk- 
rechten Eoordinatenaxen  drei  Strecken  anzunehmen,  deren  Richtungen 
die  der  positiven  Axen  und  deren  Längen  Eins  sind,  diese  seien  e^,  f,,  e,; 
sind  dann  a^,  o,,  a,  die  Koordinaten  einer  Strecke  a,  so  hat  man  nur 
statt  a  zu  setzen  «1^1  +  a^e,  +  ajCj.  Wendet  man  dies  Verfahren 
bei  jeder  Strecke  an  und  führt  dann  die  Additionen  und  Multipli- 
kationen nach  den  gewöhnlichen  Gesetzen  der  Algebra  aus,  nur  dass 
man  die  Faktoren  eines  Produktes  nicht  ohne  Weiteres  vertauscht  und 
zusammenfasst,  so  bleiben  in  der  Formel  keine  anderen  Strecken  übrig 
als  e^,  6!^,  6*3,  deren  Multiplikation,  sei  sie  eine  äussere  oder  innere, 
nach  den  Definitionen  dieser  Produkte  auszuführen  ist.  In  unserer 
Formel  (5*)  erhält  man  dann  V  zuletzt  in  der  Form 

wo  dann  V^,  V^,  Fj  die  gesuchten  algebraischen  Ausdrücke  sind. 
Stettin,  den  10.  Januar  1877. 
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Va.    Selbstanzeige   der  Abhandlung: 
Zur  Elektrodynamik. 

Eoenigsbergers  Bepertorium  Bd.  II,  S.  3—4,  Leipzig  1879. 

Im  Jahre  1845  hatte  ich  in  PoggendorSb  Annalen  Bd.  64^  S.  Iff.  8 
{hier  S.  147 ff.}  für  die  Einwirkung  eines  unendlich  kleinen  elektrischen 
Stromtheiles  auf  einen  andern  eine  Formel  aufgestellt^  welche  von  der 
Am p Preschen  wesentlich  abweicht  und  sich  durch  ihre  grössere  Ein- 
fachheit auszeichnet.  Nun  hat  Herr  Claus  ins  kürzlich  eine  neue^  auf 
sicherer  Orundlage  ruhende  Theorie  der  Elektrodynamik  in  dem  Journal 
für  Mathematik  Bd.  82,  S.  85  ff.  aufgestellt,  aus  welcher  sich  mir  durch 
eine  kurze  Rechnung  ergab,  dass  diese  Theorie /auf  die  gegenseitige 
Einwirkung  unendlich  kleiner  elektrischer  Stromtheile  angewandt  genau 
dieselbe  Formel  ergab,  welche  ich  1845  als  die  muthmasslich  richtige 
aufgestellt  hatte. 

Sind  nämlich  AA^  und  BB^  unendlich  kleine  Stücke  elektrischer 

Ströme  und  i'  und  i  ihre  Intensitäten,  und  wird  i'AA^  mit  a,  iBB^ 

mit  6,  die  senkrechte  Projektion  von  h  auf  die  Ebene  von  AA^B  mit 

\y  AB  mit  r  und  Winkel  A^AB  mit  a  bezeichnet,  so  ergab  sich  als 

Einwirkung  X  des  ersten  Stromtheils  auf  den  zweiten,  abgesehen  von 

einem  konstanten  Zahlfaktor,  die  Formel 

■»        ah^  sin  u 
^  =  —71—, 

wie  ich  sie  in  Poggendorffs  Annalen  a.  a.  0.  aufgestellt  habe.  Hier 
liegt  X  senkrecht  gegen  \  in  der  Ebene  AA^B. 

Ich  habe  nachgewiesen,  dass  die  Formel  aus  der  Clausius sehen 
Theorie  mit  Nothwendigkeit  hervorgeht.  Femer  habe  ich  aus  dieser 
Formel  auf  ganz  elementare  Weise  die  Wirkung  abgeleitet,  welche  ein 
konstanter  geschlossener  Strom  im  Baume  auf  einen  Stromtheil  übt. 

Ich  betrachte  nämlich  jenen  geschlossenen  Strom  zunächst  als  ein 
durchströmtes  Polygon.  Ist  BG  irgend  eine  Seite  desselben,  V  die 
Intensität  des  Stromes  und  A  der  Anfangspunkt  eines  unendlich  kleinen 
Stromtheiles,  dessen  senkrechte  Projektion  auf  ABC  gleich  \  ist,  so  er- 
giebt  sich  die  Wirkung  v: 

2r&,  sin  4a 
V  = ^— , 

wo  a  =  Z.  BAC  und  m  die  von  A  nach  BC  gezogene  Linie  ist,  welche 
den  Winkel  a  halbiert.  Die  Richtung  von  v  ist  senkrecht  auf  \  in 
der  Ebene  ABC,     Ist  v^  die  Wirkung  der  nächstfolgenden  Seife  des 

U* 
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Polygons,   und  so  weiter,   so    wird  die  gesammte  Wirkung    V  jenes 
Polygons 

4  WO  die  Addition  auf  der  rechten  Seite  die  geometrische  ist  Eine  sehr 
einfache,  auf  die  Ausdehnungslehre  gegründete  Betrachtung  ergiebt 
dann  den  allgemeinen  Satz: 

„Wenn  ein  beliebiger  geschlossener  Strom  im  Räume  gegeben  ist^ 
so  giebt  es  zu  jedem  Pimkt  A  eine  bestimmte  Ebene,  die  man  die 
Wirkimgsebene  des  Stromes  nennen  kann,  und  welche  die  Eigenschaft 
hat^  dass  jedes  durch  A  gehende  Stromelement  durch  jenen  Strom  die- 
selbe Wirkung  erfahrt  wie  seine  senkrechte  Projektion  auf  die  Wir- 
kungsebene, femer  dass  diese  Wirkung  in  der  Wirkungsebene  senkrecht 
gegen  das  Stromelement  erfolgt  und  ihrer  Orosse  nach  unabhängig  von 
der  Richtung  jener  Projektion  ist/' 

Stettin.  H.  Orassmann. 


VI. 
Bemerkimgen  znr  Theorie  der  Farbenempfindimgen.  85 


Anhang*)  zu  W.  Preyers  Elementen  der  reinen  Empfindungslehre^ 
Jen%  Verlag  von  Hermann  Dufft,  1877. 


Die  einfachen  Lichtempfindungen  sind  Gebiete  dritter  Stufe  und 
werden  am  vollkommensten  dargestellt  durch  (ungleich  intensive)  Punkte 
einer  Ebene;  auch  kann  man  die  Intensitäten  dieser  Punkte  durch 
Strecken,  die  in  ihnen  als  Lothe  auf  der  Ebene  errichtet  sind,  sichtbar 
machen.  Diese  Eigenthümlichkeit  der  Lichtempfindungen,  die  ich  in 
meiner  Theorie  der  Farbenmischungen**)  aufgestellt  habe,  ist  auch 
von  Helmholtz***)  vollständig  anerkannt. 

Bei   der   Intensität  Null   hört,   wie   überall,  jede  Qualität 
auf,  Schwarz  ist  eben  keine  Qualität,  sondern  f  das  Null  des  86 
Lichtes. 

In  der  Qualität  tritt  erstens  der  Farbenton  hervor  in  der  Reihe: 


*)  Der  Anhang  steht  auf  S.  86—98  des  Werkes  und  ist  bezeichnet  als: 
„Briefliche  Mittheilung  an  den  Verfasser  von  Professor  Dr.  H.  Grassmann  in 
Stettin."    Frey  er  sagt  in  einer  Anmerkung  unterm  Texte: 

Professor  Grassmann  hatte  die  Güte,  nachdem  ich  im  Frühjahr  1876  ihm 
meine  Anwendungen  seiner  Ausdehnungslehre  auf  die  Empfindungen  mitgetheilt 
hatte,  in  einem  ausführlichen  Schreiben  mir  anzugeben,  worin  er  beistimmt,  worin 
nicht.  Namentlich  seine  Darstellung  der  Mannigfaltigkeit  der  Farbenempfindung 
weicht  von  der  meinigen  durchaus  ab.  Einige  seiner  Bemerkungen  darüber  füge 
ich  zum  Vergleich  meiner  Arbeit  bei.  Prof.  Grassmann  nimmt  für  die  einfache 
reine  Farbenempfindung  drei  ürvariable  an,  Intensität,  Ton  und  Sättigung,  ich 
nur  zwei,  indem  ich  zu  zeigen  versuchte,  dass,  wenn  Intensität  und  Ton  gegeben 
sind,  die  Sättigung  zugleich  mitgegeben  ist.  Prof.  Grassmanns  Darstellung 
passt  vortrefflich  auf  die  Mischung  objektiver  Farben,  und  zum  Theil  auch  zu 
dem,  was  ich  von  der  Empfindung  des  Kontrastes  als  eines  Multiplikationsaktes 
im  wahrnehmenden  Subjekte  aufgestellt  habe. 

**)  Poggendorff's  Annalen  89.  Bd.  1853  { hier  S.  161—173 } . 
♦•*)  Handbuch  der  physiologischen  Optik,  S.  281  ff. 
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Both^  Oelb;  Grün,  Blau,  Violett,  was  sich  wieder  an  Both  anschliesst 
(Braun  ist  nur  ein  wenig  intensives  Both),  und  zweitens  die  Aus- 
gleichung der  Farbendifferenzen  (sei  es  durch  Vermischiing  entgegen- 
gesetzter, das  heisst  complementarer  Farben,  sei  es  durch  Abnehmen 
oder  Aufhören  des  Unterscheidungsvermögens  ftir  die  Farbenverschieden- 
heit).  Durch  vollständige  Ausgleichung  entgegengesetzter  Farben  ent- 
steht das  farblose  Licht  (Grau,  Weiss). 

Femer.  Grün  lässt  sich  wohl  als  Farben-Mitte,  das  heisst  als 
Mittel  zwischen  der  tiefsten  und  höchsten  Farbenempfindung  auf&ssen. 
Der  Nullpunkt  der  Farbenempfindung  tritt  aber  in  der  Em- 
pfindung des  farblosen  Lichtes,  sowie  in  der  des  gänzlichen 
Lichtmangels  hervor,  also  in  der  Beihe:  Schwarz,  Grau,  Weiss 
mit  ihren  Abstufungen.  Daraus  folgt  aber  sogleich  der  Be- 
griff der  negativen  Farben.  Nämlich  zu  jeder  Farbe  muss 
die  entsprechende  negative  die  sein,  welche  zu  ihr  addirt,  das 
heisst  mit  ihr  vermischt.  Weiss  giebt,  das  heisst  die  Gom- 
plementärfarbe.  Es  sind  also  die  Gomplementärfarben  durch 
entgegengesetzte  (aber  gleich  lange)  Strecken  der  Ebene  an- 
schaulich darstellbar. 

Ausser  jenem  Null  der  Farbe,  das  heisst  dem  farblosen 
Lichte,  giebt  es  aber  auf  dem  Gebiete  der  Lichtempfindungen 
noch  ein  zweites  von  jenem  und  vom  Null  der  gesammten 
Intensität  verschiedenes  Null,  das  ist  eben  das  Null  des  farb- 
losen Lichtes. 

Eine  Farbe,  welcher  kein  farbloses  Licht  beigemischt  ist, 
heisst  eine  gesättigte.  Objektiv  wird  diese  Sättigung  erreicht  durch 
die  reinen  prismatischen  Farben.  Allein  da  wir  diese  nicht  unmittelbar 
wahrnehmen,  sondern  nur  durch  das  Medium  des  Auges,  in  diesem 
aber  durch  eine  grosse  Beihe  sekundärer  Vorgänge  (Brechung,  Zurück- 
werfung, Absorption,  Fluorescenz)  das  dem  Auge  zugesandte  Licht 
vielfache  objektive  Aenderung  erleidet,  ehe  es  zu  den  Nervenenden, 
welche  die  Empfindung  aufnehmen,  gelangt,  so  ist  es  wahrscheinlich, 
dass  wir  die  Empfindung  gesättigten  Lichtes  nur  annäherungsweise  er- 
fahren, also  das  Null  des  farblosen  Lichtes  in  der  Empfindung  nicht 
vollkommen  erreicht  wird,  am  vollkommensten  wohl,  wenn  die  durch 
Blicken  auf  ein  sehr  helles  farbiges  Licht  hierfür  abgestumpfte  Stelle 
der  Netzhaut  nun  nach  Erlöschen  jenes  Eindrucks  durch  Hinblicken  auf 
eine  möglichst  gesättigte  Complementärfarbe,  diese  empfängt,  also  in 
den  sogenannten  negativen  Nachbildern. 
87  Die  Aenderung   der  Qualität  bei  der  Steigerung  einer  Farbe  ist 

ein   sekundärer  Vorgang,   der   eines   Theils   in   einer   objektiven  Ver- 
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änderuDg  des  Lichtes  durch  Brechung,  Zurückwerfung,  Absorption  und 
Fluorescenz  im  Auge  selbst  besteht,  ehe  noch  das  Licht  die  Empfin- 
dungsorgane erreicht,  andern  Theils  auf  einer  subjektiv  sehr  verschie- 
denen und  bisher  noch  sehr  wenig  erforschten  Unempfänglichkeit  der 
Nerven  f^  Farben-  und  Intensitätsunterschiede,  auf  einer  relativen 
Farbenblindheit  beruht. 

So  viel  scheint  sicher,  dass  diese  Erscheinungen  nur  sekundärer, 
zum  Theil  subjektiver  Art  sind. 

Dagegen  bewegen  wir  uns  in  der  Theorie  der  Farbenmischung 
auf  einem  sicheren,  den  objektiven  Erscheinungen  überall  Rechnung 
tragenden  Gebiet,  und  muss  dies  daher  die  Grundlage  fiir  die  Theorie 
der  reinen  Lichtempfindungen  sein.  Zunächst  erhalten  wir  da- 
durch einen,  und  zwar  den  einzigen  aus  blosser  Lichtempfindung  ab- 
leitbaren, festen  Maassstab  fiir  die  Bestimmung  der  gleichen  Intensität 
verschiedener  Farben. 

Mischt  man  zum  Beispiel  Gelb  von  der  Wellenlange  567,1  mmm 
(mmm  bedeutet  Millionstel  Meter)  mit  Indigo  von  472,6  mmm,  und 
zwar  in  dem  Intensitätsverhältnisse,  dass  sie  farbloses  Licht  geben,  so 
haben  wir  diese  beiden  Intensitäten  (nach  dem  Obigen)  als  gleich 
gross  anzusehen,  und  sie  erweisen  sich  auch  objektiv  (wenn  man  die 
LichtslÄrke  nach  Helmholtz  durch  die  bei  der  Absorption  entstehende 
Wärme  bestimmt)  als  gleich,  und  bleiben  es  auch,  wenn  man  die 
beiden  Intensitäten  in  beliebigem,  aber  gleichem  Verhältnisse  ändert; 
denn  wäre  letzteres  nicht  der  Fall,  so  müsste  man  durch  Vermischung 
zweier  farbloser  Lichter  farbiges  erzeugen  können,  was  unmöglich  ist. 

Betrachte  ich  nun  eine  dritte  Farbe,  etwa  Goldgelb  von  585,2  und 
das  complementäre  G janblau  von  485,4  mmm,  und  bestimme  ihre 
Intensitäten  so,  dass  sie  beide  zusammengemischt  ebensoviel  Weiss 
geben,  wie  vorher  Gelb  und  Indigo,  so  haben  wir  vier  Farben,  die  als 
intensiv  gleich  zu  betrachten  sind.  Dass  sie  auch  objektiv  gleich  sein 
müssen,  folgt  aus  dem  Satze  (Helmholtz  S.  309):  „Wenn  Licht  aus 
verschiedener  Quelle  zusammentrifft,  so  wird  die  Gesammtintensität 
gleich  der  Summe  der  einzelnen  Intensitäten^^  (vergl.  meine  Abhand- 
lung*) S.  82).  Denn  da  nun  in  beiden  Mischungen  die  Summen  der 
Intensitäten  gleich  sind,  und  die  beiden  Intensitäten,  aus  denen  jede 
dieser  Summen  entsteht,  so  müssen  alle  vier  so  bestimmten  Farben 
objektiv  f  gleiche  Intensitäten  haben.  88 

So  kann  man  für  alle  Spektralfarben,  die  eine  Complementärfarbe 
besitzen,   ihre   gleiche  Intensität  nachweisen,  und  also  auch  die  Ver- 


•)  PoggendorfFß  Annalen  89.  Band.     1863.    { ffier  S.  171. 
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haltnisse  ihrer  Intensität.  Für  (3rün  kann  man  dann  die  gleiche  Inten- 
sität objektiv  bestimmen.  So  würde  man  schon  einen  Farbenkreis 
erhalten,  an  dem  nur  diejenigen  Farben  fehlen  würden,  die  im  Spektrum 
zu  fehlen  scheinen,  nämlich  Purpur  mit  seinen  Abstufungen. 

Aber  ich  glaube,  dass  auch  diese  Lücke  nur  eine  scheinbare  ist. 
Setzt  man  das  äusserste  Roth  von  812^  mmm  mit  dem  Violett  yoc 
406,2  also  mit  seiner  Octave  zusammen,  so  entsteht  ein  Roth,  was 
einen  ebenso  gesättigten  Eindruck  macht  wie  die  anderen  Spektral- 
ÜEurben;  wenn  man  jenes  Violett  recht  dunkel  nimmt,  so  geht  es  (nadi 
Helmholt z)  in  Bosaroth,  also,  abgesehen  von  dem  durch  Fluorescenz 
beigemischten  Weiss,  in  Purpur  über,  und  ich  glaube,  dass  diese  beiden 
um  eine  Octave  verschiedenen  Farben,  wenn  man  die  sekundären  Ein- 
flüsse entfernen  konnte,  denselben  Eindruck  hervorrufen,  und  also  in 
ihrer  Verbindung  eine  gesättigte  Farbe  gleich  denen  des  Prisma  geben 
müssen.  Aber  auch  abgesehen  davon  lässt  sich  jene,  jedenfalls  nur 
sehr  geringe  Lücke  annäherungsweise  herstellen  und  dadurch  der 
Farbenkreis  vollenden. 

Aber  die  Stellung  der  Farben  in  diesem  Kreise  ist  dadurch  noch 
nicht  festgestellt.  Um  sie  festzustellen  ist  zuerst  festzuhalten,  dass  jede 
Lichtempfindung  sich  (Helmholtz  S.  282,  Z.  3—7,  meine  Abh.  S.  71, 
Z.  1 — 3  { hier  S.  162,  Z.  15 — 13  v.  u. ) )  durch  Mischung  einer  gewissen 
Intensität  fjBO'blosen  Lichtes  mit  einer  gewissen  Intensität  einer  gesättigten 
(Spektral-)Farbe  darstellen  lässt,  und  die  Summe  dieser  beiden  Intensi- 
täten die  gesammte  Intensität  der  Lichtempfindung  ist.  Ich  habe  in  dieser 
Mischung  die  Intensität  des  farblosen  (weissen)  Lichtes  die  Intensität 
des  beigemischten  Weiss,  und  die  Intensität  jener  homogenen  Farbe 
die  Farbenintensität  der  Lichtempfindung  genannt.  Durch  den  Farben- 
ton und  diese  beiden  Intensitäten  ist  dann  die  Lichtempfindung  genau 
bestimmt. 

Aber  es  ist  noch  eine  (formelle)  Bestimmung  über  die  Abweichung 
zweier  homogener  Farben  zu  machen;  ich  sage  zwei  homogene,  gleich 
intensive  Farben  weichen  um  denselben  Winkel  von  einander  ab,  wie 
zwei  andere  gleich  intensive,  wenn  die  beiden  ersten  mit  einander  ver- 
mischt, dieselbe  Intensität  farblosen  (weissen)  Lichtes  liefern,  wie  die 
beiden  letzten.  Durch  diese  Bestimmung  ist,  wenn  man  noch  hinzu- 
nimmt, dass  zwei  gleiche  intensive  homogene  Farben  den  mittleren 
Farbenton  geben,  nun  auch  die  Vertheilung  der  Farben  auf  dem  Farben- 
kreise genau  bestimmt. 
89  Nehmen  wir  zunächst  wieder  die  beiden  obigen  f  Complementär- 

färben  Oelb  und  Indigo  (deren  Winkel,  da  sie  entgegengesetzt  sind, 
180^  beträgt).     Nun  wird  es  zum  Beispiel  in  der  Farbenreihe,  die  von 
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Oelb  durch  Orün  zu  Indigo  übergeht,  eine  homogene  Farbe  geben,  die 
von  dem  Gelb  unter  demselben  Winkel  abweicht  wie  von  dem  com- 
plementaren  Indigo,  also  um  den  Winkel  von  90^,  und  die  man  daher 
die  zu  jener  normale  Farbe  nennen  kann.  Wird  Oelb  etwa  mit  a,  die 
complementare  also  mit  —  a  bezeichnet,  so  kann  die  normale  mit 
beiden  gleich  intensive  mit  aY —  1  =  ai  bezeichnet  werden,  und  man 
kann  nun  ahnliche  Methoden  wie  die  Ihrigen  für  die  weiteren  Folge- 
rungen anwenden. 

Namentlich  kann  man  den  Hauptsatz  der  Farbenmischung  (meine 
Abh.  S.  83  {hier  S.  172 f.})  ableiten,  wonach,  wenn  man  jede  Farben- 
empfindung   durch    einen  intensiven   (schweren)   Punkt   aA   darstellt, 
dessen  Bichtung   vom   Centrum  C  des   Farbenkreises   den  Farbenton, 
dessen   Intensität  a  die  Gesammtintensitat,   dessen ' 
Entfernung  {CA)  vom  Centrum  mit  a  multiplicirt 
die  Farbenintensitat,  und  dessen  Entfernung  {AB) 
von  der  Peripherie  mit  a  multiplicirt  also  die  In- 
tensität des  beigemischten  Weiss  darstellt,  voraus- 
gesetzt,  dass   der   Radius   CB  seiner  Länge  nach 
=  1  gesetzt  wird,  dann  die  Mischung  zweier  Licht- 
empfindungen durch  die  (barycentrische)  Summe  der  intensiven  Punkte, 
welche  diese  beiden  Lichtempfindungen  darstellen,  dargestellt  wird. 

EUerbei  ist  vor  allen  Dingen  zu  merken,  dass  hier  nicht  etwa 
bloss  ein  Vergleich  mit  der  Planimetrie  gegeben  wird,  sondern  man 
hat  es  überall  nur  mit  der  abstrakten  Grundlage  der  Planimetrie  zu 
thun,  die  hier  in  den  Lichtempfindungen  ebenso  ursprünglich  hervor- 
tritt wie  in  der  Planimetrie  selbst.  Die  aus  der  Planimetrie  ent- 
nommenen Ausdrücke  sind  hier  nur,  weil  sie  allgemein  bekannt  sind, 
auf  unsere  Wissenschaft  übertragen. 

Die  Ableitung  dieses  Satzes  auf  dem  hier  begonnenen  Wege  ist 
interessant,  aber  sehr  weitläufig.  Ich  gebe  ein  Beispiel.  Es  sei  A 
eine  homogene  Farbe  mit  der  Intensität  1,  A'  die 
Complementärfarbe,  B  die  gegen  beide  normale 
mit  der  Intensität  1;  gesucht  sei  die  Mischung. 
Ihr  Farbenton  wird  von  A  und  B  gleich  weit  ab- 
weichen, also  um  den  Winkel  von  45^,  dieser 
sei  (7,  ebenso  sei  D  der  Farbenton  der  Mischung 
von  B  und  A\  also  der  Winkel  CD  ein  rechter. 
Nun   sei   für   die  Mischung  von  A  f  und  JB  die  ^  90 

Intensität  des  beigemischten  Weiss  y  und  die  Farbenintensität  x,  das  heisst 

A  +  B  =  xC-\'yw, 
wenn  w  das  Weiss  von  der  Intensiföt  1  bedeutet,  und  ebenso 
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wo  übrigens  x  +  y  =  2,  also 

^  +  ^'  +  2  J5  =  a;(C  +  D)  +  2yfr, 
oder  da  A-^-  A'  =2w  ist, 

2B+2w  =  x(C  +  D)  +  2yw. 
Nun  ist  aber  C  zu  D  normal  und  zwischen  ihnen  in  der  Mitte  li^ 
B,  also 

C+D  =  xB  +  yw, 
also 

2J5  +  2w  =  x{xB  +  yw)  +  2y«; 

=  a:«JB  +  (a;  +  2)ytt;. 

Daraus  folgt  x^  =  2,  x=  )/2,  also  y  =  2  — y2.  Nennt  man  E  den 
Schneidepunkt  von  J.i?  mit  OC,  so  ist  OE  =  J  V^;  dies  mit  der  (xe- 
sammtintensität  2  multiplicirt,  sollte,  wenn  der  Hauptsatz  gilt,  die 
Parbenintensitat  x  liefern,  was  stimmt;  ebenso  ist  EC  =1  —  j  y2y  also 
mit  2  multiplicirt  2EC  =  2  —  }/2  =  y. 

Es  ist  der  auf  diesem  Wege  geführte  Beweis  viel  weitläufiger  und 
auch  lange  nicht  so  streng  als  der  in  meiner  Abhandlung  gegebene. 
Aber  dieser  muss  bedeutende  begriffliche  Schwierigkeiten  haben,  da 
ihn  auch  Helmholtz  nicht  ganz  verstanden  hat. 

Es  ist  dort  von  einer  an  sich  beliebigen  homogenen  Farbe  in 
einer  beliebigen  Farbenintensität,  die  =  1  gesetzt  wird,  ausgegangen 
(Gelb),  dann  die  Gomplementärfarbe  (Indigo)  bestimmt  und  ihre  Inten- 
sität, sofern  sie  mit  jener  farbloses  Licht  liefert,  gleichfalls  1  gesetzt 
Dann  ist  die  homogene  Farbe  bestimmt,  welche  zu  jenem  Gelb  ge- 
mischt, ebensoviel  farbloses  Licht  liefert,  wie  mit  jenem  Indigo,  das 
heisst  die  zu  beiden  normale  homogene  Farbe;  ihre  IntensiiÄt  ist  so 
bestimmt,  dass  sie  mit  ihrer  Gomplementärfarbe  ebenso  viel  Weiss 
liefert,  wie  die  obigen  Gelb  und  Indigo.  Dies  sei  ein  bestimmtes  Grün. 
Dann  sind  hierdurch  zwei  genau  definirte  Einheiten  (Gelb  und  Grün) 
gewonnen,  welche  zunächst  benutzt  werden,  um  die  Farbenintensitäten 
ihrer  Mischungen  darzustellen. 

Da  der  Begriff  der  Intensität  verschiedener  homogener  Farben 
erst  durch  die  Mischimg  festgestellt  werden  soll,  so  kann  man,  wenn 
der  Kürze  wegen  jenes  Gelb  mit  A,  jenes  Grün  mit  JB,  und  das  Weiss, 
dessen  Intensität  =  1  ist,  mit  0  bezeichnet  wird,  für  die  Farben- 
intensität der  Mischung  aA  (Gelb  mit  der  Intensität  a  und  wenn  a 
negativ  =  —  a  ist,  Indigo  mit  der  Intensität  a')  und  ßB^  wo  aiß 
91  ein  beliebiges  Verhältniss  haben,  festsetzen,  dass  sie  gleich  f  der  Strecke 
aOA  +  ßOB,  [das  heisst  tt{A  —  0)  +  ß{B  —  0)]  sein  soll,  und  die 
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Richtang  dieser  Strecke  (aUes  im  Sinne  der  Ausdehnungslelire)  den 
Farbenton  darstellen  soll.  (Auch  hätte  man  OA  =  1  und  OB=i  =]/ — 1 
setzen  können,  ohne  dadurch  freilich  etwas  zu  gewinnen.) 

Hieraus  folgt  nun  das  oben  aufgestellte  Gesetz  der  Farbenmischung 
ganz  wie  in  meiner  Abhandlung  vermittelst  der  auch  von  Helmholtz 
anerkannten  Sätze  aufs  allerstrengste.  Auch  folgt  nun  aus  diesem 
Hauptgesetze  sogleich,  dass,  wenn  man  eine  beliebige  andere  Farbe 
statt  des  Gelb  zu  Grunde  legt,  ganz  dieselben  Resultate  hervorgehen, 
dass  femer  jede  homogene  Farbe  von  der  Intensität  1  mit  ihrer  com- 
plementären  ebenso  viel  Weiss  giebt,  wie  jede  andere  solche  mit  ihrer 
complementären,  femer  dass  es  gleichgültig  ist,  welche  Intensität  man 
1  setzt.  Kurz,  es  ist  hier  aUes  in  vollster  Harmonie,  und  muss  diese 
Theorie  ebenso  die  Grundlage  fiir  die  Theorie  der  Farbenempfindimgen 
sein,  wie  die  Addition  fiir  die  Ausdehnungslehre. 

Was  nun  die  Multiplikation  betrifft,  so  beruht  die  Multiplikation 
mit  einer  Zahl,  das  heisst  die  Yervielfachimg,  zunächst  auf  einem 
wiederholten  Additionsprocess.  Ist  A  irgend  eine  Empfindung,  so  sind 
Ay  J.  +  J.  =:  2Aj  2A  -(-  J.  =  3-4,  . . .  Empfindungen,  die  qualitativ 
gleich  sind,  und  sich  intensiv  wie  1:2:3,...  verhalten;  setzt  man 
nun  irgend  eine  dieser  Intensitäten  1,  so  erhält  man  die  Intensitäten 
als  Brüche,  und  setzt  man  A  imendlich  klein,  so  erhält  man  die  Inten- 
sitäten in  stetiger  Form. 

Diese  Multiplikation  wiederholt  sich  natürlich  auf  allen  Empfin- 
dungsgebieten. Ihr  tritt  eine  zweifache  Division  gegenüber,  nämlich 
die  Division  durch  eine  Zahl,  oder  Theilung,  die  aber  auch  durch 
Multiplikation  mit  einem  Bruch  ersetzt  werden  kann,  und  zweitens  die 
Division  zweier  qualitativ  gleicher  Empfindungen  durcheinander,  deren 
Resultat  eine  Zahl  ist,  welche  das  Verhältniss  der  Intensitäten  darstellt. 

Die  Zahl  ist  eine  Grösse  nullter  Stufe.  Ausser  ihr  giebt  es  aber 
noch  in  Gebieten  von  höherer  als  erster  Stufe  andere  Grössen  nullter 
Stufe,  welche  ich  in  meiner  Ausdehnungslehre  1862  { Ges.  Werke  I,  2 } 
ausführlich  behandelt  habe,  und  welche  besonders  für  die  durch  Strecken 
darstellbaren  Farbenintensitäten  von  Interesse  sind.  Im  Allgemeinen 
ist  solche  Grösse  nullter  Stufe  dadurch  bestimmt,  dass  festgesetzt  wird, 
in  welche  andere  Grösse  jede  Grösse  des  betrachteten  Gebietes  sich 
durch  Multiplikation  mit  einer  solchen  Grösse  nullter  Stufe  verwandelt 
Da  für  sie  wie  für  jede  Multiplikation  das  Beziehungsgesetz  (das 
distributive  Princip)  gilt,  so  ist  für  ein  Gebiet  n-ter  Stufe  nur  festzu- 
setzen, in  welche  Grössen  sich  die  n  Einheiten  des  f  Gebietes  durch 
jene  Multiplikation  verwandeln. 

Für    das    Streckengebiet    zweiter    und    dritter    Stufe    bilden    die 
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HamUtolUichen  Quatemionen  einen  besonderen  Fall  dieser  Grossen 
nollter  Stufe.  Für  die  Farbenintensitaten,  welche  ein  Stareckengebiet 
zweiter  Stufe  bilden ,  sind  die  Hamiltonschen  Quatemionen  solche 
Grössen  nuUter  Stufe,  welche  zwei  Strecken  (die  nicht  parallel  sind), 
und  also  auch  alle  Strecken  um  gleiche  Winkel  ändern  und  ausserdem 
noch  mit  einer  Zahl  multipicirt  sein  können.  So  zum  Beispiel  drückt 
a^^y  wo  a  eine  homogene  Farbe,  a  einen  Winkel  darstellt^  eine  andere 
homogene  Farbe  von  gleicher  Intensität  aus,  die  von  jener  um  den 
Winkel  a  abweicht    Die  Division  mit  ^^  gleich  Multiplikation  mite"*". 

Aber  auch  die  combinatorische  (auf  ein  Gebiet  bezügliche)  Multi- 
plikation tritt  auf  dem  Gebiete  der  Lichtempfindungen  (ab  einem 
Elementargebiete  dritter  Stufe)  in  qualitativer  Beziehung  sehr  leicht 
und  einfach  hervor.  Sind  zum  Beispiel  a  und  h  zwei  Lichtempfin- 
düngen,  so  drückt  das  combinatorische  Produkt  [a&]  qualitativ  das 
Gebiet  der  Geraden  a&,  das  heisst  die  Gesammtheit  aller  Lichtempfin- 
dungen aus,  welche  sich  aus  a  und  h  numerisch  ableiten  lassen  (näm- 
lich durch  positive  Zahlen  für  die  zwischen  a  und  h  liegenden,  durch 
entgegengesetzte  für  die  ausserhalb  liegenden,  und  wenn  sie  ausserhalb 
des  Farbenkreises  zu  liegen  kommen,  so  hat  man  ideelle  Lichtgebilde, 
denen  keine  reelle  Empfindung  entspricht);  das  heisst,  wenn  auch  c 
und  d  zwei  Lichtempfindungen  sind,  so  ist  [a6]  qualitativ  gleich  \cS\, 
in  Formeln  \dh\  ^  \cd\  dann  und  nur  dann,  wenn  die  beiden  Gebiete 
zusammenfallen,  oder  wenn  beide  Produkte  null  sind.  Aber  [a(]  ist 
nur  null,  wenn  a^b  (qualitativ  gleich  b)  ist. 

Zweitens  wenn  [ab]  und  [cd]  qualitativ  verschieden  (und  keins 
derselben  null  ist),  so  drückt  das  Produkt  [ab .  cd]  qualitativ  die 
Lichtempfindung  (reelle  oder  ideelle)  aus,  welche  beiden  Gebieten  ge- 
meinsam ist,  das  heisst,  welche  sich  sowohl  aus  a  und  b  als  auch  aus 
c  und  d  numerisch  ableiten  lässt;  giebt  es  aber  keine  beiden  Gebieten 
gemeinsame  reelle  oder  ideelle  Empfindung,  so  heissen  die  Gebiete 
parallel  und  das  Produkt  [ab  .cd]  stellt  dann  qualitativ  eine  Strecke, 
dass  heisst  die  Differenz  zweier  gleich  intensiver  Lichtempfindungen 
dar  [Ausdehnungslehre  1862,  Nr.  289  u.  290  {Ges.  Werke  I,  2,  S.  186}]. 

Es  war  bisher  der  Werth  der  Produkte  [ab]  und  [ab  .  cd]  nur 
qualitativ  betrachtet;  will  man  auch  ihren  quantitativen  Werth  haben, 
so  muss  man  auf  eine  neue  Empfindung,  die  des  Kontrastes  eingehen, 
93  welche  schon  aus  dem  Bereich  der  bisher  betrachteten  f  einfachen 
reinen  Empfindungen  in  das  der  combinirten  hinüberschweift.  Doch 
sind  diese  noch  eher  einer  rein  wissenschaftlichen  Betrachtung  fähig, 
als  zum  Beispiel  die  scheinbare  Aenderung  der  Farbenqualität  bei  ver- 
änderter Intensität,  wozu  es  noch  an  jeder  sicheren  wissenschaftlichen 


Die  Multiplikation  im  Gebiete  der  Farbenempfindungen.  221 

Basis  fehlty  und  Gewohnimg^  Ermüdung  nebst  den  noch  nicht  hin- 
reichend ermittelten  objektiven  Vorgängen  im  Innern  des  Auges  von 
grossem  Einflüsse  sind. 

Will  man  nun  das  Produkt  [aV]  als  Kontrast  der  Lichtempfin- 
dungen a  und  b  auffassen  ^  so  muss  man  den  BegnfiF  des  Kontrastes 
einschränken  und  dem  Begriffe  jenes  Produktes  adäquat  gestalten.  Da 
das  Produkt  [ab]  null  ist^  wenn  a  und  b  qualitativ  gleich  sind^  so  ist 
der  Oegensatz  von  hell  und  dunkel  ganz  aus  dem  Begriffsbereiche 
dieses  Kontrastes  zu  verbannen^  und  für  diesen  Begriff  eine  verschie- 
dene Qualität  von  a  und  b  als  nothwendige  Bedingung  festzuhalten. 
Sind  a  und  b  zwei  Lichtempfindungen  von  gleicher  Intensität  1^  so 
stellt  [ab]  den  Konstrast  b  —  a  dar  auf  dem  Gebiete  ab,  in  der  Art, 
dass  wenn  a,  b,  c,  d  von  gleicher  Intensität  sind  [ab]  =  [cd]  dann 
und  nur  dann  ist,  wenn  [ab]  e^  [cd]  (siehe  oben)  und  ausserdem 
a  —  &  =  c  —  d  ist  Wachsen  die  Faktoren  a  und  b  ihrer  Intensität 
nach  und  zwar  a  im  Verhältnis  1 :  x  und  b  im  Verhältniss  1 :  y,  so 
wächst  [ab]  im  Verhältnisse  1  :xy. 

Ob  aber  der  so  aufgefasste  Kontrast  für  das  Gebiet  der  Empfin- 
dung eine  wesentliche  Bedeutung  habe,  ist  mir  sehr  zweifelhaft.  Haupt- 
sache scheint  hier  der  qualitative  Kontrast  von  gleich  intensiven  Em- 
pfindungen. 


VII,  lieber  die  physikalische  Natur  der  Sprachlaute. 

Von 

Hermann  Grassmann. 


Wiedemanns  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  I,  Heft  4,  S.  606 — 629, 
geschlossen  3.  August  1877. 


606  Seit  dem  Jahre  1832,  wo  in  Poggendorffs  Annalen  XXIV,  p.  397 
die  bahnbrechende  Arbeit  von  Robert  Willis,  ,,Ueber  Vokaltöne  und 
Zungenpfeifen''  erschien,  bin  ich  unausgesetzt  bemüht  gewesen,  die 
Theorie  der  Yokallaute  und  der  Sprachlaute  überhaupt  auszubilden 
und  fest  zu  begründen. 

Unmittelbar  trat  mir  aus  jener  Arbeit  der  Mangel  entgegen,  dass 
Willis  nur  eine  Reihe  von  Vokalen,  nämlich  u,  o,  a,  e,  i  aufgefunden 
haben  wollte,  während  doch  die  Vokale  ebenso  wie  die  Farben  nur 
durch  Vertheilung  auf  einer  Fläche  vollständig  dargestellt  werden 
können.  Und  bei  der  Wiederholung  der  Versuche  ergab  sich,  dass  der 
mittlere  jener  Vokaltöne  von  dem  Charakter  des  a  sehr  weit  ver- 
schieden war,  und  es  darauf  ankam,  diesen  Charakter  festzustellen. 
Aus  den  Versuchen  von  Willis  folgte,  dass  das  den  Vokal  bestimmende 
ein  höherer,  mit  dem  Gnmdtone  zugleich  leise  erklingender  Ton  sei, 
der  mit  jenem  verschmelzend  eben  den  Eindruck  des  Vokales  hervor- 
rief. Diese  höheren  Töne  mussten  sich  also  auch  bei  dem  Aussprechen 
eines  Vokales  bei  gehöriger  Achtsamkeit  vernehmen  lassen.  Es  gelang 
dies  so  vollständig,  dass  ich  auf  diese  Beobachtungen  eine  vollständige 
Theorie  der  Vokaltöne  gründen  konnte,  welche  allen  billigen  Anfor- 
denmgen,  die  man  an  eine  solche  Theorie  stellen  kann,  genügte. 

Die  Grundzüge  dieser  Theorie  habe  ich  im  Jahre  1854  im  Pro- 
gramme des  Stettiner  Gymnasiums  am  Schlüsse  eines  hauptsächlich 
für  meine  Schüler  bestimmten  Leitfadens  der  Akustik  veröflfentlichi 
Es  heisst  darin  (p.  14  {hier  S.  188})  wörtlich:  „Die  Stimmbänder  setzen 
zugleich  die  in  der  Mundhöhle  befindliche  Luft  in  Schwingungen;  es 
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entstehen  dadurch  leise  Nebentöne,  welche  je  nach  der  Form,  die  man 
der  Mundhöhle  giebt^  yerschieden  ausfallen^  und  welche  der  Beihe  der 
harmonischen  f  Töne  angehören,  die  den  Ton  der  Stimmbänder  zum  607 
örundton  hat.  Auf  diese  Weise  entstehen  die  Vokale.  Ein  auf- 
merksames Ohr  hört  leicht  beim  Uebergange  von  u  durch  ü 
zu  i  eine  Beihe  leiser  harmonischer  Nebentöne,  welche  vom 
zweigestrichenen  c  bis  zum  fünfgestrichenen  c  fortschreiten 
können,  und  welche  man  bei  denselben  Mundstellungen  auch 
für  sich  hervorbringen  kann.  Beim  Vokale  a  klingt  eine 
ganze  Beihe  der  harmonischen  Nebentöne  mit,  welche  das 
Ohr  in  der  Begel  noch  bis  zur  vierten  Oktave  vom  Grundtone 
aus  wahrnehmen  kann,  so  dass  also  bei  dem  a  ein  voller 
Akkord  von  Nebentönen  mitklingt.  Hierdurch  ist  zugleich 
der  Uebergang  von  a  durch  o  zu  u,  sowie  der  von  a  durch  e 
zu  i,  oder  durch  ö  zu  ü  erklärt.^' 

Diese  Stelle  in  meinem  Programm,  in  welcher  unter  der  Beihe 
der  harmonischen  Nebentöne  die  jetzt  in  der  Begel  als  Obertöne  oder 
Partialtöne  bezeichneten  Töne  verstanden  sind,  ist,  obwohl  sie  eine 
vollständige  Theorie  der  Vokaltöne,  an  der  es  bis  jetzt  noch  fehlte,  in 
sich  schliesst,  gänzlich  unbeachtet  geblieben. 

Fünf  Jahre  später  trat  Hr.  Helmholtz  (Gelehrte  Anzeigen  d.  k. 
bayr.  Akad.  der  Wiss.  18.  Juni  1859)  mit  einer  Beihe  wichtiger  Ver- 
suche über  Vokaltöne  hervor,  in  denen  er  theils  gegebene  Vokaltöne 
in  ihre  einfachen  Elemente  aufzulösen  versuchte,  theils  einfache  Töne 
zusammensetzte,  um  aus  ihnen  Vokale  zu  bilden.  Doch  waren  die 
Versuche  nicht  zahlreich  und  schlagend  genug,  um  daraus  auch  nur 
annähernd  eine  Theorie  der  Vokaltöne  ableiten  zu  können.  Diese  Ver- 
suche hat  er  dann  in  seinem  berühmten  Werke  „Die  Lehre  von  den 
Tonempfindungen,  Braunschweig  1863^'  zum  Theil  ergänzt,  ohne  jedoch 
auch  hieraus  eine  wirkliche  Theorie  der  Vokaltöne  ableiten  zu  können. 

Als  Besultat  seiner  Beobachtungen  giebt  Helmholtz  an,  dass  in 
der  Beihe  der  Vokale  m,  o,  a  nur  je  ein  charakteristischer,  das  heisst 
stärker  als  alle  übrigen  f  hervortretender  Partialton  sich  vernehmen  608 
lasse,  der  von  f  bis  b^  (zweigestrichenes  h)  oder  bei  hellerer  Aus- 
sprache des  a  bis  d^  aufsteige.  Bei  den  übrigen  Vokalen  treten  nach 
ihm  zwei  charakteristische  Töne  hervor,  welche  beim  i  das  grösste 
Intervall  (von  f  bis  dj  von  beinahe  vier  Oktaven  mit  einander  bilden. 

Der  Uebergang  von  einem  Vokale  der  Beihe  u,  o,  a  nach  i  hin 
muss  also  nach  ihm  in  der  Art  stattfinden,  dass  der  eine  charakteri- 
stische Ton  jener  Beihe  sich  in  zwei  solche  Töne  spaltet,  deren  Diver- 
genz  immer   grösser  wird,  je  mehr  sich  bei  diesem  Uebergange  der 
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Vokal  dem  i  nähert.  Aber  in  welcher  Weise  diese  Spaltimg  stattfindet 
und  sich  bei  verschiedenen  Orundtönen  gestaltet ,  ist  aus  seinen  Beob- 
achtungen weder  zu  schliessen  noch  auch  zu  errathen,  und  es  bleib^ 
daher  die  Theorie  lückenhaft. 

Aber  noch  mehr,  die  ganze  Grundlage^  auf  welcher  dieser  Bau 
der  Yokaltöne  von  Helmholtz  aufgeführt  wird,  ist  fehlerhaft  und  tritt 
mit  anderen  Behauptungen  desselben  in  Widerspruch.  So  zum  Beispiel 
sagt  Helmholtz  p.  165  seiner  Lehre  von  den  Tonempfindungen,  dass 
bei  den  Elangen  des  menschlichen  Kehlkopfes  wohl  die  Obertone  ihrer 
Starke  nach  mit  steigender  Höhe  kontinuirlich  abnehmen  würden,  wenn 
wir  sie  ohne  Resonanz  der  Mundhöhle  beobachten  könnten;  und  fügt 
hinzu,  dass  die  Obertöne  dieser  Annahme  ziemlich  gut  bei  denjenigen 
Vokalen  entsprechen,  welche  mit  trichterförmiger,  weit  geöffiieter  Mund- 
höhle gesprochen  werden,  nämlich  beim  scharfen  A  oder  JL  Dies 
muss  namentlich  für  das  A  gelten,  da  beim  Ä  schon  eine  Verengerung 
der  Mundhöhlung  eintritt.  Ja,  wir  können  sagen,  dass  mit  dieser  freien 
EntfiEdtung  der  durch  die  Schwingungen  der  Stinmibänder  erzeugten 
Obertöne  das  A  seinem  Wesen  nach  charakterisirt  ist. 

Ebenso  irrig  wie  die  obige  Auffiusung  des  Vokales  a  ist  die  An- 
sicht, dass  zur  Erzeugung  des  ü  oder  f  ausser  dem  höheren  charakte- 
ristischen Oberton  noch  ein  zweiter  tieferer  erforderlich  sei.  Im  Gbgen- 
theile  klingen  ü  und  i  um  so  schöner  und  reiner,  je  mehr  dieser  tiefere 
609  Ton  schwindet,  welcher  dem  sausenden  Geräusche,  f  welches  sich  leicht 
den  stark  gesungenen  Tönen  beimischt  und  dieselben  rauh  und  unschön 
macht,  seinen  Ursprung  verdankt. 

Es  würden  sich  alle  solche  Differenzen  in  der  Beurtheilung  von 
Klängen  und  Geräuschen  auf's  leichteste  ausgleichen  lassen,  wenn  wir 
für  die  Zerlegung  derselben  in  ihre  einfachen  Töne  (mit  pendelartigen 
Schwingungen)  einen  so  zuverlässigen  Apparat  besässen,  wie  uns  das 
Prisma  oder  das  Interferenzgitter  für  die  Zerlegung  der  Gesichtsein- 
drücke liefert.  Denn  auch  die  Resonatoren  leisten  dies  bis  jetzt  nur 
in  höchst  unvollkommener  und,  wie  ich  unten  zeigen  werde,  wenig 
zuverlässiger  Weise.  Dagegen  zeigt  das  menschliche  Ohr  eine  ausser- 
ordentliche Fähigkeit,  diese  einfachen  Töne  zu  empfinden,  und  bei 
einiger,  richtig  geleiteter  Uebung  auch  deutlich  von  einander  zu  unter- 
scheiden. Ja  es  übertrifft  in  dieser  Beziehung,  wenn  nicht  ein  zu 
grosses  Gewirr  von  Tönen  aufzulösen  ist,  an  Zuverlässigkeit  bis  jetzt 
alle  künstlichen  Hülf sapparate,  und  ich  gründe  daher  meine  Theorie 
vorzugsweise  auf  die  unmittelbare  Wahrnehmung  durch  das  Ohr.  Diese 
Wahrnehmungen  sind  aber  keineswegs  bloss  subjektive,  sondern  lassen 
sich  ohne  Hülfsapparate  einer  ganzen  Zuhörerschaft  objektiv  darstellen. 
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Hierbei  darf  ich  jedoch  eine  Schwierigkeit  nicht  unerwähnt  lassen. 
Wir  Deutsche  sind  gewohnt^  die  gesungenen  und  gesprochenen  Vokale 
mit  einem  hauchenden  Geräusche  zu  begleiten^  welches  dadurch  ent- 
steht;  dass  wir  durch  die  Stimmritze  mehr  Luft  hindurchgehen  lassen, 
als  zu  den  stärkeren  oder  schwächeren  Schwingungen  der  Stimmbänder 
erforderlich  ist.  Dadurch  bekommt  der  Vokal  etwas  rauhes,  sausendes, 
was  den  reinen  Eindruck  desselben  stört  und  Gesang  und  Bede  beson- 
ders in  einiger  Entfernung  undeutlich  macht.  Es  ist  unter  uns  Deut- 
schen selten  jemand,  der  diesen  Fehler  nicht  von  vornherein  an  sich 
trüge;  und  die  Gesanglehrer  haben  zur  Beseitigung  desselben  meist 
eine  mühsame  und  andauernde  Thätigkeit  nöthig.  Es  ist  dies  sausende 
Geräusch  in  gewisser  Weise  der  Friction  eines  Maschinenwerkes  zu 
vergleichen,  welche  die  Kraft  der  f  Maschine  hemmt  und  zugleich  ihre  610 
Theile  schneller  aufreibt.  Am  meisten  ist  man  bei  Ueberanstrengung 
der  Stimme,  oder  ru  afiPektvoller  Rede  zu  solchem  störenden  Hauchen 
oder  Blasen  geneigt,  kann  sich  aber  auch  in  ruhigem  Gesänge  oder 
feierlicher  Rede  schwer  davon  frei  halten,  wenn  man  nicht  sich  die 
Aufgabe  gestellt  hat,  die  Stimme  davon  zu  reinigen. 
«  Ich  beschränke  mich  in  der  folgenden  Darstellung  streng  auf  die 
akustische  Seite,  und  verweise  in  Bezug  auf  die  physiologische  Seite 
der  Sprachlaute  auf  das  treffliche  Buch  von  E.  Sievers  „Grundzüge 
der  Lautphysiologie,  Leipzig  1876'^,  welches  durchweg  auf  eigenen 
Beobachtungen  beruht,  aber  auch  die  Beobachtungen  anderer  in  ge- 
bührender Weise  berücksichtigt  und  der  Prüfung  unterzieht 

§  1.    Die  Vokale  der  Beihe  u,  ü,  i. 

Unter  allen  Vokalen  sind  die  der  Reihe  u,  ü,  i  am  leichtesten 
akustisch  festzustellen.  Sie  sind  zugleich  in  ausgezeichnetem  Maasse 
geeignet,  das  Ohr  für  das  Wahrnehmen  der  bei  diesen  Vokalen  mit- 
klingenden Obertöne  zu  üben.  Und  es  ist  daher  anzurathen,  dass  man 
nicht  eher  zur  Untersuchung  anderer  Vokale  übergeht,  als  bis  man 
mit  grösster  Leichtigkeit  die  Obertöne  dieser  VokaJreihe  wahrzunehmen 
gelernt  hat. 

Schon  die  einfachen  Töne,  wie  sie  durch  Stimmgabeki,  welche  vor 
gleichgestimmten  bauchigen  Gläsern  schwingen,  oder  auch  durch  blosses 
Anblasen  solcher  bauchigen  Gläser  hervorgebracht  werden,  zeigen  aufs 
entschiedenste  den  Charakter  dieser  Reihe,  nämlich  die  tieferen  Töne 
bis  etwa  zu  c^  (dem  dreigestrichen  c)  hinauf  den  Charakter  eines  in 
der  Tiefe  dumpfen,  dann  immer  heller  werdenden,  zuletzt  dem  ü  sich 
nähernden  u,  von  c^  bis  etwa  zu  e^  den  Charakter  des  ü,  von  da  ab 
bis  zu  beliebiger  Höhe  den  des  i.    Denselben  Charakter  zeigen  höchst 

Qrattmftnn,  W«rke.  IL  S.  \  )L5 


226     Vn.  üeber  die  physikalische  Natur  der  Sprachlaute.   Wied.  A.  1  (1877). 

deutlich  die  Töne,  welche  man  durch  Pfeifen  mit  dem  Munde  hervor- 
bringen kann,  und  welche  bei  geschickten  Pfeifern  von  o^  bis  a^  gehen 

611  und  nach  der  Reihe  den  Charakter  des  u,  ü  und  erst  in  höchster  Höhe 
den  des  i  zeigen. 

Höher  hinauf  gelingt  es  selten  mehr,  vollkommene  Pfeifböne  hervor- 
zubringen; es  entstehen  dort  Geräusche,  die  sich  aber  um  sehr  hohe, 
leicht  erkennbare  Töne  bis  c^  und  höher  hinauf  gruppiien  und  den 
Charakter  des  i  geben.  Flüstert  man  die  Vokale  dieser  Reihe  ti,  ü,  t, 
so  entstehen  Geräusche,  die  den  entsprechenden  Pfeiftönen  sehr  nahe 
liegen.  Es  besteht  jeder  dieser  geflüsterten  Vokale  aus  einer  Reihe 
sehr  nahe  aneinanderliegender  unharmonischer  Töne,  deren  mittlere 
Tonhöhe  sich  ziemlich  genau  angeben  l&st  und  jenem  Pfeiftone  ent- 
spricht. Oft  geht  bei  energischem  Flüstern  dieser  Vokalreihe  unwill- 
kürlich das  Geräusch  in  den  entsprechenden  Pfeifton  über. 

Hält  man  genau  die  Mundstellung  fest,  bei  welcher  beim  Hindurch- 
blasen der  Luft  ein  bestimmter  Pfeifton,  zum  Beispiel  c^  (eingestrichen  c) 
entstehen  würde,  und  hält,  statt  die  Luft  hindurchzublasen,  eine  mit 
jenem  Pfeifböne  gleich  hohe  Stimmgabel  dicht  vor  die  Mundöffiiung, 
so  erklingt  jener  Ton  sehr  stark  und  deutlich,  ganz  in  derselben  Weise^ 
als  wenn  man  die  Gkibel  vor  die  Oeffhung  einer  gleichgestimmten, 
bauchigen  Flasche  hält. 

Ghmz  der  entsprechende  Vorgang  findet  nun  aber  bei  der  Vokal- 
bildung dieser  Reihe  statt.  Denn  die  Stimmbänder  erzeugen  bei  der 
Tonbildimg  ähnlich  den  Saiten  eines  Klaviers  oder  der  Zunge  einer 
Pfeife  ausser  dem  am  stärksten  erklingenden  Grundtone  eine  Reihe  von 
Obertönen,  deren  Schwingungszahlen  Mehrfache  von  der  Schwingungs- 
zahl des  Grundtones  sind.  Man  nennt  diese  sämmtlichen  Töne,  den 
Grundton  eingeschlossen,  die  Partialtöne  des  zusammengesetzten  Klanges. 
Diese  Partialtöne  sind  zum  Beispiel  für  den  Grundton  c  (klein  c) 
folgende: 

c  Ci  g^  c^  e^  g^  h^  c^  d^  e^    x    g^   x    \    Ji^   c^  cis^  d^  dis^  c^ 

12  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20 

u  \  ü  I 

fi   X    X    g^gis^,,. 

21  22  23  24  25  . . . 

i 

612  wo  die  darunter  gesetzten  Zahlen  angeben,  wie  viel  Schwingungen 
diese  Töne  machen,  während  der  Grundton  eine  Schwingung  vollendet, 
und  wo  die  Töne,  die  hier  mit  x  bezeichnet  sind,  keinen  Tönen  unserer 
Tonleiter  entsprechen. 

Singt  man  nun  den  Ton  klein  c,  also  den  Ton,  welcher  beim  Bass- 
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Schlüssel  in  dem  zweiten  Zwischenraum  geschrieben  wird,  und  macht 
dazu  die  Mundstellung,  mit  welcher  man  den  Ton  q  pfeifen  würde,  so 
wird  von  den  Obertönen,  die  die  Stimmbänder  ausser  dem  Grundtone 
erklingen  lassen,  der  Ton  q  bedeutend  verstärkt,  während  die  übrigen 
Obertöne  fast  ganz  erlöschen.  Der  vokalische  Klang,  den  man  dabei 
yemimmt,  ist  ganz  der  eines  schönen  dunkeln  u.  Ganz  das  entspre- 
chende geschieht,  wenn  man  die  Mundstellung  so  einrichtet,  wie  sie 
bei  dem  Pfeifen  eines  der  folgenden  Partialtöne  stattfinden  würde, 
wobei  der  Vokalklang  allmählich  die  yerschiedenen  Abstufungen  des 
u,  ü,  i  durchläuft.  Es  ist  sehr  zweckmässig  und  für  die  Ausbildung 
der  Fähigkeit,  die  bei  den  Vokalklängen  hervortretenden  Partialtöne 
als  solche  zu  vernehmen,  durchaus  nothwendig,  diese  Versuche  voll- 
ständig und  nöthigenfalls  wiederholt  vorzunehmen. 

Man  sieht  aus  der  vorigen  Tabelle,  dass  man  auf  diese  Weise 
sieben  Abstufungen  des  u,  zwölf  Abstufungen  des  ü  und  von  da  ab 
Abstufungen  des  i  in  fast  unbegrenzter  Anzahl  erhält,  von  denen  aber 
in  der  Tabelle  nur  fünf  vermerkt  sind,  und  die  sich  auch  nur  wenig 
von  einander  unterscheiden. 

Jetzt  lasse  man  umgekehrt  auf  demselben  Orundton  c  in  möglichst 
allmählichem  Uebergange  die  Beihe  der  verschiedenen  Abstufungen  des 
u  und  ü  erklingen,  so  wird  man  mit  grösster  Deutlichkeit  die  Beihe 
der  Partialtöne,  wenigstens  bis  zum  16.  Partialtöne  hin  wahrnehmen, 
und  nur  die  unharmonischen  beiden  oben  mit  x  bezeichneten  Partial- 
töne wird  man  schwerer  vernehmen.  Ebenso  wird  man  beim  umge- 
kehrten Vokalübergange  die  Partialtöne  in  umgekehrter  Ordnung  ver- 
nehmen. Man  wird  so  die  volle  Ueberzeugung  gewinnen,  dass  nur 
diese  Partialtöne  es  sind,  welche  den  Charakter  der  Vokale  dieser 
ganzen  Reihe  f  bedingen.  613 

Nimmt  man  beim  Singen  des  Grundtons  c  eine  Mundstellung  an, 
bei  welcher  ein  Pfeifton  erklingen  würde,  der  nicht  zu  den  Obertönen 
von  c  gehört,  so  vernimmt  man,  obwohl  schwächer,  die  beiden  benach- 
barten Partialtöne.  Lässt  man  zum  Beispiel  die  Mundstellung  all- 
mählich von  derjenigen,  in  welcher  der  Pfeifton  c^  erklingen  würde,  in 
die  zu  dem  Pfeifton  g^  gehörige  Mundstellung  übergehen,  so  erklingen 
bei  dem  Gbnndton  c  diese  beiden  Partialtöne  und  zwar  zunächst  g^ 
sehr  leise,  dann  immer  stärker,  während  die  Tonstärke  von  q  all- 
mählich abnimmt  und  zuletzt  fast  Null  wird.  In  der  mittleren  Mund- 
stellung erklingen  beide  Partialtöne  c^  und  g^  gleich  stark,  aber  beide 
sehr  viel  leiser,  als  wenn  die  Mundstellung  auf  den  einen  oder  anderen 
Partialton  eingerichtet  ist.  Dabei  verändert  sich  der  Charakter  des 
Vokales  ein  klein  wenig,  indem  er  sich,  obwohl  fast  unmerklich,  dem 

15* 


228     Vn.  Ueber  die  phyBikalische  Natur  der  Sprachlaute.   Wied.  A.  1  (1877). 

eines  äusserst  weichen  o  nähert.  Ich  nenne  nämlich  einen  Vokalklang 
einen  weichen,  wenn  die  mitklingenden  Partialtöne  sehr  leise  sind. 
Ebenso  nähern  sich  die  Abstufongen  des  ü  bei  einer  Mundstellung^  die 
einem  mittleren,  nicht  zu  den  Partialtonen  gehörigen  Pfeifbone  ent- 
spricht, einem  sehr  weichen  ö,  obwohl  noch  unmerklicher  als  dort  die 
u-Klänge  sich  dem  o  näherten. 

Nimmt  man  nun  statt  des  c  einen  anderen  Grundton,  so  veriLndert 
sich  zwar  die  Reihe  der  Partialtöne,  aber  der  Charakter  der  Vokale 
der  Reihe  u,  ü,  i  bleibt  an  die  absolute  Höhe  der  Partialtöne  gebunden 
in  der  Art,  dass  auch  hier  die  einzelnen  Partialtöne  bis  etwa  zu  c, 
hinauf  den  Charakter  des  t«  liefern,  Ton  da  bis  etwa  zu  e^  den  des  t/, 
Yon  da  ab  den  des  i,  wobei  es  gleichgültig  ist,  der  wieyielste  Partialton 
vom  örundtone  aus  der  Vokal- bestimmende  Ton  ist. 

Nimmt  man  zum  Beispiel  c^  statt  c  als  Qrundton,  so  erhöhen  sich 
alle  Partialtöne  um  eine  Oktave,  also  wird  dann  der  vierte  Partialton 
schon  C3  (statt  c^  der  obigen  Tabelle)  und  wird  schon  hier  die  Ghrenze 
des  u  erreicht,  und  der  zehnte  Partialton  wird  64  (statt  c,  der  Tabelle), 
614  also  wird  schon  hier  die  Grenze  des  ü  erreicht,  f  und  die  folgenden 
Partialtöne  geben  schon  den  Charakter  des  t. 

Es  ist  dies  namentlich  hervorzuheben  im  Gegensatze  gegen  die 
Darstellung  von  Quanten*),  welcher  den  in  Bezug  auf  die  hier  be- 
trachtete Vokalreihe  u,  ü,  i  ganz  irrigen  Satz  aufstellt:  „Je  tiefer  der 
Grundton,  desto  tiefer,  je  höher  der  (}rundton,  desto  höher  ist  der 
charakteristische  Ton.'' 

§  2.    Der  Vokal  a. 

Beim  Aussprechen  oder  Singen  des  Vokals  a  wird  die  Mundhöhle 
weit  geöfiöiet  und  zwar  so,  dass  weder  die  Zunge  noch  die  Lippen  den 
Raum  der  Höhlung  verengen.  Es  wird  dadurch  bewirkt,  dass  die 
durch  die  Schwingungen  der  Stimmbänder  hervorgebrachten  Partialtöne 
sich  ungehemmt  entfalten  können  (vgl.  Helmholtz,  Tonempfindungen 
p.  165).  Schon  hiemach  muss  man  vermuthen,  dass  der  eigenthüm- 
liehe  Charakter  des  a  die  möglichst  gleichförmige  Ausbildung  der 
harmonischen  Obertöne  ist. 

Eine  nähere  Prüfung,  die  besonders  durch  den  allmählichen  Ueber- 
gang  des  u  durch  0,  a^  zu  a  und  den  umgekehrten  bewirkt  werden 
kann,  ergiebt,  dass  beim  Vokale  a  die  Obertöne  bis  zum  achten  oder 
bei  hellerer  Aussprache  auch  wohl  bis  zum  zehnten  Partialton  hin  in 
fast  gleicher  Stärke  ertönen  und  somit  ein  voller  Accord,  zum  Beispiel 


*)  Poggendorffe  Annalen  CLIV,  p.  291. 
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über  klein  c  der  Accord  c  c^  g^  c^  e^  g^  h^  c^  (d^  e^)  erklingt.  Lässt 
man  also  über  dem  Grrundtone  c  die  Reihe  der  Vokale  von  u  dorch  o 
und  Gq  za  a  ertönen,  so  treten  zu  dem  Obertone  c^  nach  und  nach  die 
Obertöne  gi,  (^  n.  s.  w.  bis  Cg  (oder  e^)  hinzu,  ohne  dass  die  tieferen 
Obertöne  verschwinden,  während  bei  dem  umgekehrten  Uebergange  nach 
und  nach  die  höheren  Töne  des  Accordes  erlöschen,  und  zuletzt  nur 
der  Oberton  c^  übrig  bleibt. 

Es  besitzt  also  der  Vokal  a  keinen  charakteristischen,  die  anderen 
überwiegenden  Oberton,  sondern  für  ihn  ist  die  ganze  Reihe  der  Ober- 
töne bis  zur  dritten  Oktave  des  Grundtons  charakteristisch,  und  in 
diesem  Sinne  gilt  für  f  diesen  Vokal  das  von  Quanten  (siehe  vorhin)  616 
angeführte,  für  die  üebergangsreihe  u,  ü,  i  irrige  Gesetz,  dass,  je 
höher  der  Grundton  ist,  desto  höher  auch  die  mitklingenden  Ober- 
töne werden. 

Aber  bei  keinem  Vokale  tritt  mehr  die  subjektive  Eigenthümlichkeit 
des  Sängers,  oder  seine  ungleiche  Disposition  für  reinen  Gesang,  oder  die 
ungleiche  Schönheit  des  Klanges  bei  verschiedener  Höhe  des  von  ihm 
gesimgenen  Tones  hervor  als  bei  dem  Vokale  a.  Denn  jeder  Schleim- 
ansatz an  den  Stimmbändern,  jeder  sich  nebenbei  drängende  Hauch 
stört  die  gleichmässige  Entwickelung  der  Obertöne,  und  in  verschie- 
dener Tonhöhe  ist  die  Fähigkeit  der  mehr  oder  weniger  gespannten 
Stimmbänder,  die  harmonischen  Obertöne  rein  und  voll  ertönen  zu 
lassen,  eine  ungleiche  und  der  Sänger  muss  hier  vielfach  nachhelfen. 
Für  das  vollkommenste  und  wohltönendste  a  halte  ich  das,  bei  welchem 
die  Obertöne  bis  zum  achten  Partialtone  hin  in  gleicher  Stärke,  aber 
gegen  den  Grundton  doch  nur  leise  erklingen,  und  ich  werde  dieses  a 
bei  den  folgenden  Untersuchungen  zu  Grunde  legen. 

§  3.    Die  übrigen  Vokale,  Ableitung  derselben  aus  drei 
Grandvokalen. 

Alle  übrigen  Vokale,  ausser  den  in  §  1  und  2  behandelten,  lassen 
sich  aus  diesen  durch  Ueber^uige  ableiten,  also  durch  den  Uebergang 
eines  Vokales  der  Reihe  u,  ii,  i  in  a  oder  umgekehrt.  Um  die  Stelle 
zu  fixiren,  die  ein  Vokal  bei  solchem  Uebergange  einnimmt,  wird  man 
sich  der  Zahlenverhältnisse  bedienen  müssen.  Zu  dem  Ende  suche  ich 
zuerst  den  Uebergang  von  einfachen  Tönen  von  ungleicher  Höhe  durch 
ein  Zahlenverhältniss  darzustellen. 

An  den  einfachen  Tönen  kami  man  nur  ihre  Tonhöhe  und  ihre 
Tonstärke  unterscheiden. 

Wenn  zwei  einfache  Töne  l  und  m  gleiche  Tonhöhe  haben,  aber 
beliebige  Tonstärken,  so  nenne  ich  nach  meiner  Ausdehnungslehre  von 
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1862,  Nr.  2  (ges.  Werke  I,  2,  S.  11 },  beide  einander  kongment  und 
bezeichne   dies   durch   I  ^  m.     Wenn   nun   irgend  eine  Tonstarke  als 

616  Einheit  zu  f  Grunde  gelegt  wird;  und  von  zwei  kongruenten  Tönen  { 
und  m  der  erstere  die  Tonstarke  1,  det  zweite  die  durch  eine  Zahl 
ausgedrückte  Tonstärke  x  hat,  so  setze  ich  m  »»  xl,  und  also  xl  ^  l 

um  die  Tonhöhe  zu  fixiren,  lege  ich  als  Einheit  der  Intervalle 
etvfra  den  halben  Ton  gleichschwebender  Temperatur  zu  Grande  und 
bezeichne  ein  Intervall  durch  die  Zahl  i,  wenn  es  i  solcher  halber  Töue 
enthält.  Danach  ist  also  zum  Beispiel  die  Oktave  =12,  die  Quinte 
gleichschwebender  Temperatur  ss  7  u.  s.  w. 

Jetzt  seien  l  und  m  zwei  Töne  von  ungleicher  Höhe,  aber  gleicher 
Tonstarke,  die  ich  »»  1  setze.  Es  sei  l  der  tiefere  Ton  und  das  Inter- 
vall zwischen  beiden  »,  so  setze  ich  m  *»  I  -f~  ^*  Hieraus  lässt  sich 
alles  ableiten.  Es  seien  l,  m,  n  drei  Töne  von  der  Tonstärke  1  und 
n  ^  xl  +  ym,  so  erhält  man,  wenn  m  =  Z  +  t  ist, 

n  =  xl  +  y(l-\-i)^(x  +  y)l  +  yi  =  l  +  ^i, 

das  heisst  das  Intervall  von  Z  zu  n  ist  —H—  i.    Man  sieht,  dass  die  Be- 

x+y  ^ 

Ziehung  genau  dieselbe  ist,  wie  die  zwischen  zwei  Punkten  l,  m  einer 
geraden  Linie  und  ihrem  Schwerpunkte  n,  wenn  x  und  y  die  Gewichte 
der  Punkte  l  und  m  sind. 

Nach  diesem  Princip  kann  man  mm  auch  die  über  demselben 
Grundtone  gesungenen  Vokale  zusammensetzen,  zuerst  die  Vokale  der 
Reihe  u,  ü,  i.  Es  sei  zum  Beispiel  irgendeine  Abstufung  der  u -Vokale, 
etwa  die,  bei  welcher  c^  der  charakteristische  Ton  ist,  mit  U,  und  irgend 
eine  Abstufung  der  i -Vokale,  etwa  die,  bei  welcher  c^  der  charakteristi- 
sche Ton  ist,  mit  I  bezeichnet,  so  ist  das  Intervall  zwischen  beiden 
4.12  =  48.  Dann  wird  man  denjenigen  Vokal  ^xU -\-  yl  setzen 
können,  bei  welchem  der  charakteristische  Ton  :ji  xc^  -f-  y^s  ist,  zum 
Beispiel  wird  derjenige  Vokal  ^U-\-  I  gesetzt  werden  können,  bei 
welchem  der  charakteristische  Ton  Eif  c^  +  ^6;  ^  heisst  welcher  um 
das  Intervall  —~-  48,  also  hier  um  24  halbe  Töne  höher  liegt  als  c^, 

das  heisst  den  Vokal  mit  dem  charakteristischen  Tone  c,.  Ebenso 
wird  derjenige  Vokal  !__  i7  +  2/  gesetzt  werden  können,  welcher  um 

617  das  Intervall  f  48,  also  um  32  f  halbe  Töne  höher  liegt  als  c^,  das 
heisst  der  Ton  gis^.  Kommt  dieser  nicht  unter  den  Partialtönen  des 
gesungenen  Grundtones  vor,  so  haben  wir  schon  in  §  1  gesehen,  wie 
er  durch  die  zwei  benachbarten  Partialtöne  ersetzt  wird. 

Ganz  nach  demselben  Princip  werden  wir  nun  auch,  wenn  A  den- 
jenigen Vokal  a  bezeichnet,  bei  welchem  die  Obertöne  bis  zum  achten 
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PartiaLtone  hin  in  gleicher  Starke  erklingen^  denjenigen  Vokal,  der 
EEi  xU -\-  yl -{-  zA  ist,  genau  bestimmen  können.  Es  sei  zuerst  P  der 
Vokal  ^rctr+y/,  oder  auf  die  Tonstärke  1  gebracht 

Nun  sei  A^  irgendeiner  der  in  A  enthaltenen  Partialtöne,  so  wird 

xü  +  yI+zA^  =  {x  +  y)P  +  zA^, 

der  hierdurch  erhaltene  Ton  liegt  also  nach  dem  obigen  um  — j- — -r—  ij 

höher   als   P,   wenn   i^   das  Intervall   von  P  zu  J^    ist.     Der  Vokal 

xU '\'  yl  -{•  zA  enthält  also  die  Obertöne,  die  von  P  um  die  Intervalle 

z         .  z 

x  +  y  +  z^^     x  +  y  +  z^^y    ^'  ^' '^' 

abweichen,  vorausgesetzt,  dass  ii,  tj,  . . .  die  Intervalle  zwischen  P  und 
den  in  A  enthaltenen  Obertönen  J^,  ^,  . . .  sind. 

Ich  wähle  bestimmte  Beispiele.  Ich  definire  den  Vokal  0  als 
U  -{-  A^  das  heisst,  die  Obertöne  von  0  liegen  von  dem  charakteristi- 
schen Tone  des  U,  also  von  c^  halb  so  weit  entfernt  als  die  Obertöne 
von  A,  Ist  zum  Beispiel  c  der  Grundton,  so  enthält  A  die  Obertöne 
von  q  bis  Cj,  also  0  die  Obertöne  von  c^  hia  c^,  also  c^,  gi,  c^,  wo 
g^  statt  der  nicht  zu  den  Partialtönen  von  c  gehörigen  Töne  eintritt, 
welche  nach  obiger  Gleichung  hervortreten  müssten.  Aehnlich  kann 
man  den  Vokal  Ö  als  in  der  Mitte  zwischen  Ü  und  A  liegend  an- 
nehmen, und  JS  als  in  der  Mitte  zwischen  /  und  A  liegend.  Man 
kann  hiemach,  wenn  man  U,  ly  A  oder  irgend  drei  andere  Vokale, 
von  denen  einer  nicht  als  zwischen  den  anderen  beiden  liegend  er- 
scheint, durch  drei  Punkte  einer  Ebene  darstellt,  jeden  anderen  Vokal 
durch  einen  genau  bestimmten  Punkt  dieser  Ebene  darstellen. 

Ich  habe  die  Obertöne  der  Einfachheit  wegen  als  f  gleich  stark  618 
angenommen;  diese  Annahme  ist  an  sich  nicht  nothwendig,  da  die 
obige  Darstellung  auch  die  Principien  enthält,  nach  denen  man  auch 
in  demjenigen  Falle  verfahren  muss,  wo  diese  Bedingung  nicht  erfflUt 
ist.  Genauere  Versuche  müssen  erst  über  die  relative  Stärke  der  Ober- 
töne entscheiden,  ebenso  über  die  Spaltung  der  Obertöne,  wenn  sie 
nicht  zu  den  Partialtönen  des  gesungenen  Grundtones  gehören.  Die 
Theorie  ist  also  als  solche  noch  nicht  vollkommen  abgeschlossen. 

§  4.    Geschärfte  Vokale  und  Diphthongen  im  Deutschen. 
Wir  unterscheiden  im  Deutschen  unter  den  langen  Vokalen  nur 
a,  e,  i,  0,  u,  ä,  ö,  ü,  von  denen  aber  ä  mehr  etymologisch  als  phone- 
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tisch  von  dem  e^  namentlich  in  solchen  Worten,  wie  geben  und  nehmen, 
verschieden  ist 

Aber  anders  verhalt  es  sich  mit  den  kurzen  Vokalen.  Wenn 
nämlich  auf  den  Vokal  zwei  Konsonanten,  namentlich  zwei  gleiche 
Konsonanten  (11,  mm  u.  s.  w.)  folgen,  so  ändern  alle  Vokale  ausser  a 
ihren  Charakter,  indem  sie  nämlich  dem  a  um  eine  Stufe  näher  rücken. 
Wir  nennen  diese  Vokale  geschärfte.  Die  Vokale  in  y,stumm,  dünn, 
still'',  haben  den  Charakter  eines  etwas  zugespitzten  o,  o,  e;  femer  die 
Vokale  in  „voll,  völlig,  hell'',  haben  durchaus  nicht  mehr  den  Charakter 
des  o,  o,  e,  sondern  den  einer  Mittelstufe  zwischen  diesen  Vokalen  und 
dem  a,  also  den  Charakter  a^,  ^,  ä,  und  zwar  eines  ä,  wie  wir  es  ab 
langen  Vokal  gar  nicht  kennen,  und  wir  müssen  daher  auch  diese  Vokale 
als  Vokale  der  deutschen  Sprache  festhalten,  was  fQr  die  Erkenntniss 
der  Diphthongen  wesentlich  ist. 

Wir  haben  in  der  jetzigen  deutschen  Sprache  nur  drei  Diphthongen, 
die  ich  mit  ai,  au,  aü  bezeichne,  und  von  denen  wir  den  ersten  ai 
und  ei,  den  letzten  äu  und  eu  schreiben,  ohne  irgend  einen  phoneti- 
schen Unterschied  dadurch  zu  bezeichnen.  Beim  Gesänge  werden  diese 
Diphthongen  fast  in  ihrer  ganzen  Dauer  als  a  gesungen,  und  erst  ganz 
am  Schlüsse  der  Uebei^ng  in  den  letzten  Laut  des  Diphthongen  be- 
619  wirkt,  also  von  a  durch  f  ä,  6  zu  f,  oder  durch  Aq,  o  zu  ti,  oder 
durch  äo,  ö  zu  ü.  Dagegen  lassen  wir  beim  Sprechen,  wenigstens 
in  Norddeutschland,  das  a  fort  und  sprechen  au  =  %  —  o  —  u, 
aü  =  %  —  ö  —  üf  ai  =  ä  —  e  —  i. 

§  5.    Halbvokale. 

Die  Halbvokale  schliessen  sich  aufs  engste  an  die  Vokale  an,  ja 
können  in  dieselben  übergehen.  Bei  ihnen  tritt,  wie  bei  den  Vokalen, 
kein  Geräusch  hervor,  sondern  nur  der  Grundton  mit  seinen  Obertönen, 
sodass  man  mit  jedem  derselben,  ohne  einen  Vokal  zu  Hülfe  zu  nehmen, 
ebenso  deutlich  eine  Melodie  singen  kann  wie  mit  den  Vokalen.  Ihr 
wesentlicher  Unterschied  von  den  Vokalen  besteht  nur  darin,  dass  der 
Grundton  schwächer  ist  als  dort,  wogegen  die  Obertöne  kräftig  hervor- 
treten. Es  gehören  dahin  die  Nasale  w,  w,  ng,  femer  l  und  r  und 
endlich  j  und  v,  wenn  sie  vokalisch  gesprochen  werden.  Ich  will  die 
letzteren,  um  sie  von  den  unten  zu  behandelnden  Rauschlauten  j  und  t; 
zu  unterscheiden,  nach  dem  Vorgange  von  Sievers  (Lautphysiologie 
p.  89)  mit  i,  u  bezeichnen.  Der  Grundton  aller  dieser  Halbvokale 
verschwindet  nur  beim  Flüstern. 

Bei  den  Nasalen  wird  der  Stimmton  durch  die  Nase  gelenkt, 
während  die  Mundhöhle  nur  als  Besonanzraum  wirkt.     Der  Verschluss 
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des  Mundes  wird  beim  m  durch  die  Lippen^  beim  n  durch  die  Zungen- 
spitze und  bei  ng  (in  singen,  sengen,  hangen,  Zunge,  Junge,  Sprünge 
u.  s.  w.)  durch  den  mittleren  oder  hinteren  Theil  der  Zunge  bewirkt 

Bei  dem  letzteren  findet  die  grosste  Mannichfaltigkeit  statt,  je 
nach  dem  Theile  der  Zunge,  der  den  Abschluss  bewirkt,  und  je  nach 
der  Gestalt,  die  man  der  Mundhohle  giebt.  Wird  der  Abschluss  durch 
den  untersten  Theil  der  Hinterzunge  bewirkt,  so  werden,  wenn  man 
der  Mundhohle  die  bei  a,  aQ,  o  eintretenden  Gestalten  giebt,  durch 
Resonanz  der  Mundhöhle  die  bei  jener  Yokalreihe  a,  a^,  o  erklingenden 
Obertöne  mit  aVisserordentlicher  Deutlichkeit  und  Starke  henrorgebrachi 
Lässt  man  den  Verschluss  f  nach  und  nach  mehr  nach  vorne  bis  nahe  620 
zur  Zungenspitze  vordringen,  so  wird  der  Grundton  mehr  gedämpft, 
aber  auch  die  Obertöne  werden  etwas  schwächer,  es  treten  dabei  je 
nach  der  Form  der  Mundhöhle  die  Obertöne  der  Reihen  ä  bis  6, 
Üq  bis  ö,  endlich,  wenn  der  Verschluss  durch  die  Zungenspitze  bewirkt 
wird,  die  Obertönje  des  i  hervor.  Beim  Verschluss  durch  die  Lippen 
lassen  sich  die  Obertöne  des  u  und  ü  vernehmen. 

Die  nasalirten  Vokale,  wie  sie  in  den  slavischen  und  lettischen 
Sprachen  und  zum  Theil  im  Französischen  vorkommen,  entstehen, 
wenn  der  Verschluss  der  Mundhöhle  ein  unvollkommener  ist,  so  dass 
ein  Theil  des  Stimmtones  durch  die  Nase,  ein  anderer  durch  den  Mund 
geht.     Sie  bilden  den  üebergang  zu  den  eigentlichen  Vokalen. 

Bei  l  und  r  wird  der  Grundton,  so  wie  die  tieferen  Obertöne 
durch  die  vorgelegte  Zunge  gedämpft,  indem  alle  Töne  ihren  Weg  um 
die  Zungenränder  herum  nehmen  müssen.  Namentlich  wird  beim  l  die 
Zungenspitze  gegen  den  Gaumen  gedrückt  und  die  höheren  Obertöne; 
so  wie  der  gedämpfte  Grundton  nehmen  ihren  Weg  zu  beiden  Seiten 
der  Zunge.  Der  Klang  wird  je  nach  der  Biegung  und  Stellung  der 
Zunge  und  je  nach  der  Form  der  Mundhöhle  ein  sehr  verschiedener; 
es  treten  dabei  die  Obertöne  des  ö^,  ä,  ö,  e  oft  mit  schmetternder 
Deutlichkeit  hervor. 

Das  r  unterscheidet  sich  vom  l  dadurch,  dass  statt  des  Andrückens 
der  Zungenspitze  an  den  Gaumen  nur  eine  grosse  Annäherung  statt- 
findet, so  dass  ein  Theil  des  Klanges  auch  über  die  Zungenspitze  hin- 
weg gelangen  kann.  So  treten  beim  r  dieselben,  aber  nicht  so  stark 
ausgeprägten  Gegensätze  wie  beim  l  hervor.  Doch  macht  sich  der 
Charakter  des  r  nur  deutlich  geltend  bei  dem  Uebergange  zum  Vokal 
und  daher,  wenn  es  dauernd  ertönen  soll,  beim  erzitternden  Schwingen 
der  Zungenspitze,  wobei  ein  fortdauernder  Wechsel  zwischen  dem 
Klange  jenes  ersten  r  und  dem  entsprechenden  Vokale  stattfindet. 

Das   schnarrende  r,   welches   durch  Erzitterung   der  Hinterzunge 
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621  hervorgebracht  wird  und  in  neuerer  Zeit  unter  den  f  Gebildeten  Nord- 
deutschlands sehr  um  sich  gegriffen  hat^  wird  von  einem  starken^  die 
Deutlichkeit  der  Sprache  beeinträchtigenden  Geräusche  begleitet  und 
ist  daher  nicht  mehr  den  Halbvokalen  zuzuzahlen  und  überhaupt  ah 
ein  Fehler  in  der  Aussprache  zu  bezeichnen.  Beide  r  und  l  entwickeln 
sich  durch  stärkeres  Hervorheben  des  Grundtones  in  manchen  Sprachen, 
wie  im  Sanskrit^  zu  selbststandigen,  das  heisst  Silben  bildenden  Vokalen. 

Die  Halbvokale  i  und  u  unterscheiden  sich  von  j  und  v  durch 
das  Fehlen  des  Geräusches ,  von  f  und  u  durch  die  Schwache  des 
Grundtones.  Das  englische  u?  stellt  seiner  Aussprache  nach  den  Halb- 
vokal u,  und  der  Laut^  der  zum  Beispiel  im  englischen  use  dem  u-Vokale 
vorhergeht^  den  Halbvokal  i  getreu  dar.  Ebenso  erscheint  der  Halb- 
vokal tf  im  Deutschen  in  der  Verbindung  qu.  Akustisch  möglich  wäre 
auch  der  Halbvokal  ü,  der  jedoch  nirgends  gebräuchlich  zu  sein  scheint 

§  6.    Charakteristik  der  QeräoBOhlaate. 

Alle  Konsonanten  ausser  den  Halbvokalen  sind  durch  Geräusche 
charakterisirt.  Das  Geräusch  unterscheidet  sich  von  dem  harmonischen 
Zusammenklingen  der  Töne  durch  die  sehr  grosse,  oder  auch  unend- 
liche Menge  unharmonischer  Töne^  aus  denen  es  zusammengesetzt  ist 

Um  die  Geräusche,  wie  sie  namentlich  in  den  Sprachlauten  her- 
vortreten, einigermassen  fiziren  zu  können,  unterscheide  ich  erstens 
solche  Geräusche,  in  denen  sich  einzelne  von  der  übrigen  Masse  deatlich 
gesonderte  Töne  vernehmen  lassen,  und  solche,  in  denen  die  Töne  eine 
mehr  stetige  Reihe  bilden.  Die  ersteren  treten  in  den  Zischlauten 
hervor,  bei  denen  durch  das  Zerspringen  der  kleinen  Bläschen  der 
Mundfeuchtigkeit  zwischen  den  Zähnen  sehr  hohe,  deutlich  vernehm- 
bare Töne  hervorgebracht  werden,  die  aber  weder  unter  sich,  noch  mit 
dem  etwa  vorhandenen  Grundtone  in  Harmonie  stehen,  sondern  deren 
Höhe  vorzugsweise  von  der  zufälligen  Grösse  der  zerspringenden  Bläs- 
chen abzuhängen  scheint. 

622  Femer  unterscheide  ich  f  die  Breite  des  Geräusches.  Darunter 
verstehe  ich  das  Intervall,  innerhalb  dessen  die  ungefähr  gleich  starken 
Töne,  die  das  Geräusch  bilden,  liegen.  Ich  sage  also  zum  Beispiel,  ein 
Geräusch  habe  die  Breite  einer  Oktave,  wenn  die  (nahe  gleich  starken) 
Töne,  die  es  bilden,  sich  innerhalb  der  Grenzen  einer  Oktave  halten. 

Unter  mittlerer  Höhe  eines  Geräusches  verstehe  ich  das  Mittel 
aller  Töne,  die  das  Geräusch  bilden. 

So  werden  sich  die  Geräusche  durch  ihre  Breite  und  Hohe  auch 
schon  vermittelst  des  auftnerkenden  Ohres  wenigstens  annäherungsweise 
unterscheiden    lassen.     Eine    genaue    Zergliederung    eines    Geräusches 
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würde  freilich  die  Zerlegung  desselben  in  seine  einzelnen  Töne  und 
die  Bestimmung  der  Stärke  dieser  Töne  erfordern.  Aber  von  der 
Lösung  dieser  Aufgabe  sind  wir  bei  dem  jetzigen  Stande  unserer 
akustischen  HtÜfsmittel  noch  sehr  weit  entfernt;  und  es  bleibt  uns 
gegenwärtig  kaum  etwas  übrig ,  als  eine  ungefähre  Schätzung  der  Oe- 
rausche  nach  den  oben  angegebenen  Kategorien. 

In  der  Sprache  können  wir  die  Oeräuschlaute  theilen  in  dauernde 
(Dauerlaute)  und  momentane  (Stosslaute);  die  ersteren  wieder  in  hauchende 
und  zischende,  und  sie  alle  wieder  in  harte  und  weiche. 

Das  Geräusch  tritt  am  deutlichsten  hervor  bei  den  harten  Dauer- 
lauten. Es  hängt  seine  Breite  und  Höhe  bei  den  Hauchlauten  haupt- 
sächlich von  der  Stelle  ab,  an  welcher  die  Verengung  gebildet  wird, 
durch  welche  der  Hauch  hindurchzudringen  gezwungen  ist,  und  von 
der  damit  in  Verbindung  stehenden  Resonanz  der  Mundhöhle.  Da- 
durch ist  der  Unterschied  der  Geräuschlaute  nach  den  Sprachorganen 
bedingt. 

Bei  den  Zischlauten  tritt  zu  dieser  Verengung  noch  die  Verengung, 
die  durch  Aneinanderschliessen  oder  Annäherung  der  Zahnreihen  oder 
durch  Annäherung  einer  Zahnreihe  an  das  Sprachorgan  entsteht,  hinzu, 
und  es  mischt  sich  jenem  Hauchgeräusche  zugleich  das  hierdurch  be- 
wirkte Zischgeräusch  bei. 

Bei  den  weichen  Dauerlauten  tritt  ausserdem  in  der  Regel,  obwohl 
nicht  gerade  nothwendig,  ein  durch  Schwingung  der  Stimmbänder  er- 
zeugter Ghrundton  hinzu,  der  diese  f  Laute  den  Vokalen  nähert  und  628 
es  ermöglicht,  auch  mit  ihnen  eine,  freilich  von  einem  sausenden  Ge- 
räusche begleitete  Melodie  mit  voller  Deutlichkeit  vorzutragen. 

Zu  den  dauernden  Geräuschen  gehören  auch  die  geflüsterten  Vokale 
und  Halbvokale,  von  denen  die  ersteren,  wie  unten  gezeigt  wird,  auch 
beim  lauten  Sprechen  sich  unter  gewissen  Umständen  den  Konsonanten 
beigesellen. 

§  7.    Die  Hanohlaute. 

Ich  bezeichne  die  harten  Hauchlaute  der  Kürze  wegen  mit  ph,  th, 
chy  kh  und  die  entsprechenden  weichen  mit  bh,  dh,  gh,  h,  Sie  ermangeln 
alle  des  zischenden  Geräusches,  das  die  im  folgenden  Paragraphen  zu 
behandelnden  Zischlaute  auszeichnet. 

Unter  den  harten  Hauchen  wird  ph  durch  Annäherung  der  beiden 
Lippen  aneinander  hervorgebracht  und  unterscheidet  sich  dadurch  von 
dem  zischenden  Laute  /)  bei  dem  die  Unterlippe  der  oberen  Zahnreihe 
genähert  wird.  Das  entstehende  Geräusch  hat  die  mittlere  Höhe  etwa 
des  c^,  also  dem  charakteristischen  Tone  des  u  entsprechend. 

Das  th  hat  ungefähr  den  Klang  des  englischen  harten  ihj  nur  dass 
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das  zischende  Geräusch^  das  diesem  oft  beiwohnt,  fehlt.  Das  Greraosch 
scheint  hier  ein  zusammengesetztes  zu  sein;  ich  höre,  wenn  ich  es 
richtig  ausspreche,  ein  Geräusch  von  der  mittleren  Höhe  des  c,,  aber 
vermischt  mit  viel  höheren  Tönen,  welche  den  höchsten  Zischtönen 
nahe  kommen. 

Das  ch  entsteht  durch  Herandiungen  des  mittleren  oder  hinteren 
Theils  der  Zunge  an  den  gegenüberstehenden  (Daumen,  das  Jch  ebenso 
durch  Herandrangen  des  untersten  Theils  der  Hinterzunge  an  den 
gegenüberstehenden  Theil  der  Kehle.  Letzteres  kann  als  ein  ver- 
stärktes h  aufge&sst  werden  und  entspricht  dem  ch  der  Schweizer 
und  dem  chet  der  Hebräer.  Es  zeigt  sich  hier  besonders  deutlich,  wie 
die  Laute  dh  bis  Ich  eine  ganz  stetige  Reihe  bilden,  deren  einzelne 
Laute  sich  akustisch  sehr  wesentlich  unterscheiden.  Man  erkennt  die 
mittlere  Tonhöhe  dieser  Geräusche  (des  ch  bis  TctC)  so  deutlich,  dass 
624  man  sogar  annähernd  eine  Melodie  durch  f  diese  Geräusche,  wenn 
man  die  Aufmerksamkeit  auf  ihre  mittlere  Tonhöhe  richtet,  hörbar 
machen  kann.  Diese  mittlere  Tonhöhe  erreicht  bei  dem  chy  wie  es  in 
„riechen,  siech^'  ausgesprochen  wird,  die  Höhe  des  c^  und  kann  leicht 
bis  zu  g^  gesteigert  werden,  und  sinkt  bei  dem  ch  in  „suchen,  Tuch^ 
bis  zu  C|  herunter.  Geht  man  zu  dem  ch,  wie  wir  es  in  „ach^^  sprechen 
und  zu  dem  Ich  der  Schweizer  über,  so  wird  das  Geräusch,  indem  sich 
seine  mittlere  Höhe  vertieft,  zugleich  breiter,  so  dass  es  zuletzt  die 
Breite  des  a,  das  heisst  die  Breite  von  zwei  Oktaven  annimmt. 

Bei  den  weichen  Hauchen,  ausser  bei  A,  kann  zugleich  ein  Stimm- 
laut (bei  dem  die  Stimmbänder  schwingen)  eintreten,  im  übrigen  unter- 
scheiden sie  sich  von  den  harten  Hauchen  nur  dadurch,  dass  die  Organe, 
welche  die  Verengung  bewirken,  nicht  so  nahe  aneinandertreten,  und 
der  Hauch  nicht  so  stark  hindurchgetrieben  wird.  Die  Geräusche 
werden  dadurch  viel  schwächer  und  beim  h  wird  es  so  geringe,  dass, 
wenn  man  versucht,  mit  ihm  einen  Stimmton  zu  verbinden,  sogleich 
ein  Vokal  entsteht. 

Es  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst,  dass  hh  durch  An- 
näherung der  beiden  Lippen  hervorgebracht  wird  und  sich  dadurch 
von  dem  v  scheidet,  welches  durch  Annäherung  der  Unterlippe  an  die 
obere  Zahnreihe  entsteht  und  den  Zischlauten  zugehört.  Das  gh  ist 
der  Laut,  den  wir  im  Deutschen  mit  j  bezeichnen. 

§  8.    Die  Zischlaute. 
Die  harten  Zischlaute  sind  /)  s,  seh,  g.     Hier  verstehe  ich  unter  s 
das  harte  s  (gewöhnlich  fs  geschrieben)  und  unter  g  den  im  Sanskrit 
üblichen  Zischlaut,  den  man  erhält,  wenn  man  bei  Sprechen  des  c/i  die 
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Zahnreilien  aneinanderhält.    Das  f  habe  ich  schon  oben  (§  7)  als  Zisch- 
laut charakterisirt. 

Die  weichen  Zischlaute;  welche  jenen  harten  entsprechen,  bezeichne 
ich  mit  Vy  z,  z,  c.  Der  erstere  ist  das  deutsche  w,  der  zweite  das 
weiche  s^  wie  wir  es  im  Deutschen  anlautend  vor  Vokalen  sprechen, 
und  das  französische  z\  mit  z  bezeichne  ich  den  Laut  des  f  &anzösi-625 
sehen  j  (in  je,  Jamals  u.  s.  w.).  Der  Laut  c,  der  die  Erweichung  des  f 
ist,  ist  jetzt  kaum  noch  in  einer  Sprache  nachweisbar.  Doch  hat 
Ascoli  gezeigt,  dass  er  im  Sanskrit  oder  in  der  indogermanischen 
Ursprache  einst  Torhanden  gewesen  sein  muss.  Auch  hier  lassen  sich 
dem  z  durch  yerschiedene  Stellung  der  Zunge  verschiedene  Modifika- 
tionen mittheilen,  durch  die  man  stetig  zu  dem  vorherbeschriebenen 
Laute  c  gelangen  kann. 

Mit  den  weichen  Zischlauten  lässt  sich  ebenso  wie  mit  den  weichen 
Hauchlauten  ein  Stimmton  verbinden.  Dieser  fehlt  bei  den  harten 
Zischlauten  gänzlich;  aber  dagegen  ist  das  Geräusch  so  stark,  dass 
man  sty  seht  als  Interjektionen  gebraucht,  die  weithin  hörbar  sind. 

§  9.    Die  momentanen  Laute  (Stosslaute). 

Die  Stosslaute  entsprechen  genau  den  Hauchlauten,  indem  an  die 
Stelle  der  Verengung  der  vollkommene  Verschluss  tritt,  und  auch  die 
Geräusche  sind  im  wesentlichen  dieselben,  nur  dass  sie  hier  von  äusserst 
kurzer  Dauer,  fast  momentan  sind,  und  sich  daher  der  akustischen  Be- 
obachtung viel  mehr  entziehen.  Das  durch  sie  hervorgebrachte  Geräusch 
tritt  besonders  ein,  wenn  der  folgende  Lufkstrom  oder  Ton  die  bis- 
herige Verschlussstelle  durchbricht,  viel  unvollkommener,  wenn  der 
Luftstrom  oder  Ton  vorhergeht  und  durch  den  plötzlich  eintretenden 
Verschluss  gehemmt  wird. 

Die  harten  Stosslaute  sind  p,t,k2L  und  die  entsprechenden  weichen 
b,dyg±..  Mit  dem  Zeichen  J.  drücke  ich  den  Spiritus  lenis  der  Griechen 
aus,  und  mit  JL  den  entsprechenden  harten  Laut.  Auch  im  Deutschen 
sind  diese  Laute  vorhanden,  obwohl  wir  sie  nicht  durch  die  Schrift 
bezeichnen,  so  zum  Beispiel  hört  man  in  „verachten^  je  nach  der 
weicheren  oder  härteren  Aussprache  zwischen  dem  r  und  a  jene  Laute 
sehr  deutlich.  Auch  sie  sind  als  Konsonanten  aufzu£EU9sen,  obwohl  wir 
sie  nicht  als  solche  schreiben.  Femer  ist  zu  bemerken,  dass  k  und  g 
dieselben  Lautabstufungen  zeigen,  wie  sie  oben  bei  ch  und  entsprechend 
bei  gh  (j)  dargestellt  sind;  f  aber  auch  /  und  d  zeigen  viele,  akustisch  626 
schwer  festzustellende  Modifikationen. 

Die  Artikulation  der  Stosslaute  ist  verschieden  je  nach  ihrer  Ver- 
bindung mit  anderen  Lauten.    Am  deutlichsten  ist  dieselbe  unmittelbar 
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vor  Vokalen  oder  vor  r  und  l  Hingegen  wird  die  Artikulation  un- 
deutlicher am  Schlüsse  der  Wörter  und  Silben^  wo  im  Deutschen  nur 
die  harten  Stosslaute  erscheinen  (auch  wo  sie  als  weiche  geschrieben 
werden);  und  vor  anderen  Stosslauten  wie  in  den  Verbindungen  pt^  U, 
Hier  wird  nun,  um  die  Eigenthümlichkeit  des  Stosslautes  deutlicher 
hervortreten  zu  lassen,  hinter  den  Stosslaut  ein  geflüsterter  Vokal 
hinzugefügt;  bei  uns  meist  ein  geflüstertes  e,  bei  den  Russen  und 
anderen  slavischen  Völkern  theils  ein  geflüstertes  i  (oder  e\  theils  ein 
geflüstertes  u  (oder  o),  was  auch  in  der  Schrift  bezeichnet  und  unter- 
schieden wird. 

Der  Unterschied  zwischen  den  harten  und  weichen  Stosslauten 
besteht  wesentlich  nur  in  der  grösseren  oder  geringeren  Intensität,  mit 
welcher  der  Verschluss  anfgehoben  wird,  um  dem  folgenden  Laute  den 
Durchgang  zu  verstatten.  Man  hat  irrigerweise  die  weichen  Stosslaute 
als  tönende  Laute  aufgefasst.  Niemals  bildet  sich  bei  ihnen  ein  wirk- 
licher Ton  aus;  denn  wenn  das  wäre,  so  müsste  man  zum  Beispiel 
mit  b,  ohne  einen  Vokal  hinzuzufügen,  eine  Melodie  hervorbringen 
können,  was  unmöglich  ist.  Veranlassung  zu  diesem  Irrthum  hat  ein 
Geräusch  gegeben,  welches  sich  unter  Umsiänden  mit  den  weichen 
Stosslauten  verbinden  kann.  Dies  Geräusch  tritt  am  deutlichsten  her- 
vor, wenn  man  ein  Wort,  wie  im  Englischen,  mit  einem  weichen  Stoss- 
laute schliesst;  alsdann  tritt  statt  des  geflüsterten  Vokales,  der  dann 
nach  dem  harten  Stosslaute  ertönt,  ein  eigenthümlicher  Laut  hervor, 
den  man  „Blählaut''  genannt  hat.  Dies  Geräusch  des  Blählautes  tritt 
weder  aus  dem  Munde,  noch  aus  der  Nase  hervor;  beide  kann  man 
verschliessen,  ohne  den  Laut  zu  beeinträchtigen.  Es  entsteht  dieser 
Laut,  indem  die  Luft  aus  der  Lunge  durch  die  etwas  verengte  Stimm- 
ritze in  den  geschlossenen  Mundraum  getrieben  wird.  Er  ist  für  die 
627  Hervorbringung  f  der  weichen  Stosslaute  überflüssig,  ja  sogar  durch 
seinen  imangenehmen  Klang  störend. 

Endlich  sind  hier  noch  die  sogenannten  Aspiraten  des  Sanskrit, 
wie  es  heute  gesprochen  wird,  zu  erwähnen.  Sie  werden  in  der  jetzigen 
indischen  Aussprache  so  ausgesprochen,  dass  der  nach  dem  Verschlusse 
hervortretende  Vokal  oder  Halbvokal  zuerst  mit  starkem  Hauche  be- 
gleitet wird.  Man  hat  es  also  hier  nicht  mit  eigenthümlichen  Konso* 
nanten  zu  thun,  sondern  mit  eigenthümlichen  Modifikationen  des  Vokales. 

Schlussbemerkung. 

Ich  habe  hier  versucht,  das  ganze  Gebiet  der  Sprachlaute  nach 
ihrer  akustischen  Eigenthümlichkeit,  wie  sie  vom  Ohre  vernommen 
werden,  darzulegen.     Ich  habe  mich  dabei  der  einfachsten  Mittel  be- 
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dient,  wie  sie  jeder,  der  für  Musik  empfänglich  ist,  ohne  Anwendung 
künstlicher  Hülfsapparate  in  Thätigkeit  setzen  und  der  Prüfung  unter- 
ziehen kann. 

Keineswegs  glaube  ich  damit  überall  einen  definitiven  Abschluss 
erzielt  zu  haben,  vielmehr  muss  vieles  nur  als  ein  erster  Versuch 
gelten.  Die  Anwendung  zweckmässiger  Hülfisapparate,  durch  die  man 
die  Klänge  und  Geräusche  zerlegen  kann,  halte  ich  keineswegs  für 
überflüssig  oder  geringfügig,  sondern  ich  erkenne  sie  für  die  genaue 
Feststellung  der  Laute  geradezu  als  nothwendig  an.  Aber  bei  dem 
Mangel  zuverlässiger  Hülfsapparate  blieb  mir  nichts  anderes  übrig,  als 
das  Ohr  unmittelbar  zu  befragen,  und  ein  Hauptzweck  des  gegen- 
wärtigen Aufsatzes  ist  es,  zu  solchen  genauen,  vollkommen  objektiven 
Versuchen  anzuregen. 

Die  Resonatoren  können  dabei  in  Ermangelung  anderer  Apparate 
wesentliche  Dienste  leisten.  Aber  sie  bedürfen  zuvor  noch  einer  ge- 
nauen Prüfang.  Ihre  Theorie  ist,  wie  die  treffliche  Arbeit  von  Grinwis*) 
beweist,  keineswegs  abgeschlossen.  Daher  sind  die  Resonatoren,  die 
man  zur  Zerlegung  der  Laute  anwenden  will,  vorher  experimentell 
genau  zu  prüfen.  Namentlich  ist  festzustellen,  f  inwiefern  sie  eine  6 
Beihe  gegebener,  auch  ihrer  Stärke  nach  fizirter  Töne  in  ihrem  Inten- 
sitätsverhältnisse abändern.  Dass  sie  eine  solche  Abänderung  bewirken, 
ist  von  vornherein  klar,  da  die  Töne,  die  dem  Eigentone  des  Resonators 
nicht  entsprechen,  nur  geschwächt,  aber  nicht  ausgetilgt  werden,  und 
dies  gilt  namentlich  von  den  Tönen,  die  mit  dem  Eigentone  des  Reso- 
nators in  Harmonie  stehen. 

Diese  Verhältnisse  müssen  erst  durch  Versuche  genau  festgestellt 
werden,  ehe  man  sich  der  Resonatoren  zu  einer  untrüglichen  Analyse 
der  Laute  bedienen  kann.  Wie  trüglich  dagegen  diese  Analyse  ohne 
jene  Voruntersuchungen  ist,  sieht  man  aus  den  gewiss  mit  grosser 
Sorgfalt  angestellten  Versuchen  von  Auerbach**),  deren  Resultate  er 
in  seiner  Tabelle  H***)  dargelegt  hat.  Diese  Tabelle  steht  mit  den 
unmittelbar  durch  das  Ohr  zu  vernehmenden  Thatsachen  im  grellsten 
Widerspruch.  Zwar  sucht  der  Verfasser  jenes  Aufsatzes  auf  eine  sinn- 
reiche Weise  diese  Tabelle  mit  den  Erfahrungen  in  grösseren  Einklang 
zu  bringen,  indem  er  die  gefundenen  Intensitätszahlen  in  je  zwei 
Faktoren  zerlegt  und  so  die  Tabellen  HI  und  IV  ableitet,  durch  die 
er  zu  einfacheren  Resultaten  zu  gelangen  sucht.     Aber  auch  dadurch 


*)  Poggendorffs  Annalen  GLX,  p.  276. 
*^  Poggendorffs  Annalen  Ergänzungsband  Vlil,  p.  177. 
•^  1.  c.  p.  190. 
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ist  nichts  gewonnen;  denn  das  Ohr  zerlegt  eben  die  Intensitäten  der 
von  ihm  wahrgenommenen  Töne  nicht  in  solche  Faktoren,  sondern 
kann  jede  Intensität  nur  als  ein  Ganzes  anf&ssen. 

Bei  den  mangelhaften  Apparaten,  die  mir  auf  diesem  Gebiete  za 
Gebote  stehen,  kann  ich  es  nicht  unternehmen,  die  oben  angedeutete 
Voruntersuchung  der  Resonatoren  anzustellen  und  so  die  Analyse  der 
Sprachlaute  auf  festere  objektive  Grundlagen  aufzubauen.  Es  wäre 
mir  äusserst  erwünscht,  wenn  dieser  Aufsatz  zu  solchen  Untersuchungen 
anregte. 

Ein  zweites  wichtiges,  ja  unentbehrliches  Mittel,  um  das  Wesen 
der  Sprachlaute  und  namentlich  der  Vokale  objektiv  festzustellen,  ist 
629  die  von  Helmholtz  angewandte  f  Methode,  die  EULnge  aus  einfachen 
Tönen  zusammenzusetzen  und  die  so  erhaltenen  Klänge  mit  den  zu 
untersuchenden  zu  vergleichen.  Aber  bei  der  Schwierigkeit,  einfache 
Töne,  namentlich  in  den  höheren  Tonlagen  zu  erhalten,  hat  Helmholtz 
dies  Verfahren  nur  in  wenigen  Kombinationen  anwenden  können.  Es 
wäre  sehr  schön,  wenn  man  ein  Instrument  bauen  könnte,  welches  nur 
einfache  Töne  angäbe,  undenkbar  ist  ein  solches  keineswegs.  Man 
könnte  zum  Beispiel  schwingende  Zungen  eines  Harmoniums  anwenden, 
durch  angefügte  Resonatoren  die  Obertöne  fast  ganz  austilgen  und  die 
Hinterwand  dieser  Resonatoren  an  einen  Resonanzboden  fügen.  Man 
würde  dadurch  bei  geschickter  Ausführung  wohl  zu  einem  Instrumente 
gelangen  können,  welches  von  Obertönen  fast  ganz  frei  wäre,  und  könnte 
dann  durch  Koppelung  leicht  alle  Vokale  auf  demselben  hervorbringen. 

Stettin,  den  19.  Mai  1877. 


Verzeielmiss 

der  wichtigsten  Stellen ,  an  denen   die  vorliegende  Ausgabe 
von  den  Originaldrucken  abweicht.*) 


S.  3,  Z.  2  V.  u.  (Progr.  1867,  S.  1,  Z.  3  v.  u.):  Das  Wort  „Amn."  vor 
dem  Kleingedruckten  steht  hier  wie  auch  später  im  Originale  nicht  und  ist 
vom  Setzer  eigenm&chtig  hinzugefügt  worden;  es  wieder  beseitigen  zu  lassen 
erschien  aber  nicht  nöthig.  —  S.  10,  Z.  11  v.  u.  (7,  Z.  1  v.  u.):  1713,  das 
Jahr  des  Erscheinend  der  zweiten  Ausgabe,  statt  1687.  —  S.  19,  Z.  7 
(14,  Z.  2  V.  u.):  t^  statt  tl  —  S.  20,  Z.  14  (16,  Z.  10  v.  u,):  „geneigte". 
—  S.  20,  Z.  15  V.  u.  (15,  Z.  3  v.  u.):  „es  sinkt  sobald  u^  positiv  wird".  — 
S.  21,  Z.  13  V.  u.  (16,  Z.  5  V.  u.):  fehlen  im  Original  die  beiden  Minus- 
zeichen. —  S.  24,  Z.  2  V.  u.  (19,  Z.  19  v.  u.):  „w*=f;.52)".  —  S.  25, 
Z.  14  V.  u.  (20,  Z.  7):  „dessen".  —  S.  26,  Z.  8  (20,  Z.  19):  PQP  und  PQ 
statt  PQP'  und  P'Q.  —  S.  27,  Z.  14  v.  u.  (21,  Z.  10  v.  u.):  „(aus  1)  so".  — 
S.  29,  Z.  13  (23,  Z.  5):  it  statt  ä».  —  S.  29,  Z.  2  v.  u.  (23,  Z.  14  v.  u.): 
„Hegen"  statt  „Hegt".  —  S.  31,  Z.  1  (24,  Z.  18):  ABGH  8ta.it  AB  HG.  — 
S.  31,  Z.  9  (24,  Z.  24):  BC  +  BD.  —  S.  32,  Z.  11  v.  u.  (25,  Z.  4  v.  u.): 
„nach  3  und  13".  —  S.  33,  Z.  5,  7  (26,  Z.  9,  10)  Z  statt  Z\  —  S.  35, 
Z.  14  V.  u.  (28,  Z.  13):  „nach  19".  —  S.  36,  Z.  15  v.  u.  (29,  Z.  7  f.): 
„die  Lagen  a  +  ß'  haben".  —  S.  37,  Z.  15,  18,  20,  21  (29,  Z.  10,  7,  5, 
4  V.  u.):  yu  statt  yu^.  —  S.  37,  Z.  14  v.  u.  (30,  Z.  2):  „dann"  statt 
„denn".  —  S.  41,  Z.  10  (31,  Z.  5  v.  u.):  B^Cj^  statt  A^C^,  —  S.  41, 
Z.  14  V.  u.  (32,  Z.  8):  „Pfund  =  |  Küometer".  —  S.  41,  Z.  3  v.  u.  (32, 
Z.  16):  2[(AA^  +  AAjg].  —  S.  43,  Z.  6  (33,  Z.  11):  „zu  setzen".  — 
Die  Figuren  sind  sämmÜich  von  J.  Lüroth  hinzugefügt. 

S.  46,  Z.  7  (Math.  Ann.  Bd.  12,  S.  222,  Z.  4):  „der"  statt  „des".  — 
S.  48,  Z.  20,  21  (223,  Z.  4  v.  u.):  a^  statt  a*,  vgl  S.  112;  «,  Nr.  179.  — 
S.  53,  Z.  2  V.  u  (227,  Z.  2  v.  u.):  „welcher".  —  S.  55,  Z.  2  v.  u.,  56,  Z.  3 
(229,  Z.  14,  17):  p  statt  j^^.  —  S.  56,  Z.  3  v.  u.,  57,  Z.  4  (230,  Z.  5,  8) 
fehlen  im  Original  ErgUnzungsstriche  |.  —  S.  58,  Z.  5  (231,  Z.  If.):  „zu- 
rücktreibt". —  S.  59,  Z.  13  V.  u.  (232,  Z.  9):  „nur"  statt  „nun".  —  S.  63, 

*)  Bei  den  Abhandlungen  über  Mechanik  sind  nur  die  Abweichungen  an- 

gsführt,  die  nicht  schon  durch  Anmerkungen  unter  d^n  Texte  angezeigt  sind, 
ie  erste  Seitenzahl  bezieht  sich  immer  auf  die  vorUegende  Ausgabe,  die  in 
Klammem  eingeschlossene  auf  den  Originaldruck,  dahinter  steht,  wenn  nichts 
anderes  bemerkt  ist,  der  Wortlaut  der  O'nginalausgabe.  Die  im  Texte  gemachten 
Zusätze  zum  Original  werden  hier  nicht  mit  aufgeführt,  da  sie  durch  Einschliessen 
in  ffeschweifte  Klammem  {  }  kenntlich  gemacht  sind.  Die  Kopfüberschriften  der 
vorliegenden  Ausgabe  sind  sämmtlich  neu. 

Graiimaniiy  Werke,  n.  2.  16 
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Z.  6— 4  v.u.  (236,  Z.  1—3)  hat  das  Original  verschiedene  falsche  Vor- 
zeichen* —  S.  66,  Z.  20  f.  (236,  Z.  14  v.  u.)  hat  das  Original:  „und 
d(ac^O  wird  a&"a''.  —  S.  68,  Z.  2  v.  u.  (237,  Z.  4  v.  u.)  fehlt  im 
Original  der  Ergänzungsstrich  |.  —  S.  71,  Z.  1  v.  u.  (239,  Z.  1  v.  u.): 
3f?=x'-+2[a:|u]. 

S.  120,  Z.  1  (Progr.  1839,  S.  8,  Z.  17  v.  u.):  421  statt  421.  — 
S.  121,  Z.  1  (9,  Z.  13):  431  statt  432.  —  S.  124,  Z.  12  v.  u.  (11,  Z.  1 
V.  u.):  „denn"  statt  „dann".  —  S.  131,  Z.  12  f.  (l6,  Z.  16  v.  u.):  „der 
Aussenträger  A  oder  J  vom  Aussenradius  betragen".  —  S.  132,  Z.  1 
(l6,  Z.  4  V.  u.):  „den  in  s  zusammenstossenden  Kanten".  —  S.  135,  Z.  13 
(18,  Z.  8  V.  u.):  (mc)  statt  (me^).  —  8.  135,  Z.  10,  9  v.  u.  (19,  Z.  2,  3): 
„nur  noch  2  Fl&chenpaare  zusammenstossen".    —    S.  138,  Z.  15  v.  u.  (20, 

Z.  4  V.  u.)  am  weitesten  rechts  steht  bbc  statt  bbc.  —  S.  139,  Z.  10  (21, 
Z.  16  f.):  „wenn  die  angränzenden  Fl&chen  in  eine  Ebene  fallen".  — 
S.  141,  Z.  3  (22,  Z.  14.  V.  u.)  steht  in  dem  dritten  Buchstabentripel  ebb 
statt  ebb.  —  8.  145,  Z.  3,  7  (25,  Z.  8,  10):  „Fig.  11"  statt  „Pig.  10c".  - 
S.  145,  Z.  6  V.  u.  (25,  Z.  15  v.  u.)  hat  das  Orig.:  i)  =  (b  +  c):(2c  +  b-b). 
—  Die  Figuren  sind  im  Original  auf  einer  besonderen  TafeL  Fig.  11  ist 
im  Original  aus  den  in  Fig.  6  a,  6  b,  6  c  gefundenen  8tücken  konstruirt, 
hier  aber  (S.  132)  sind  der  Uebersichtlichkeit  wegen  alle  L&ngen  andert- 
halbmal vergrössert  Fig.  10  c  (S.  145)  sollte  eigentlich  aus  den  in  Fig.  10a 
und  10  b  gefundenen  Stücken  konstruirt  sein,  doch  ist  das  auch  schon  in 
der  Originalfigur  nur  mangelhaft  ausgeführt.  In  Fig.  6  c  (hier  S.  131),  hat 
das  Original  a  statt  c^.  In  Fig.  9  b,  S.  141  und  142,  ist  statt  des  Z  des 
Originals  aus  Versehen  z  gesetzt  worden. 

8.  151,  Z.  9  (Pogg.  Ann.  Bd.  64,  1845,  S.  6,  Z.  12):  „Für  diese  Ltogs- 
bewegung  ergiebt  sich".  —  S.  151,  Z.  12  v.  u.  (6,  Z.  12  v.  u.):  r^da  statt 
r^da.  —  S.  151,  Z.  9,  7,  3  v.  u.  (6,  Z.  10,  8,  3  v.  u.)  hat  das  Original 
vor  jedem  der  drei  Ausdrücke  gerade  das  entgegengesetzte  Vorzeichen.  — 
S.  152,  Z.  3  V.  u.  (8,  Z.  3  v.  u.):  /  statt  r.  —  S.  152,  Z.  2  v.  u.  (8,  Z.  2  v.u.): 
„wenn"  statt  „wo".  —  S.  153,  Z.  4,  3  v.  u.  (9,  Z.  14,  13  v.  u.):  „mit  dem 
Element  der  andern  in  entgegengesetzter".  —  8.  154,  Z.  4  (9,  Z.  7  v.  u.) 
fehlt  im  Original  das  Wörtchen  „übt";  in  einem  der  Sonderabdrücke  der 
Arbeit  ist  es,  anscheinend  von  Grassmanns  eigner  Hand,  hinzugefügt  — 
Die  Figuren  tragen  im  Original  ebenfalls  die  Nummern  1,  2,  3,  befinden 
sich  aber  auf  Tafel  I  des  betreffenden  Bandes;  hier  sind  sie  sämmtlich  ver- 
grössert. In  Fig.  2  (S.  151  und  154)  ist  durch  ein  Versehen  an  der  wage- 
recht liegenden  Geraden  der  überflüssige  Buchstabe  a  hinzugefügt  und  an 
der  Geraden,  die  die  Scheitel  der  Winkel  a  und  ß  verbindet,  der  Buch- 
stabe r  weggelassen  worden. 

S.  162,  Z.  20  V.  u.  (Pogg.  Ann.  Bd.  89,  1853,  S.  70,  Z.  6  v.  u.):  Bd.  13 
statt  Bd.  23.  —  S.  165,  Z.  1  (74,  Z.  3):  „oder  der  andere".  —  S.  170, 
Z.  18  V.  u.  (80,  Z.  6  V.  u.):  ßb^  statt  ß^b,  —  Die  Figuren  befinden  sich  im 
Orig.  auf  Tafel  I  des  betreffenden  Bandes  und  tragen  die  NimoLmem  16,  17,  18. 

8.  180,  Z.  6  (Progr.  1854,  8.  6,  Z.  6  v.  u):  „bis"  statt  „fis".  — 
8.  180,  Z.  14  (7,  Z.  1):  f ,  | ,  -f.  ~  8.  193  f.  (19)  steht  mehrmals  „Frauen- 
hofer".  —  8.  195,  Z.  12  (20,  Z.  8  v.  u.):  „der  Tangenten".  —  8.  200, 
Z.  10  v.  u.  (26,  Z.  2):  „Bringt  man  2  ebene". 
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S.  209,  Z.  12,  13  (Grelles  Journal  Bd.  83,  1877,  S.  63,  Z.  7,  8)  steht 
im  Original  b  statt  6,  was  hier  noch  nicht  am  Platze  ist,  da  erst  nachher 
die  unterstrichenen  Buchstaben  als  Zeichen  für  Strecken  gebraucht  werden, 
deren  Längen  die  nichtunterstrichenen  Buchstaben  bedeuten.  —  S.  210, 
Z.  1,  6  (63,  Z.  2  V.  u.,  64,  Z.  4)  steht  im  Original  [a  .  b]  und  [r  .  a|6]-, 
der  Punkt  ist  hier  als  überflüssig  weggelassen,  zumal  er  in  dem  zweiten 
Ausdrucke  zu  einem  Missverständniss  Anlass  geben  kann  (vgl.  diese  Aus- 
gabe I,  2,  S.  384,  Z.  13  ff.).  —  S.  210,  Z.  14  (64,  Z.  11):  b  statt  b. 

S.  212,  Z.  2  V.  u.,  216,  Z.  1  v.  u.  (Anhang  zu  Preyers  Elementen  der 
reinen  Empfindungslehre  1877,  S.  85,  Z.  2  v.  u.,  87,  Z.  1  v.  u.):  1854  statt 
1853.  —  S.  220,  Z.  20  (92,  Z.  18  v.  u.)  fehlt  im  Original  die  Klammer 
hinter  entspricht. 

S.  224,  Z.  14  (Wiedemanns  Ann.  Bd.  1,  1877,  S.  608,  Z.  11  v.  u.): 
A"  statt  Ä,  —  S.  228,  Z.  8  v.  u.  (614,  Z.  16):  „den"  statt  „die".  — 
S.  230,  Z.  16  (616,  Z.  16)  steht  zuletzt  =  statt  =.  —  S.  234,  Z.  12 
(621,  Z.  13  f.):  „hervorgeht". 

Zu  den  Abhandlungen  über  Mechanik. 

S.  6,  Z.  5 — 2  V.  u.:  „Literaturzeitung"  hiess  damals  die  zweite  Ab- 
theilung der  von  Schlömilch  begründeten  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik;  die  Schlömilchsche  Beurtheilung  steht  in  Bd.  10,  1865. 

S.  71,  Z.  5.  Das  genaue  Citat  ist:  M^canique  Celeste,  I.  partie,  Livre  IV, 
Chap.  3,  in  Bd.  11  der  Oeuvres  completes  (Paris  1875)  S.  224—245. 
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Anmerkungen 

zu  den  Abhandlungen  über  mathematische  Physik. 

I.  Ableitang  der  Erystallgestalten. 
Programm  der  Otioschnle  in  Stettin,  1889. 

Die  Ottoschule  war  eine  Realschule  zweiter  Ordnung  ohne  Latein, 
also  nach  der  heutigen  Ausdrucksweise  eine  höhere  Bürgerschule. 

Die  in  dieser  Abhandlung  angewandte  Bestimmung  der  E[rjstallflftchen 
durch  Zeiger  (Indices)  hat  zuerst,  im  Jahre  1825,  W.  Whewell  vor- 
geschlagen. Unabhängig  von  diesem  und  yon  einander  haben  sie  dann 
im  Jahre  1829  J.  G.  Grassmann,  der  Vater  unsers  Grassmann,  und 
M.  L.  Frankenheim  bekannt  gemacht,  aber  erst  die  krystallographischen 
und  mineralogischen  Schriften  von  W.  H.  Miller  haben  ihr  allgemeine  Ver- 
breitung verschafft*). 

Die  betreffende  Schrift  von  Grassmanns  Vater  hat  den  Titel: 
Zur  physischen  Krystallonomie  und  geometrischen  Combinationslehre.   Von 

Justus    Günther   Grassmann.      Erstes  Heft.     Stettin,    bei    Friedr. 

Heinr.  Morin.  1829. 
Sie  enthält  XXTV  und  184  Seiten  8^  mit  drei  Pigurentafeln  und  bildet  das 
erste  Heft  des  ersten  Bandes  einer  vom  Verfasser  geplanten  Zeitschrift: 
„Zur  Mathematik  und  Naturkunde",  von  der  vierteljährlich  ein  Heft  von 
6 — 8  Bogen  erscheinen  sollte,  die  aber  nicht  über  dieses  erste  Heft  hinaus- 
gediehen ist.  Einen  Auszug  aus  der  genannten  Schrift  hat  J.  G.  Grassmann 
selbst  imter  dem  Titel:  „Combinatorische  Entwicklung  der  Erystallgestalten^ 
in  Poggendorffs  Annalen  der  Physik  imd  Chemie  veröffentlicht  (Jahrg.  1833, 
Ergänzungsheft,  S.  1 — 43,  mit  einer  Figuren taf el ;  enthalten  in  Bd.  30  der 
Annalen,  Leipzig  1836). 

Es  ist  nun  sehr  merkwürdig,  dass  H.  Grassmann  in  seinem  Pro- 
gramme weder  diese  Schrift  noch  auch  nur  den  Namen  seines  Vaters  er- 
wähnt, obgleich  er  nicht  blos  die  von  seinem  Vater  entwickelten  Vor- 
stellungen benutzt,  sondern  auch  dessen  eigen thümliche  Benennungen.  Deshalb 
halte  ich  es  für  nöthig,  aus  dem  Inhalte  der  Schrift**)  des  Vaters  Einiges 
mitzutheilen,  damit  man  sich  wenigstens  annähernd  eine  Vorstellung  davon 
machen  kann,  was  H.  Grassmann  der  Schrift  seines  Vaters  verdankt. 

J.  G.  Grassmann  entwickelt  die  Lehre  von  den  Kryisitallgestalten  als 
Anwendung  einer  „phoronomischen  Combinationslehre '^  Da  die  Lage  einer 
Ebene   und   aUer   zu   ihr   parallelen    Ebenen    durch    eine   beliebige   auf  der 


*)  Nach  Th.  Liebisch,  Geometrische  Erystallographie,   Leipzig  18S1,   bei 
W.  Engelmann;  vgl.  Kap.  XX. 

••)  Wir  bezeichnen  diese  im  Folgenden  kurz  mit:  „Ph.  Kr." 
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Ebene  senkrechte  Grerade  bestimmt  ist,  so  kann  man  statt  eine  Beihe  yon 
Ebenen  mit  einander  zu  kombiniren,  gerade  Linien  kombiniren,  die  auf  den 
Ebenen  senkrecht  stehen  und  die  alle  durch  einen  Punkt  gehen;  jede  solche 
Gerade  „trägt''  dann  die  auf  ihr  senkrechten  Ebenen.  Jede  durch  den 
Punkt  gehende  Gerade  zerfällt  in  zwei  Theile,  die,  „insofern  sie  zur  Con- 
struction  der  Ebenen  dienen,  und  dieselben  tragen'',  „tragende  Strahlen, 
auch  schlechthin  Träger"  genannt  werden.  Zur  Bezeichnung  dieser  beiden, 
einander  entgegengesetzten  Theile  werden  dieselben  Buchstaben  benutzt,  von 
denen  aber  einer  einen  Accent  bekonunt.  Drei  durch  den  Punkt  gehende, 
aber  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  werden  zu  Grunde  gelegt  und 
die  sechs  durch  sie  bestimmten  Trager,  die  „Elementarträger",  erhalten 
die  Buchstaben:  b,  b\  c,  c\  d,  d\ 

Jedem  der  sechs  Elementarträger  wird  nun  eine  bestimmte  Länge  er- 
theilt,  die  als  Maass  einer  Bewegung  aufzufassen  ist,  und  die  Kombination 
dieser  Elementarträger  geschieht,  indem  die  betreffenden  Bewegungen  nach 
dem  Parallelogramm  der  Kräfte  zu  neuen  Bewegungen  zusammengesetzt 
werden.  Die  Aufstellung  der  aus  den  gegebenen  Elementen  ableitbaren 
„phoronomischen  Complexionen"  bildet  den  Inhalt  der  „phoronomischen 
Combinationslehre".  Dabei  darf  jedoch  eine  Kombination  gleichnamiger 
Träger  wie  b  und  b'  niemals  stattfinden,  weil  diese  „sich  entweder  ganz 
oder  theilweise  aufheben,  und  die  Natur  entgegengesetzter  Grössen  haben". 
Die  Bichtungen  der  Elementarträger  selbst  sind  die  Hauptrichtungen, 
die  durch  Kombination  zweier  unter  ihnen  entstehenden  Bichtimgen  heissen 
Zwischenrichtungen,  durch  Kombination  dreier  entstehen  die  Aussen- 
richtungen,  die  ausserhalb  der  durch  die  Hauptrichtungen  bestimmten  drei 
Hauptebenen  liegen  (Ph.  Kr.  S.  5 — 11  und  14). 

Die  möglichen  phoronomischen  Complexionen  sind  entweder  Unionen 
oder  Binionen  oder  Temionen.  Um  eine  bestinmite  Klasse  von  Temionen 
zu  erhalten,  braucht  man  noch  drei  ganze  Zahlen  J3,  y^  6^  die  „Wieder- 
holungsexponenten", die  angeben,  wie  oft  jeder  Elementarträger  zur 
Bildung  einer  Complexion  angewendet  werden  soll.  Alle  möglichen  Com- 
plexionen mit  den  Wiederholimgsexponenten  ßy  y^  6  erhält  man  daher  aus 
der  Complexion  5/^,  c^,  d^  y  wo  die  Exponenten  nur  Wiederholungszeichen 
sind,  indem  man  ß,  y^  d  auf  alle  möglichen  Arten  vertauscht  und  in  den 
entstandenen  Complexionen  noch  einen,  zwei  oder  drei  der  Elementartrager 
by  Cj  d  durch  den  entgegengesetzten  b\  c\  d'  ersetzt.  Diese  48  Kom- 
plexionen kann  man  einfacher  schreiben,  indem  man  blos  die  Wieder- 
holungsexponenten angiebt,  diese  gegebenen  Falls  mit  Accenten  versieht, 
und  festsetzt,  dass  sich  der  erste  Exponent  immer  auf  b  oder  b\  der  zweite 
auf  c  oder  c\  der  dritte  auf  d  oder  d'  beziehen  soll.  Die  so  erhaltene 
Tabelle  der  48  Complexionen  stimmt,  von  der  Anordnung  abgesehen,  mit 
der  hier  auf  S.  122  gegebenen  überein,  nur  dass  H.  Grass  mann  statt 
ßy  yj  ö  schreibt  b,  C,  b.  Zwei  Complexionen  heissen  „ähnlich",  wenn  sie 
mit  denselben  Wiederholungsexponenten  gebildet  sind.  „Aehnliche  Com- 
plexionen heissen  gleich werthig,  wenn  die  durch  sie  bedingten  Grössen 
gleich  sind.  So  sind  b^c  und  b^d  zwar  ähnliche  Complexionen,  aber  hier 
in  der  phoronomischen  Combinationslehi'e  nur  dann  gleichwerthig,  wenn 
nicht  nur  o  =  d,  sondern  auch  die  Winkel,  welche  diese  Elemente  (jedes 
für  sich)  mit  b  machen,  gleich  sind"  (Ph.  Kr.  S.  11 — 50). 
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Durch  jede  phoronomische  Complexion  ist  ein  Ti^ger  bestimmt,  der  in 
seinem  Endpunkte  eine  auf  ihm  senkrechte  Ebene  trägt.  Um  nun  die  mög- 
lichen Erystallgestalten  zu  entwickeln,  nennt  J.  6.  Grassmann  „mit  den 
Krystallographcn  eine  Gestalt  eine  einfache,  wenn  sie  von  lauter  gleichen 
und  Ähnlichen  Figuren  als  Seitenflftchen  begrenzt  ist*S  Dann  gilt  der 
Hauptsatz  der  phoronomischen  Combinationslehre:  9,Die  sftmmtlichen 
gleichwerthigen  Complexionen  einer  und  derselben  Form  geben 
allemal  eine  einfache  Gestalt."  Nämlich  „gleichwerthige  Träger  werden 
Ebenen  hervorbringen  müssen,  welche  nicht  nur  an  sich  gleich,  sondern 
auch  von  gleicher  relativer  Lage  sind,  so  dass  sie  sich  um  und  um  gleich- 
massig  begrenzen".  „Die  Aufgabe  der  phoronomischen  Combinationslehre, 
durch  deren  Auflösung  alle  bisher  in  der  Natur  beobachteten  Krjstall- 
gestalten  auf  rein  mathematischem  Wege  ursprünglich  erzeugt  werden  können, 
lässt  sich  nun  etwa  so  fassen": 

„Wenn  nach  der  Zahl  der  Dimensionen  des  Raums  drei  gerade  sich 
gegenseitig  halbirende  Linien  im  Räume  angenonmien  werden,  die  möglichen 
Lagen  nnd  Verhältnisse  dieser  Linien,  und  fOr  jede  derselben  die  ein- 
fachen und  zusammengesetzten  Gestalten  zu  bestinmien,  welche  aus  den  In- 
begriffen der  gleichwerthigen  Complexionen  und  aus  deren  Verbindung  her- 
vorgehen.** 

„Der  erste  Theil  dieser  Aufgabe  giebt  die  möglichen  Systeme  der 
(KrystaU-)Gestalten"  (Fh.  Kr.  S.  59—62). 

Endlich   führe   ich    noch    eine    Stelle    aus    einem    „Hypothese"    über- 
schriebenen  Abschnitte  der  Ph.  Kr.  an  (S.  161 — 170,  insbesondere  S.  169): 
„1.   Jede  Krystallfläche  rührt  von  einer  darauf  senkrechten  Kraft  her, 
und  erscheint  als  die  Wirkung  derselben." 

„2.  Es  sind  wenigstens  drei  solche,  nicht  in  Einer  Ebene  liegende, 
Kräfte  erforderlich,  um  eine  Krystallgestalt  zu  bilden,  von  denen  jede  nach 
zwei  entgegengesetzten  Richtungen  wirkt." 

„3.  Es  können  an  einem  Krystalle  alle  die  Flächen  vorkommen,  welche 
aus  den  einfacheren  Combinationen  seiner  Grundkräfte  entstehen." 

„4.  Zwischen  je  zwei  oder  drei  Kräften  von  gleichen  räumlichen  Ver- 
hältnissen entstehen  um  und  xaa  dieselben  Combinationen,  und  bringen 
gleichnamige  Flächen  hervor,  falls  nicht  andere  Kräfte  störend  einwirken." 
„Aus  diesen  wenigen  Sätzen,  von  welchen  eigentlich  nur  der  dritte 
völlig  hypothetisch  ist,  aber  durch  eine  vollständige  Induction,  so  weit 
unsere  Erfahrungen  reichen,  hinreichend  erwiesen  werden  kann,  folgen  nun 
alle  Erscheinungen  der  Krystallographie." 

Diese  kurzen  Mitteilungen,  die  freilich  nur  einen  kleinen  Theil  des 
Inhalts  der  Ph.  Kr.  wiedergeben,  werden  zur  Genüge  erkennen  lassen,  dass 
H.  Grassmann  in  seinem  Programme  sowohl  inhaltlich  wie  in  Bezug  auf 
die  Terminologie  von  der  Schrift  seines  Vaters  abhängig  ist.  Dagegen  muss 
anerkannt  werden ,  dass  er  die  Grundgedanken  wesentlich  klarer  und  schärfer 
zum  Ausdruck  gebracht  hat.  Neu  gegenüber  der  Schrift  des  Vaters  und 
H.  Grassmann  eigenthümlich  ist  die  mit  rein  elementargeometrischen 
Hülfsmitteln  durchgeführte  Konstruktion  der  Krystallgestalten  und  ihrer  Be- 
gränzungsflächen.  Deshalb  sei  das  Grassmannsche  Prognunm  der  Beachtung 
der  Krystallographcn  empfohlen,  die  es  bisher  noch  gar  nicht  zu  kennen 
scheinen;   selbst  in  dem  an  Literaturnachweisen  so  reichen  Lehrbuche  von 
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Liebisch  (vgl.  S.  244  Amn.)  wird  das  Programm  und  überhaupt  H.  Grass- 
manns Name  gar  nicht  erwähnt. 

üebrigens  ist  H.  Grassmann  in  seiner  Ausdehnungslehre  von  1844 
noch  einmal  auf  die  Erystallographie  zurückgekommen,  aber  imter  einem 
ganz  andern  Gesichtspunkte;  vgl.  diese  Ausgabe  I,  1,  S.  281 — 284  und  die 
Anmerkungen  dazu  S.  411 — 413. 

Zu  S.  131,  Z.  5 — 3  V.  u.:  Das  Auge  befindet  sich  natürlich  in  un- 
endlicher Feme  (ebenso  S.  140,  Z.  2—4,  Z.  9,  8  v.  u.  und  S.  146,  Z.  13  f.). 

Zu  S.  131,  Z.  2  V.  u.  —  132,  Z.  2:  In  der  That,  bei  der  Gestalt  mit 
den  Zeigern  b,  c,  b,  wo  b  der  grösste  und  b  der  kleinste  Zeiger  ist,  er- 
giebt  sich  Folgendes:  Setzt  man  die  Hauptträger  gleich  1,  so  wird  der 
Zwischenträger  =  )/2 ,  der  Aussenträger  =  |/3 ,  also  nach  der  Festsetzung 
auf  S.  131,  Z.  8—11  der  Hauptradius  =  (b  +  c)  :  b,  der  Zwischenradius 
=-  |/2 ,  der  Aussenradius  ==  (b  +  c)  |/3  :  (b  +  c  +  b).  Infolgedessen  be- 
kommt der  Aussenpunkt  a,  der  in  dem  durch  die  Axen  010,  001,  100 
bestimmten  Oktanten  liegt,  in  Bezug  auf  diese  Axen  Richtstücke  (S.  126, 
Z.  10—8  V.  u.)  gleich  (b  +  c)  :  (b  +  c  +  b).  Soll  nun,  wie  es  in  Fig.  11 
eintritt,  die  senkrechte  Projektion  von  a  auf  die  Ebene  der  Axen  010  und 
001  mit  den  auf  diesen  Axen  befindlichen  Hauptpunkten  h  in  gerader 
Linie  liegen,  so  muss  offenbar  das  Richtstück  (b  +  c)  :  (b  -f  c  -f  b)  gleich 
dem  halben  Hauptradius,  also  gleich  (b  +  c)  :  2  b  sein,  was  nur  für  b  =  c  +  b 
eintritt.  Dagegen  ist  es  unmöglich,  dass  die  Projektion  von  a  auf  die 
genannte  Ebene  mit  den  auf  die  Axen  010  und  001  fallenden  Projektionen 
der  beiden  Zwischenpunkte  e  in  gerader  Linie  liege,  denn  dann  müsste  das 
auf  die  Axe  010  bezügliche  Richtstück  (b  +  c)  :  (b  +  c  +  b)  von  a  halb 
so  gross  sein  wie  das  Richtstück  1  des  Zwischenpunktes  0y  dessen  Projektion 
in  diese  Axe  fällt,  es  müsste  also  b  -f  c  =  b  sein,  was  hier  ausgeschlossen 
ist.  Man  könnte  endlich  noch  fragen,  ob  in  der  Projektion  die  beiden  in 
einem  Zwischenpunkte  e  zusanmienstossenden  Kanten  ;e^a  in  gerader  Linie 
liegen  können;  soll  das  der  Fall  sein,  so  muss  das  auf  die  Axe  010  be- 
zügliche Richtstück  des  früher  besprochenen  Aussenpunktes  a  gleich  sein  dem 
Richtstück  1  des  Zwischenpunktes  xr,  dessen  Projektion  in  diese  Axe  fällt,  es 
muss  also  b  ===  0  sein,  was  auf  die  in  §  11   unter  3  besprochene  Gestalt  führt. 

Zu  S.  136,  Z.  12.     Gemeint  ist  die  Kante  hzs. 

Zu  S.  140.     Ln  Originale  ist  kein  §  17  vorhanden. 

n.   Neue  Theorie  der  Elektrodynamik. 
Pogg.  Ann.  Bd.  64  (1845). 

Zu  S.  151,  Z.  1 — 3.  Nennt  man  nämlich  ip  den  Winkel  zwischen 
dem  Elemente  b  und  seiner  senkrechten  Projektion  auf  die  durch  das 
Element  a  und  durch  die  Mitte  von  b  gelegte  Ebene,  so  ist  die  Projektion, 
die  Grassmann  nachher  mit  6j  bezeichnet:  b^^bcos<p.  Nennt  man 
femer  e'  den  Winkel  zwischen  a  und  ft^,  sowie  ß'  den  Winkel  zwischen  b^ 
und  der  die  Mitten  beider  Elemente  verbindenden  Geraden,  so  ist:  a  =  /3'  +  c' 
und  {p  ist  in  dem  sphärischen  Dreiecke  mit  den  Seiten  er,  ß,  b  die  auf  die 
Seite  a  oder  deren  Verlängerung  gefällte  Höhe,  mithin:  cos  a  =  cos  a'  .  cos  9>, 
cos  €  »  cos  b'  .  cos  q>. 
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Zu  S.  151,  Z.  17  V.  u.  Man  erinnere  sich,  dase  die  Amperesche 
Formel  (l)  eine  Kraft  darstellt,  die  positiv  gerechnet  wird  in  der  Bichtong 
vom  Scheitel  des  Winkels  ß  nach  dem  Scheitel  des  Winkels  a. 

Zu  S.  151,  Z.  6  V.  u.  vgl.  S.  152,  Z.  11—7  v.  u. 

Zu  S.  154,  Z.  7  V.  u.  Die  Redeweise:  „nach  —  ds  m  differenzüren*^ 
ist  etwas  ungewöhnlich.  Von  den  beiden  Strömen,  durch  die  nach  S.  153, 
Z.  7 — 1  V.  u.  das  Element  ids  ersetzt  wird,  hat  der  erste  die  Wirkung: 

y-  cot  ^  a  =»  -j "  (1  +  cos  a) , 

der  andere  die  Wirkung: 

—  -j-  (1  +  cos  (a  +  da))  —  —  ^(l+cosa)  +  -^8in  ada 

und  diese  Ausdrücke  sind  zu  addiren. 

Zu  S.  156,  Z.  13  V.  u.  —  157,  Z.  7.  Im  Nachlasse  Grassmanns  be- 
findet sich  eine  Sammlung  paginirter  imd  mit  Inhaltsangabe  versehener  Auf- 
zeichnungen: „Elektrodynamik  und  Induction^.  Diese  Aufzeichnungen 
stammen  anscheinend  noch  aus  dem  Ende  der  vierziger  Jahre,  denn  Grass- 
mann  beschäftigt  sich  darin  unter  anderm  mit  einer  Arbeit  von  Franz  Neu- 
mann  (Allgemeine  Gesetze  der  inducirten  electrischen  Ströme,  aus  dem 
Jahre  1845)  und  mit  einer  von  W.  Weber  (Poggendorffis  Annalen,  Bd.  73, 
1848).  Als  Nr.  5  enth&lt  diese  Sammlimg  einen  Abdruck  der  „Neuen 
Theorie  der  Elektrodynamik^'  und  als  Nr.  6,  auf  S.  29  eine  „Bemerkung 
dazu'^     Es  heisst  da  wörtlich  so: 

„Die  Formel  4  {hier  S.  154}  l&sst  sich  leicht  geometrisch  darstellen 
in  der  Form: 

wo  ra  .b   eine   Strecke   vorstellt,   die  gegen  b  nach   derselben   Seite  Hegt, 

i  I 

wie  a  gegen  r.     Sind  a  und  ß  die  Mitten  der  Elemente  und  a  und  ß  die 

Fusspunkte    des    gemeinschaftlichen    Lothes    der    Linien    Ä  und   B    beider 
Elemente,  so  ist  i        i        i        i 

r^^ß  —  a^ß-ß  +  ß-a  +  a-a, 

*^^^-  ra.b  _  (ß-^a,b        pa .  b 

wo  p  ^  ß  —  a  das  gemeinschaftliche  Loth  von  A  auf  B.     Der  letzte  Aus- 
druck   ist 3 — Py    der  Winkel,    den    der    erstere    Ausdruck    darstellt, 

ist ^-,  also  erhalten  wir  als  Ausdruck  der  Anziehung 

a . b       axb 

wo  — 7p-  den  Winkel  der  Bewegung  darstellt." 

Das  Verständniss  dieser  Betrachtung  wird  dadurch  erschwert,  dass  die 
Bedeutimg  der  angewandten  Produktzeichen  nicht  ersichtlich  ist;  von  vorn- 
herein ist  nur  so  viel  klar,  dass  die  in  den  Zählern  vorkommenden  Buch- 
staben r^a^b^  ebenso  wie  die  Differenzen  ß  —  ß  u.  s.  w.  (vgl.  Aj,  Nr.  222, 
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Zusatz,  diese  Ausgabe  I,  2,  S.  152)  Strecken  bedeuten.  Zum  Glück  lässt 
sich  aber  aus  einer  späteren  Arbeit  Grassmanns  (Zur  Elektrodynamik, 
hier  S.  203 — 210)  die  Bedeutung  der  Formel  (l)  entnehmen.  Dort  wird 
nämlich  (hier  S.  210)  die  anziehende  Wirkung  des  Elementes  a  auf  das 
Element  b  in  der  Form: 

(1-)  T,\ra\b] 

geschrieben,  wo  die  unterstrichenen  Buchstaben  die  Strecken  selbst  dar- 
stellen, deren  Längen  durch  die  ununterstrichenen  angegeben  werden,  und 
wo  I  das  Zeichen  fctr  die  innere  Multiplikation  ist  (s.  A^,  Kap.  4  und 
Kap.  5,  §  7,  diese  Ausgabe  I,  2,  S.  112  ff.;  207  ff.),  während  rq  das  äussere 
(kombinatorische)  Produkt  der  beiden  Strecken  r  und  a  bezeichnet  (A^, 
Nr.  254,  d.  A.  I,  2,  S.  169).  ,     , 

Versteht  man  nun  unter  a,  J3,  a,  ß  einfache  Punkte,  so  ist  in  der  That 

r^ß^a^(ß--ß)  +  (ß-a)^(a^a) 

und  ausserdem  offenbar: 

I  I 

ß  —  ß^X.b^     a  — a  =  |ü.a, 

wo  l  und  fi  Zahlen  bedeuten,  also  ist  das  äussere  Produkt  [(et  — et)  ^]  =^  0; 

II  II 

bezeichnet   man    noch    das    gemeinsame  Loth   aß   als   Strecke    ß  —  a    auf- 

gefasst,  mit  c  (um  das  p  zu  vermeiden),  so  lässt  sich  der  Ausdruck  (l') 
schreiben:  ~    -  ^ 

Nach  A,,  Nr.  180  (d.  A.  I,  2,  8.  136)  ist  aber: 
[6a|6]  =  [6|6]g-[a|6]6 
[ca|&]  =  [c|ft]g-[g|ft]c, 

und  da  die  Strecke  c  sowohl  auf  a  wie  auf  b  senkrecht  steht,  so  ist: 
[c  I  «]  =  [c  I  y  =  0,  folglich  erhält  (l')  jetzt  die  Gestalt: 

(n  ^.(i^iy«-[«ig^)-|,[«iyc. 

Hier  stellt  der  zweite  Theil  augenscheinlich  eine  Strecke  dar,  die  dem 
gemeinsamen  Lothe  parallel  ist,  bestimmt  also  die  Verschiebung,  die  das 
Element  a  dem  Elemente  b  parallel  zum  gemeinsamen  Lothe  ertheilt  (S.  156, 
Z.  7—5  T.  u.). 

Der  erste  Theil  stellt  eine  auf  dem  gemeinsamen  Lothe  senkrechte 
Strecke  dar,  bestinmit  also  die  Drehung  um  das  gemeinsame  Loth,  die  das 
Element  a  dem  Elemente  b  mittheilt.  Dividirt  man  die  Länge  dieser  Strecke 
durch  die  Entfemimg  der  Mitte  ß  des  Elementes  b  von  der  Drehaze,  so 
erhält  man  den  Schwenkungswinkel  (vgl.  S.  154,  Z.  16 — 13  v.  u.).  Nun 
ist  die  Entfernung  des  Punktes  ß  von  der  Drehaxe  gleich  der  Länge  der 
Strecke  ß  —  ß' ^^^  X  .b,  also  gleich  l  .b^  wo  auf  das  Vorzeichen  von  X  keine 
Rücksicht  genommen  zu  werden  braucht,  da  sich  X  schliesslich  weghebt 
Femer  [6 1  &]  =  ^  =  6»  und 
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(A,,  Nr.  151,  333,  177,  d.  A.  I,  2,  S.  118,  211,  136),  also  besitzt  die 
Strecke:  [^  |  ^]  ^  —  [^  |  ^  ^9  die  ^^  kurz  mit  8  bezeichnen  wollen,  die  Länge: 

femer  ist: 

6.>/[i6p -a.fr?.  sin (£a6) 

(Aj,  Nr.  198,  d.  A.  I,  2,  S.  143),  mithin  ergiebt  sich  jener  Winkel  gleidi: 
^'•i5='7.ö^8in(£a6). 

Bedenken  wir  endlich,  dass  a&  sin  (£  a&)  der  Inhalt  des  Parallelo- 
gramms ist,  das  durch  die  beiden  Strecken  a,  h  bestimmt  wird  und  das 
der  Grösse,  der  Lage  und  dem  Sinne  nach  durch  das  äussere  Produkt 
[ah]  dargestellt  wird  (Aj,  Nr.  254,  d.  A.  I,  2,  S.  169),  nehmen  wir  noch 
hinzu,  dass  die  drei  Strecken  a,  6,  8  alle  auf  dem  gemeinsamen  Lothe  c 
senkrecht  stehen  und  dass  [fr?]  «=  fr*[^«]  ist,  so  erkennen  wir,  dass  s  von 
dem  gemeinsamen  Lothe  aus  gesehen  in  Bezug  auf  fr  nach  derselben  Seite 
hin  liegt  wie  a,  dass  also  der  Sinn  der  Drehung,  die  8  hervorzurufen  strebt^ 
mit  dem  Umlaufungssinne  des  Parallelognunms  [fra]  =  —  [afr]  überein- 
stimmt. Denmach  können  wir,  wenn  wir  wollen,  den  erwähnten  Winkel 
nach  Grösse  und  Sinn  durch  den  Ausdruck 

darstellen  und  wir  gelangen  so  zu  einem  Ausdrucke: 

für  die  Wirkung  des  Elementes  a  auf  das  Element  fr,  der  mit  dem  von 
Grassmann  angegebenen  bis  auf  die  Bezeichnung  übereinstimmt  und  in 
dem  der  erste  Theil  einen  Winkel  bestimmt,  dessen  Ebene  auf  dem  gemein- 
samen Lothe  senkrecht  steht,  der  zweite  eine  zu  diesem  Lothe  parallele  Strecke. 

Was  den  Unterschied  der  Bezeichnung  angeht,  so  ist  zu  bemerken, 
dass  Grassmann  in  dem  mitgetheilten  Manuskripte  den  Punkt  erst  als 
Zeichen  für  die  innere  Multiplikation  eines  Flächenraums  und  einer  Strecke 
benutzt,  dann  als  Zeichen  für  die  äussere  Multiplikation  zweier  Strecken; 
das  innere  Produkt  zweier  Strecken  wird  dagegen,  wie  in  der  geometrischen 
Analyse  (d.  A.  I,  1,  S.  347  ff.)  durch  X  angedeutet.  , 

Liegen  die  Elemente  a  und  fr  in  einer  Ebene,  so  wird  ß  —a  —  c 
gleich  Null,  der  Ausdruck  (l")  reducirt  sich  also  auf  sein  erstes  Glied^ 
das,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  mit  dem  Ausdrucke  (6)  auf  S.  156  über- 
einstimmt. Dass  in  dieser  Formel  (6)  das  Minuszeichen  fehlt,  erklärt  sich 
daraus,  dass  Grassmann  bei  (6)  nicht  daran  gedacht  hat,  auch  den  Sinn 
der  Drehung  durch  die  Formel  auszudrücken,  zumal  er  diesen  Sinn  vorher 
(S.  154,  Z.  7  — 13)  deutlich  genug  beschrieben  hat. 

Nunmehr  wird  es  auch  verständlich,  was  Grassmann  mit  den  Worten 
auf  S.  157,  Z.  2  f.  gemeint  hat.     Nämlich  der  Ausdruck: 

a.  h 
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bestimint  je  nach  der  Bedeutung,  die  man  dem  Produkte  a  .  b  giebt,  die 
eine  oder  die  andre  der  beiden  Bewegungen,  in  die  sich  die  Bewegung  des 
Elementes  h  zerlegen  lässt:  fasst  man  a  .  6  als  äusseres  Produkt,  so  be- 
kommt man  die  Grösse  der  Schwenkimg  um  das  gemeinsame  Loth,  fasst 
man  es  als  inneres  Produkt  auf,  so  erhält  man  ein  Maass  für  die  Ver- 
schiebung parallel  dem  gemeinsamen  Lothe.  Diese  Verschiebung  selbst  er- 
hält man,  indem  man  [a|fe]:r'  mit  —  c  =  a  — /3  multiplicirt:  es  ist  be- 
merkenswerth,  dass  sowohl  die   Schwenkung  als   die  Verschiebung  nur  den 

Sinn  wechseln,  wenn  man  a  mit  b  vertauscht,   denn  [6al  =  —  [afel,  aber 

II  11'. 

[&  I  a]  =  [a  I  b]  und  /3  —  a  =  —  (a  —  /3),  die  Analogie  mit  der  Gravitation 
ist  also  in  der  That  so  vollständig  wie  nur  möglich. 

Zu  S.  158,  Z.  14 — 8  V.  u.  Auch  über  diesen  Punkt  finden  sich  in 
den  vorhin  erwähnten  Aufzeichnimgen  längere  Entwickelungen,  über  die  ich 
vielleicht  im  dritten  Bande  berichten  werde. 

in.  Zur  Theorie  der  Farbenmischung. 
Pogg.  Ann.  Bd.  89  (1863). 

Zu  S.  161,  Z.  6.  Gemeint  ist  die  Abhandlung:  „lieber  die  Theorie 
der  zusanmiengesetzten  Farben",  Pogg.  Ann.  Bd.  87,  S.  45  —  66  (1852), 
abgedruckt  aus  Müllers  Archiv  für  Anatomie  und  Physiologie,  1852, 
S.  461—482. 

Zu  S.  162,  Z.  20  V.  u.  In  Pogg.  Ann.  Bd.  23,  S.  435—443  (1831) 
befindet  sich  ein  Auszug  aus  einer  Arbeit  von  Brewster:  „Ueber  eine 
neue  Zerlegung  des  Sonnenlichts,  die  in  drei  Gnmdfarben,  welche  coinci- 
dirende  Spectra  von  gleicher  Länge  bilden  (Edinb.  Joum.  of  Science,  N.  S. 
Vol.  V,  p.  197).     Auf  S.  441  f.  heisst  es  da: 

„Ln  Sommer  1799,  an  einem  ganz  heiteren  Tage,  um  die  Mittagszeit 
erhielt  Hassenfratz,  mit  einem  Bündel  Sonnenlichts,  den  er  durch  eine 
25  Decimillimeter  weite  Oeffnung  in  ein  dunkles  Zimmer  geleitet,  und  unter 
der  Bedingung,  dass  Ein-  und  Austrittswinkel  gleich  waren,  auf  ein  Prisma 
fallen  lassen  hatte,  ein  Spectrum  von  360  Millimeter  Länge,  worin  alle 
Farben  vom  Purpur  bis  zum  Roth  deutlich  zu  erkennen  waren.  Beim  Unter- 
gang der  Sonne,  als  sie  gelb  erschien,  hatte  das  Spectrum  eine  geringere 
Länge,  und  ein  mehr  oder  weniger  beträchtlicher  Antheil  des  Violett  war 
verschwunden,  ja  fehlte,  wie  das  Purpur,  zuweilen  gänzlich." 

Zu  S.  167,  Z.  10  f  In  der  von  W.  Abendroth  herausgegebenen  üeber- 
setzung  des  ersten  Buches  von  Newtons  Optik  (Ostwalds  Klassiker  der 
exakten  Wissenschaften,  Nr.  96,  Leipzig  bei  Engelmann,  1898)  findet  man 
die  Regel  auf  S.  99 — 101  als  Lösung  der  Aufgabe  2:  „In  einer  Mischung 
von  primären  Farben  aus  der  gegebenen  Quantität  und  Qualität  jeder  ein- 
zelnen die  Farbe  der  Zusammensetzung  zu  finden." 

Zu  S.  168,  Z.  13—8  V.  u.  In  der  auf  S.  161  angefahrten  Arbeit 
von  Helmholtz  auf  S.  58  ff. 

Es  ist  von  historischem  Interesse,  dass  Grassmann  seine  Theorie  der 
Farbenmischung  schon  im  Oktober  1852  der  physikalischen  Gesellschaft  zu 
Stettin  in  einem  Vortrage  mitgetheilt  hat.  Ich  entnehme  das  den  „Mit- 
theilungen über  die  Thätigkeit  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Stettin  in 


252  Anmerkungen  zn  den  Abhandlangen 

den  Jahren  von  1835 — 1867.  Aus  den  Protokollen  der  Gesellschaft  in 
deren  Auftrage  zusammengestellt  von  H.  Balsam.  Stettin  1868.  Druck 
von  R.  Orassmann/'     Dort  heisst  es  auf  S.  60  f.: 

Actum  Stettin,  den  28.  Oktober  1852. 

„Prof.  Grassmann  über  die  neuesten  Entdeckungen  auf  dem  Gebiet 
der  Farbenlehre.  Nachdem  der  Vortragende  zuvörderst  eine  historische 
Uebersicht  über  die  verschiedenen  Ansichten  von  den  Farben  und  deren 
Mischung  gegeben  hatte,  zeigte  er,  dass  man,  um  zu  einer  Entscheidung 
zu  gelangen,  vor  allem  die  objektiven  Erscheinungen,  wie  sie  sich  ver- 
mittelst des  Prismas  zur  Anschauung  bringen  lassen,  von  den  subjektiven 
Farbeneindrücken  zu  sondern  habe.  Er  wies  darauf  hin,  wie  die  Farben, 
welche  durch  Zerlegung  vermittelst  des  Prismas  hervorgehen,  sich  objektiv 
nur  durch  ihre  Schwingungsdauer  unterscheiden,  und  dass  die  Schwingongs- 
dauer  fOr  das  ftosserste  Roth  ungef&hr  doppelt  so  gross  sei  als  für  das 
ftusserste  Violett.  Hieran  knüpfte  er  einen  Bericht  über  die  von  F.  W.  ünger 
im  57.  Bande  der  Poggendorffschen  Annalen  mitgetheilte  Farbenharmonie, 
ünger  vergleicht  die  Farbenskala  vom  ftussersten  Roth  bis  zum  ftuissersten 
Violett  mit  der  Tonskala,  indem  er  für  das  ftusserste  Roth  einen  beliebigen 
Grundton  und  dann  diejenigen  Farben  und  Töne  einander  entsprechend  setzt, 
deren  Schwingungsdauer  zu  der  Schwingungsdauer  jener  beiden  in  dem- 
selben Verhftltniss  steht.  Er  behauptet  nun,  dass  diejenigen  Farben,  welche 
den  Tönen  eines  Accordes  entsprechen,  auf  das  Auge  den  wohlthuendsten 
Eindruck  hervorbringen,  nameatlich  die  3  Farben  Roth,  Gelb,  Blau,  welche 
dem  Dur-Accorde  entsprechen,  und  welche  er  auf  den  Gemälden  der  vor- 
züglichsten Maler,  namentlich  RaphaeFs,  durchaus  vorherrschend  findet  Der 
Vortragende  ging  darauf  zu  den  subjektiven  Farben -Eindrücken  über  und 
zeigte,  dass  das  Auge  nicht  im  Stande  sei^  die  Mannigfaltigkeit  verschie- 
dener auf  denselben  Raum  gebrachter  Farben  zu  unterscheiden,  sondern  dass 
sich  diese  Farben  zu  einem  Gesammteindrucke  vermischen,  in  welchem 
ausser  dem  Farbentone  zwischen  Roth  und  Violett  niir  noch  die  Beimischung 
des  Weissen  unterschieden  werden  kann.  Hieran  knüpfte  er  den  Bericht 
über  zwei  Aufsätze  von  Helmholtz  in  dem  letzten  Bande  der  Poggendorflfschen 
Annalen  und  hob  besonders  hervor,  dass  es  nach  den  Versuchen  von  Helm- 
holtz nur  2  Farbenpaare  gebe,  welche  kombinirt  Weiss  liefern,  nämlich 
erstens  Gelb  und  Ultramarin,  wie  dies  Helmholtz  unmittelbar  durch  Be- 
obachtungen nachweist,  und  zweitens  Roth  und  Grün.  Letzteres  behauptete 
der  Vortragende  aus  den  Versuchen  von  Helmholtz  folgern  zu  müssen,  indem 
die  Versuche  überall  auf  diese  Mischung  des  Roth  und  Grün  hinzuweisen 
schienen.  Zwischen  diesen  4  Farben,  Roth,  Gelb,  Grün  und  Blau,  die 
hiemach  als  die  eigentlichen  Grrundfarben  aufzufassen  seien,  ordnete  der 
Vortragende  die  übrigen  Fai'ben  in  der  Art  unter,  dass  je  2  dieser  Farben 
gemischt  die  mittlere  Farbe,  jedoch  mit  Weiss  vermischt  liefern." 

In  Grassmanns  Nacblass  befindet  sich  eine  kurze  Notiz:  „Zur 
Theorie  der  Farbenmischung  1876",  aus  der  hier  Folgendes  mit- 
getheilt  werden  möge: 

„Helmholtz  in  seinem  Handbuch  der  physiologischen  Optik  ^1867) 
S.  277 — 308  hat  die  Sätze  der  Farbenmischung  aus  meiner  Abhandlung  (1853) 
aufgenommen,  niir  dass  er  statt  hinmielblau  den  passenderen  Namen  Gjan- 
blau  (Berlinerblau)  einführt,  und  Purpur  als  eine  nur  durch  Mischung  des 
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Sussersten  Roth  und  äussersten  Violett  herstellbare  Farbe  (vielleicht  nach 
der  Tabelle  237  die  Oktave  jenes  Roth)  bezeichnet.  Von  den  Abweichungen, 
welche  theils  auf  der  Empfindlichkeit  des  Auges,  theils  auf  objektiven  Ver- 
änderungen (Diffraktion,  Zerstreuung,  Fluorescenz,  Eigenlicht)  im  Auge  be- 
ruhen, und  von  denen  unten  die  Rede  sein  soll,  abgesehen,  hat  er  noch 
folgende  wichtige  Bestimmungen  hinzugefügt  {Hier  folgt  eine  Tabelle  der 
Wellenl&ngen  der  Fraunhoferschen  Linien,  die  zur  Abgränzung  der  Farben 
dienen,  und  eine  graphische  Darstellung  der  Complementftrfarben,  nach 
Helmholtz,  S.  277.} 

„Die  wesentlichen  Ergänzungen  sind  auch  durch  Helmholtz  nicht  ge- 
liefert. Es  fehlt  die  Bestimmung  des  Purpurs,  welches  mit  einem  bestimmten 
Grün  Weiss  liefert.  Femer  die  Bestimmung  der  Farbe,  welche  mit  zwei 
complementftren  gleichviel  Weiss  liefert,  kurz  die  verlangte  einfache  Be- 
obachtungsreihe zur  Feststellung  der  Farbenmischung  ist  nicht  ausgeftlhrt. 
Dagegen  ist  eine  Reihe,  freilich  auch  nur  fragmentarischer  Beobachtungen 
angeführt,  welche  den  Gesetzen  der  Farbenmischung  widersprechen  würden, 
wenn  sie  nicht  auf  sekimdären  Processen  oder  auf  unvollkommener  oder 
irriger  Schätzimg  oder  auf  Unempfindlichkeit  der  Sehnerven  beruhten." 

„Hierher  gehört  erstens,  dass  die  Stärke  der  Lichtempfindung  für  ver- 
schiedene Farben  nicht  proportional  ist  der  lebendigen  Krafk  der  Aether- 
Schwingungen.  Dies  beruht  einestheils  darauf,  dass  die  Aetherschwingungen 
der  verschiedenen  Farben  durch  die  durchsichtigen  Mittel  des  Auges  in  ver- 
schiedenem Grade  geschwächt,  manche  wie  die  ultrarothen,  gar  nicht  durch- 
gelassen werden,  theils  auf  Zurückwerfung  im  Auge,  theils  auf  der  un- 
gleichen Empfindlichkeit  der  Nerven  für  verschiedene  Farben  bei  verschiedener 
Helligkeit;  bei  schwacher  Beleuchtung  sind  die  Nerven  für  die  brechbareren 
Farben  empfönglicher  als  für  die  weniger  brechbaren,  umgekehrt  bei  stärkerer 
Beleuchtung.  Für  die  Strahlen  von  mittlerer  Brechbarkeit  ist  das  Auge  für 
Farbenunterschiede  am  empfindlichsten.  Lnmer  bleibt  die  Abschätzung  der 
verschiedenen  Lichtstärke  verschiedener  Farben  etwas  schwankendes,  zum 
Theil  von  subjektiven  ürtheilen  abhängiges." 

„Aber  auch  für  gleichfarbiges  Licht  ist  die  Stärke  der  Lichtempfindung 
nicht  proportional  der  objektiven  Lichtstärke,  indem  nämlich  bei  wachsender 
objektiver  Helligkeit  die  Lichtempfindung  in  geringerem  Maasse  wächst." 

„Zweitens  ändert  die  grössere  Helligkeit  auch  die  Qualität  des  empfun- 
denen Lichtes,  indem  dadurch  Weiss  zugemischt  erscheint,  ja  bei  sehr  intensiver 
Helligkeit,  das  Licht  als  vollkommen  weiss  erscheint;  ein  gewisses  Gelb  und 
ein  gewisses  Blau  ändern  dabei  nicht  ihren  Farbenton,  die  Farben,  welche 
brechbarer  sind  als  jenes  Blau,  lassen  ihren  Farbenton  allmählich  in  dieses 
Blau  übergehen,  alle  übrigen  in  jenes  Gelb.  Die  dazu  erforderliche  Intensität 
ist  sehr  verschieden.  Eine  sehr  geringe  Steigerung  der  Helligkeit  reicht 
hin,  um  die  überblauen  Töne  dem  blauen  zu  nähern,  weiter  in  diesen  zu 
verwandeln  und  weiter  ihn  in  Weiss  übergehn  zu  lassen.  Hingegen  er* 
fordern  die  Farben,  je  wenigei-  brechbar  sie  sind,  eine  desto  grössere  In- 
tensität, um  den  ganzen  Uebergang  zu  vollenden,  Roth  eine  kaum  erreich- 
bare. Gelb  erst  bei  blendender  Helligkeit  (Helmholtz  233,  234)." 

„Da  wir  bei  schwachem  Lichte  die  Farben,  namentlich  die  brechbareren, 
vollkommener  zu  unterscheiden  vermögen  als  beim  starken,  und  bei  jenem 
sich  (Helmholtz  234)   die  blauen   Töne   des   Spektrums  mehr  dem  Indigo, 
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Violett  dem  Rosa  nähert,  so  werden  wir  diese  letzteren  als  die  ursprQng- 
liehen,  die  ersteren  als  durch  Erhellung  modificirt  betrachten  können.  Bei 
den  übervioletten  Strahlen  soll  sich  (?)  bei  äusserst  schwacher  Beleuchtung 
die  Folge  umkehren  (von  Rosa  bis  Blau),  während  sie  bei  etwas  stärkerer 
Beleuchtung  bläulich  weiss  (lavendelgrau)  werden.  Zur  EIrklärung  dieser 
Erscheinungen  hat  man  zweierlei  ins  Auge  zu  fassen  a)  die  Fluorescenz 
der  Aogenmedien  und  zwar  grünliche  (bläuliche)  der  Netzhaut,  die  auch 
unabhängig  nachgewiesen  ist,  und  aus  der  Helmholtz  die  Erscheinungen  der 
übervioletten  (überblauen)  Strahlen  erklärt,  und  wohl  noch  eine  gelbliche, 
die  für  das  Roth  als  negativ  anzunehmen  wäre,  die  aber  nicht  für  sich 
nachgewiesen  ist,  b)  die  bei  grösserer  Helligkeit  zunehmende  Unempfäng- 
lichkeit  für  Unterscheidung  der  Farben,  welche  bei  den  überblauen  Tönen 
schon  bei  massiger  Helle  eintritt,  bei  den  am  wenigsten  brechbaren  erst 
bei  blendender  Helle/^ 

In  seinem  „Handbuche  der  physiologischen  Optik^,  Leipzig  bei  Leopold  Voss, 
1867  erwähnt  Helmholtz  die  Grassmann  sehe  Arbeit  auf  S.  283,  295, 
307.  Auf  S.  307  heisst  es:  „Die  Untersuchung  der  gemischten  Spectral- 
färben  nach  einer  besseren  Methode,  welche  ich  ausführte,  hob  die  schein- 
baren Widersprüche  {vgl.  hier  S.  161)  gegen  Newtons  Regel  auf,  soweit 
sie  sich  auf  die  Anwendbarkeit  der  Schwerpunktskonstruktionen  beziehen; 
dagegen  musste  ich  freilich  die  Kreisform  des  Farbenfeldes  Orassmann 
gegenüber  als  unerwiesen  stehen  lassen/^ 

Endlich  will  ich  hier  noch  einige  Bemerkungen  beifügen^  die  mir  mein 
Freund  0.  Külpe  in  Würzburg  zur  Verfügung  gestellt  hat: 

Die  Abhandlung  in  Poggendorffs  Annalen  Bd.  89  ist  von  grundlegender 
Bedeutung  für  die  Lehre  von  der  Farbenmischung  innerhalb  einer  physiologi- 
schen oder  psychologischen  Optik  geworden.  So  erklärt  Helmholtz  (Physiolog. 
Optik  2.  Aufl.  S.  326):  „Die  physiologischen  Voraussetzungen,  welche  der 
Ausführbarkeit  und  Richtigkeit  eines  solchen  Verfahrens  [der  geometrischen 
Darstellung  des  Farbemischungsgesetzes  von  Newton]  zu  Grunde  liegen,  hat 
Herr  H.  Grassmann  herausgesondert  und  hingestellt.*^  Auch  E.  Hering  hat 
die  thatsächliche  Richtigkeit  der  drei  von  Grassmann  in  dieser  Abhandlung 
entwickelten  Gesetze  anerkannt  und  möchte  sie  nur  durch  einen  vierten  Satz 
ergänzt  wissen,  nach  welchem  „gleich  aussehende  Lichter  einander  gleich 
bleiben,  wenn  man  die  Intensität  eines  jeden  in  demselben  Verhältniss  ver- 
mehrt oder  vermindert"  (Ueber  Newtons  Gesetz  der  Farbenmischung,  Lotos, 
Jahrb.  für  Naturwiss.  N.  F.  VH.  Bd.  S.  242  f.).  Zugleich  hat  freilich  Hering 
(ebd.  S.  225  ff.)  gezeigt,  dass  die  Voraussetzungen,  von  denen  sich  Grass- 
mann bei  der  Deduktion  seiner  Sätze  hat  leiten  lassen,  unzutreffend  sind, 
indem  hier  beständig  subjektive  (Empfindungs-)  und  objektive  (Licht-)Werthe 
mit  einander  vermengt  und  Annahmen  vertreten  werden,  die  nachweislich 
irrig  sind.  Dazu  gehört,  dass  jeder  bestimmten  Wellenlänge  des  Lichtes  nur 
ein  bestimmter  Farbenton  der  Empfindung  entspreche,  dass  nur  die  Inten- 
sität der  Empfindung,  nicht  ihre  Sättigung  oder  ihre  Qualität,  sich  ändere, 
wenn  sich  die  Intensität  des  sie  erzeugenden  Lichtes  vermehre  oder  vermindere, 
dass  endlich  der  letzteren  die  Helligkeit  der  Empfindung  proportional  sei. 
Schon  in  der  ersten  Auflage  der  Helmholtzschen  physiologischen  Optik  waren 
Beobachtungen  mitgetheüt,  die  diesen  Annahmen  durchaus  widersprechen.  Merk- 
würdiger Weise  ist  Grassmann  in  dem  ungedruckten  Manuskript  (S.  252  ff.) 


über  mathematische  Physik.  III^Y.  255 

im  Hinblick  auf  solche  Beobachtungen  der  Meinung,  dass  sie  mit  den  Ge- 
setzen der  Farbenmischung  unvereinbar  seien.  Hier  sowohl  wie  in  dem 
Anhang  zu  Preyers  Schrift  (S.  213 — 221)  wird  daher  an  jenen  irrigen 
Voraussetzungen  festgehalten  und  eine  Reihe  sekundärer  Umstände,  wie  un- 
vollkommene Schätzung  oder  Fluorescenz  der  Augenmedien,  zur  Erklärung 
der  entgegenstehenden  Thatsachen  herangezogen. 

IV.  üebersicht  der  Akustik  und  der  niedern  Optik. 
Programm  1854. 

Ursprünglich  war  ich  zweifelhaft,  ob  sich  der  Wiederabdruck  dieses 
Programms  lohnte,  ich  habe  mich  aber  doch  dafür  entschieden^  weil  es 
wegen  der  Stoffauswahl  und  der  Darstellung  pädagogisches  Interesse  besitzt, 
dazu  kommt  noch,  dass  es  die  erste  Veröffentlichung  ist,  in  der  Grass- 
mann  die  Grundzüge  seiner  Vokaltheorie  bekannt  gemacht  hat  (vgl.  S.  222, 
Z.  5  V.  u.). 

V.  Zur  Elektrodynamik. 

Grelles  Journal  Bd.  83  (1877). 

Zu  S.  203,  Z.  9  f.,  16—19.  Die  hier  erwähnten  Abhandlungen  von 
Clausius  sind: 

„Ueber  die  Ableitung  eines  neuen  elektrodynamischen  Grundgesetzes'^, 
Grelles  Journal  Bd.  82,  S.  85—130  (1877). 

„Ueber  ein  neues  Grundgesetz  der  Elektrodynamik '\  Vorgetragen  in 
der  Niederrhein.  Ges.  für  Natur-  und  Heilkunde  am  6.  12.  1875 ,  Pogg. 
Ann.  Bd.  156  (6.  Reihe  Bd.  6),  S.  657—660  (1875). 

„Ueber  das  Verhalten  des  elektrodynamischen  Grundgesetzes  zum  Princip 
von  der  Erhaltung  der  Energie  und  über  eine  noch  weitere  Vereinfachung 
des  ersteren",  aus  den  Schriften  der  niederrhein.  Ges.  mitgetheilt  vom  Verf. 
Pogg.  Ann.  Bd.  157  (6.  Beihe  Bd.  7),  S.  489—494  (1876). 

Endlich  in  den  Verhandlungen  des  naturhistorischen  Vereins  der  preussi- 
schen  Rheinprovinz  und  Westfalen,  33.  Jahrgang  (4.  Folge,  3.  Jahrgang) 
Bonn  1876,  zuerst  kurz  in  einem  Vortrage  in  der  Sitzung  vom  7.  Februar 
1876  „Das  Verhalten  des  elektrodynamischen  Grundgesetzes  zum  Prinzip 
von  der  Erhaltung  der  Energie  und  über  eine  noch  weitere  Vereinfachung 
des  ersteren '',  Sitzungsberichte  S.  18 — 22,  ausführlicher  in  der  Arbeit: 
„Ueber  die  Behandlung  der  zwischen  linearen  Strömen  und  Leitern  statt- 
findenden ponderomotorischen  und  elektromotorischen  Kräfte  nach  dem  elektro- 
dynamischen Grundgesetze",  Verhandlungen  S.  407 — 430. 

Uebrigens  hat  Glausius  sofort  die  Berechtigung  des  von  Grassmann  er- 
hobenen Anspruchs  anerkannt  und  zwar  noch  in  demselben,  83.  Bande  des 
Grelleschen  Journals,  wo  man  auf  S.  262  f.  die  nachstehende  Mittheilung  findet: 

Ueber  das  Grassmannsche  Gesetz  der  ponderomotorischen  Kraft. 
(Von  Herrn  R.  Glausius  in  Bonn.) 

Herr  H.  Grassmann  macht  auf  S.  57  d.  B.  darauf  aufinerksam,  dass 
die  Ausdrücke,  welche  man  aus  dem  von  mir  aufgestellten  elektrodynamischen 
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Onindgesetze*)  ftür  die  Componenten  der  ponderomotorischen  Kraft  zwischen 
zwei  Stromelementen  ableiten  kann,  genan  mit  dem  von  ihm  schon  im 
Jahre  1845  für  diese  Kraft  aufgestellten  Gesetze^)  übereinstimmen.  Das« 
mir  dieses  entgangen  war,  hat  seinen  Gnmd  in  einem  eigenthümlichen  Um- 
stände. Ich  wusste  sehr  wohl,  dass  Herr  Orassmann  ein  von  dem 
Ampere  sehen  abweichendes  Gesetz  für  die  ponderomotorische  Kraft  auf- 
gestellt hat,  indem  ich  seine  interessante  Abhandlung  vor  langer  Zeit  ge- 
lesen hatte,  ohne  mir  jedoch  damals,  wo  ich  mich  nicht  speciell  mit  dem 
Gegenstande  beschäftigte,  die  betreffende  Formel  fest  einzuprägen.  Als  nmi 
aus  dem  auf  die  gegenseitige  Einwirkung  bewegter  Elektricit&tstheilchen 
bezüglichen  neuen  Grundgesetze  auch  für  die  zwischen  zwei  Stromelementen 
wirkende  ponderomotorische  Kraft  neue  Ausdrücke  hervorgingen,  welche  mit 
dem  Amp  er  eschen  Gesetze  nicht  übereinstimmten,  dachte  ich  sofort  daran, 
sie  mit  dem  Grassmann  sehen  Gesetze  zu  vergleichen,  da  mir  aber  jener 
alte  Band  von  Poggendorffs  Annalen  nicht  zur  Hand  war,  so  schlug  ich 
den  betreffenden  Jahrgang  der  „Fortschritte  der  Physik"  nach.  Hier***) 
fand  ich  einen  Auszug  der  Grassmannschen  Abhandlung  und  darin  eine 
Formel,  welche  als  die  Grassmann  sehe  angefahrt  ist.  Diese  verglich  ich 
mit  den  aus  dem  Gnmdgesetze  hervorgehenden  Ausdrücken,  und  da  ich 
sie  mit  denselben  nicht  übereinstimmend  fand,  so  betrachtete  ich  damit  die 
Frage  als  erledigt,  indem  ich  keinen  Grund  hatte,  an  der  richtigen  Wieder- 
gabe der  Formel  zu  zweifeln,  und  deshalb  auf  eine  weitere  Prüfung  oder 
Controle  einzugehen. 

Jetzt  aber  ersehe  ich  aus  der  Note  des  Herrn  Grassmann,  infolge 
deren  ich  mir  auch  seine  Originalabhandlung  verschafft  habe,  dass  mein 
Vertrauen  auf  jenen  Auszug  mich  getäuscht  hat,  denn  die  Formel  ist  in 
demselben  in  der  That  unrichtig  wiedergegeben.  Herr  Grassmann  hat 
nämlich  das  Stromelement,  welches  die  Kraft  erleidet,  mit  &,  und  die  Pro- 
tection desselben  auf  eine  gewisse  Ebene  mit  h^  bezeichnet.  In  seiner 
Formel  konmit  nun  die  Grösse  h^  vor,  in  jenem  Auszuge  aber  steht  an 
Stelle  derselben  h.  Dass  hierin  eine  Abweichung  von  der  Originalabhandlong 
liege,  konnte  mir  um  so  weniger  in  den  Sinn  kommen,  als  in  drei  der 
Schlussformel  voraufgehenden  Formeln  ebenfalls  immer  b  statt  b^  steht, 
und  überhaupt  das  Zeichen  b^  mit  seiner  Erklärung  in  dem  ganzen  Aus- 
zuge nicht  vorkommt. 

Nachdem  ich  nun  die  richtige  Formel  kennen  gelernt  habe,  kann  ich 
natürlich  niir  bestätigen,  was  Herr  Grassmann  sagt,  dass  sie  mit  den 
aus  dem  neuen  Grundgesetze  hervorgehenden  Ausdrücken  vollkommen  über- 
einstinmit,  und  ich  freue  mich,  mit  einem  so  gelehrten  und  scharfsinnigen 
Forscher  in  Untersuchungen,  die  auf  ganz  verschiedenen  Wegen  geführt 
sind,  zusammengetroffen  zu  sein.  Bonn,  im  Mai  1877. 

Zu  S.  210,  Z.  4  —  9.  Wir  begnügen  uns,  umgekehrt  nachzuweisen, 
dass  aus  der  Formel  (2*)  für  die  Kraft  die  Formel  (1)  für  die  x- Komponente 
der  Kraft  folgt.  Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir,  wie  Grassmann  es  nachher 
selbst  andeutet: 


*)  Dieses  Jonmal  Bd.  82,  S.  86. 
)  Poggendorffs  Annalen  Bd.  64,  S.  1. 
*•)  Fortschritte  der  Physik  Bd.  I  (1846),  S.  626. 


über  mathematieche  Physik.   V— VII. 


257 


q  =  %  {dx\  +  dy\  +  dz'e^ 

5  ==  i  {dx  c^  +  dye^  +  dz  e,) 

und  finden  zunächst: 

X  —  x'    y  —  y 

dx'  dy' 


[rq\=^i'2 


k«2]> 


wo  das  Zeichen  £  die  cyküsche  Summe  in  Bezug  auf  die  Indices  1,  2,  3 
und  die  Buchstaben  o:,  y,  z  bezeichnet.  Ferner  ist  (Aj,  Nr.  147  und  148, 
d.  Ausg.  I,  2,  S.  115  f.): 

K  i  C2]  *=  k  kl  =  0 


also: 
Demnach  wird: 


z  —  Z       X  —  X 
dz  dx' 


X  —  X     y  —  y 
dx'  dy' 


dy\  Cj. 


und: 


ki% 


dz- 

X  =  ^  [dx  2{x  -  x)dx  -  {x  -  x')i:dxdx'} , 
was  mit  S.  204,  Z.  8  v.  u.,  also  auch  mit  (1)  übereinstimmt. 

VI.  Bemerkungen  zur  Theorie  der  Parbenempfindungen  (1877). 

Zu  S.  216,  Z.  20.  In  der  physiol.  Optik  (l.  Ausg.)  heisst  es  auf  S.  282, 
Z.  3 — 7:  „Der  Farbeneindruck,  den  eine  gewisse  Quantität  x  beliebig  ge- 
mischten Lichtes  macht,  kann  stets  auch  hervorgebracht  werden  durch 
Mischung  einer  gewissen  Quantität  a  weissen  Lichtes  und  einer  gewissen 
Quantität  h  einer  gesättigten  Farbe  (Spectralfarbe  oder  Purpur)  von  be- 
stimmtem Farbentone.^* 

Zu  dem  ganzen  Aufsatze  vergleiche  man  noch  die  Anmerkungen  auf 
S.  251—255. 

VII.   Ueber  die  physikalische  Natur  der  Sprachlaute. 
Wiedemanns  Amialen  Bd.  1  (1877). 

Zu  S.  222,  Z.  5  V.  u.  Bald  nachher  hatte  Grassmann  seine  Theorie 
der  physikalischen  Gesellschafb  zu  Stettin  ausführlicher  mitgetheilt.  In  den 
auf  S.  251,  Z.  2  v.  u.  angeführten  „Mittheilungen"  liest  man  auf  S.  65 — 67: 

Actum  Stettin,  den  2.  November  1854. 

Der  Professor  Grassmann  hält  einen  Vortrag  über  die  physikalische 
Natur  der  Sprachlaute. 

Der  Vortragende  gab  zuerst  eine  kurze  Uebersicht  über  die  bisherige 
Theorie  der  Vokaltöne,  wie  sie  namentlich  durch  Willis  entwickelt  worden 
ist;  und  fand  das  Mangelhafte  dieser  Theorie  darin,  dass  erstens  das  Wesen 
des  Vokales  in  ihr  nicht  klar  hervortritt  und  zweitens  in  ihr  nur  Eine  Reihe 
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von  Vokalen  angenommen  wird,  während  doch  die  Vokale  unendlich  viele 
üeY>ergänge  gestatten,  und  daher  nicht  in  einer  Linie  sondern  nur  in  einer 
Fläche  dargestellt  werden  kOnnen.  Darauf  versuchte  der  Vortragende,  diese 
Theorie  durch  eine  Reihe  von  Versuchen  zu  vervollständigen.  Er  zeigte, 
wie  man  bei  jedem  Vokale  ausser  dem  Grundtone,  in  welchem  der  Vokal 
gesungen  wird,  noch  einen  oder  mehrere  leise  mitklingende  Nebentöne  ver- 
nimmt. Und  dass  diese  mitklingenden  Nebentöne  es  sind,  welche  dem 
Schalle  diejenige  Modifikation  mittheilen,  welche  wir  mit  dem  Namen  eines 
Vokales  bezeichnen.  Es  zeigte  sich,  dass  diese  Nebentöne  bei  dem  Ueber- 
gange  von  u  durch  ii  zu  t  nur  einfach  auftreten,  und  hier  jedesmal  die- 
selben sind,  welche  man  bei  gleicher  Mundstellung  durch  Pfeifen  hervor- 
bringen würde.  Es  zeigte  sich  femer,  dass  diese  Nebentöne  jedesmal  die- 
jenigen Töne  sind,  welche  zu  dem  gesungenen  Qmndtone  die  harmonischen 
Nebentöne,  d.  h.  diejenigen  Töne  sind,  welche  eine  den  Orundton  angebende  Saite, 

nach  und  nach  hervorbringen  würde,  wenn  man  sie  in  2,  3,  4 Theile 

theilte.  Man  konnte  diese  Töne  verfolgen  vom  eingestrichnen  bis  zum  vier- 
gestrichnen  g.  Und  zwar  gaben  die  Nebentöne  von  ^  bis  ^  den  Vokal  «, 
von  da  bis  g  den  Vokal  ü,  von  da  bis  zum  g  und  vielleicht  noch  höher 
hinauf  den  Vokal  t;  woraus  sich  schon  ergiebt,  dass  es  unmöglich  ist  auf 
einen  hohem  Ton  als  das  g  den  Vokal  u  zu  singen.  Als  das  Wesen  des 
Vokales  a  ergab  sich  das  Mitklingen  eines  ganzen  Accordes  von  Nebentönen, 
welche  alle  fast  von  gleicher  Stärke  sind.  Der  so  mitklingende  Accord 
besteht  aus  den  ersten  8,  und  bei  sächsischer  Aussprache  aus  den  ersten  6 
harmonischen  Nebentönen;  woraus  schon  hervorgeht,  dass  weder  bei  sehr 
tiefen  noch  bei  sehr  hohen  Tönen  ein  reines  a  zu  singen  möglich  ist,  in- 
dem es  dort  dem  o,  hier  dem  e  sich  nähert.  Dann  ging  der  Vortragende 
zur  Betrachtung  der  Konsonanten  über.  Unter  ihnen  sind  die  Semivocales 
sowie  die  weichen  Hauche  (tr,  s,  j)  noch  von  einem  Ghnmdtone  von  be- 
stimmter Höhe  begleitet.  Unter  den  Semivokalen  wurden  zuerst  die  Nasale 
betrachtet.  Es  zeigten  sich  hier  bei  m,  n,  ng  dieselben  Neben  töne  wie  bei 
u,  t,  a,  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Nebentöne  hier  den  Grundton  mehr 
überwuchera,  und  daher  schon  dem  Laute  mehr  der  Charakter  eines  Kon- 
sonanten verliehen  wird.  Bei  dem  l  tritt  eine  Gruppe  von  Nebentönen, 
welche  je  nach  der  Aussprache  die  Nebentöne  des  ^  bis  $  sind,  hervor, 
aber  viel  stärker  mitklingend  als  bei  den  entsprechenden  Vokalen,  und  von 
den  Nasalen  dadurch  verschieden,  dass  diese  Tongmppe  plötzlich  hervortritt. 
Das  r  zeigte  sich  als  ein  schneller  mehrfach  wiederholter  Wechsel  zwischen 
dem  l  und  dem  Vokale. 

Bei  den  Semivokalen  fehlt  das  Geräusch,  welches  allen  übrigen  Kon- 
sonanten eigen  ist.  Das  Geräusch  besteht  in  dem  Zugleicherklingen  mehrerer 
unharmonischen  Töne.  Bei  den  Konsonanten  ist  aber  in  diesem  Geräusche 
dennoch  eine  Höhe  imd  Tiefe  zu  unterscheiden,  indem  die  imharmoniscbe 
Tongmppe  bald  höher  bald  tiefer  liegt,  bald  einen  grösseren  bald  einen  ge- 
ringeren Umfang  einnimmt.  Die  Stosslaute  (p,  i,  k  u.  s.  w.)  unterscheiden 
sich  von  den  Hauchen  nur  durch  ihre  kurze  Dauer.  Es  erschien  dskher  nur 
nothwendig,  die  Hauche  näher  zu  betrachten.  Unter  ihnen  zeigen  die 
weichen  Hauche  noch  einen  aus  der  Stimmritze  hervorgehenden  Ton  neben 
dem  Geräusche.  Dies  Geräusch  umfasst  bei  den  Gaumenbuchstaben  die 
Nebentöne  vom  a  bis  zum  t,  erstere  bei  den  Kehlbuchstaben,  letztere  bei 
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den  mit  der  Vorderznnge  gesprochenen  Gaumbuchstaben.  Die  Lippenbuch- 
staben zeigen  die  Nebentöne  des  ü  und  u,  letztere  in  der  Englischen  Aus- 
sprache hervortretend.  Die  Zahnbnchstaben  endlich  (5,  d,  t)  zeigen  Neben- 
töne, welche  höher  sind  als  die  des  i,  so  dass  also  diesen  keine  Vokale 
entsprechen.  Schliesslich  wurde  noch  auf  ein  Mittel  hingedeutet  um  die 
Sprachlante  objektiv  hervorzubringen,  d.  h.  bloss  durch  gleichzeitiges  Her- 
vorbringen der  gehörigen  Töne  in  dem  betreffenden  Intensitätsverhältnisse. 

Zu  S.  223,  Z.  21—23.  Der  Titel  der  Helmholtzschen  Untersuchungen 
ist:  „Die  Klangfarbe  der  Vokale",  Vortrag  in  der  Sitzung  der  Akademie 
vom  2.  April  1859.  Gelehrte  Anzeigen  der  k.  B.  Akademie  der  Wiss. 
Bd.  48,  Nr.  67,  18.  Juni  1859,  S.  537—541;  Nr.  68,  20.  Juni  1859, 
S.  545—549;  Nr.  69,  22.  Juni  1859,  S.  553—556.  Wiederabgedruckt  in 
den  Gesammelten  wissenschaftlichen  Abhandlungen  Bd.  I,  S.  397 — 407. 

Zu  S.  224,  S.  7  —  18.  Das  Citat  aus  den  „Tonempfindungen"  ist  mit 
den  Worten:  „beim  scharfen  A  oder  Jl"  zu  Ende. 

Zu  S.  225,  Z.  21  f.  Das  Buch  von  Sievers  ist  bei  Breitkopf  und 
Härtel  erschienen,  die  zweite  Auflage  (I88I)  und  alle  folgenden  unter  dem 
Titel:  „Grundztige  der  Phonetik". 

Zu  S.  228,  Z.  21:  £.  von  Quanten,  „Einige  Bemerkungen  zur  Helm- 
holtzschen VocaUehre",  Pogg.  Ann.  Bd.  154,  S.  272—294,  522—552  (1875), 
mitgetheilt  aus  der  öfversigt  af  Kongl.  Vetensk.  Akad.  Handlingar,  1874^ 
No.  6,  Stockholm. 

Zu  S.  237,  Z.  9.  Der  Nachweis  des  weichen  (besser  stimmhaften) 
Lautes  c,  der  dem  altindischen  g  entspricht,  findet  sich  bei  As  coli,  Vor- 
lesungen über  die  vergleichende  Lautlehre  des  Sanskrit,  des  Griechischen 
und  des  Lateinischen,  gehalten  an  der  Mailänder  wissenschaftlich-litterarischen 
Akademie,  übersetzt  von  Bazziger  und  H.  Schweizer-Sidler,  Halle, 
Buchhandlung  des  Waisenhauses  1872,  S.  79  ff.,  besonders  S.  86  f. 

Zu  S.  239,  Z.  16.  C.  H.  C.  Grinwis,  Ueber  die  Theorie  der  Resona- 
toren, aus  den  Archives  Nierlandaises  VTII,  417  mitgetheilt  in  Pogg.  Ann. 
Bd.  160,  S.  276—291  (1877),  datirt  Utrecht,  März  1873. 

Zu  S.  239,  Z.  11  V.  u.  F.  Auerbach,  „Untersuchungen  über  die 
Natur  der  Vocalklänge",  Poggend.  Ann.  Ergänzungsband  VIII,  Stück  2, 
S.  177—225  (1878),  datirt  Berlin  5.  Juni  1876.  Derselbe  hat  bald  nach- 
her in  der  Arbeit:  „Zur  Grassmannschen  Vocaltheorie*',  Wiedemanns  Ann. 
Bd.  4,  S.  508— '515  (1.878)  Grassmanns  Behauptungen  zu  widerlegen 
gesucht.  Dagegen  ist  Grassmanns  Ansichten  günstig  die  Arbeit  von 
J.  Lahr  „Die  Grassmannsche  Vocaltheorie  im  Lichte  des  Experiments *', 
Wied.  Ann.  Bd.  27,  S.  94—119  (1886). 

Zu  S.  258,  Z.  6  V.  u.     Ln  Originale  steht:  „Die  Stosse". 
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Sachregister 

zu  den  Abhandlungen  über  Mechanik  und  mathematische 

Physik*). 


AchtuDclvierzigflächner  131  f.,  l>e- 
sondere  F&lle  des  A.8  132  f.,  seine  drei 
Halbgestalten  184—137,  seine  Viertels- 
gestalt 137. 

Achtzähliges  System  125,  seine  Ge- 
stalten und  Halbgestaltcn  138—140. 

Addition  s.  Strecke,  Kraft,  Parallelo- 
gramm. 

A echte  unendliche  Reihen  6. 

Aeqnatorebene  beim  sechszähligen 
System  141. 

Aeusseres  Produkt,  s.  d.;  ä.  Kraft  s.  d. 

Amperesches  Gmndgesetz  der  Elek- 
trodynamik, seine  hypothetischeOrund- 
lagc  und  seine  Mängel  146—150.  Be- 
seitigung des  Willkürlichen  aus  der 
Anip^reschen  Hypothese  150 — 153. 

Arbeit  eines  Vereins  von  Punkten  34, 
36;  A.  einer  Kraft  34  f.  Beziehung 
zwischen  beiden  35;  A.  der  inneren 
Kräfte  zwischen  zwei  Punkten  36  f., 
zwischen  einem  Verein  von  Punkten 
37  f.  —  A.  u.  lebendige  Kraft  55. 

Aussenpunkte  einer  einf.  Gestalt  des 
regelm.  Systems  128,  ihre  Bestimmung 
180. 

AuHsenradien  einer  einf.  Gestalt  des 
regelm.  Systems  128,  ihre  Bestimmung 
130. 

Aussenträger  128,  seine  4  Schnitt- 
punkte mit  den  48  getragenen  Ebenen 
120. 

Axe  122. 


Axenabschnitte  einer  getragenen 
Ebene  126,  ihre  Beziehung  zu  den 
Richtstücken  des  Tr&gers  126  f. 

Axenkreuz  122. 

Bedingnngsgleichungen  fOr  die 
Punkte  eines  Vereins  57  f. 

Beharrungsgesetz  11. 

Beschleunigung  eines  Punktes  als 
zweiter  Diffqu.  einer. Strecke  61. 

Bewegung  eines  Punktes  8  f.,  berechnet 
aus  der  Bewegungsänderung  10.  — 
B.  auf  einer  sich  gleichmässig  drehen- 
den Kurve  98—95. 

Bewegungsänderung  (Beschleunig- 
ung) eines  Punktes  und  ihre  Bildung 
8r 

Bewegungsgleichung  (Geschwindig- 
keit) eines  Punktes,  abgeleitet  aus 
seiner  Ortsgleichung  6  f. 

Blählaut  288. 

Breite  eines  Geräusches  284. 

Centrifugalkraft  43. 

Clausiussches  Gesetz  über  die  Wirkung 
zweier  Stromelemente  auf  einander 
identisch  mit  dem  Grassmannschen 
Grundgesetze  203—206. 

Complcmentarfarbe  161,  214  ff.,  all- 
gemeiner Beweis  ihrer  Elxistenz  164 
—  166. 

D'Alembertsches  Princip  59. 

Differentialquotient  nach  der  Zeit, 
seine  Bezeichnung  49  f.  —  Partieller 
D.  einer  Funktion  von  Strecken  nach 


*)  Das  Programm  S.  174 — 202  ist  hierbei  ausser  Betracht  gelassen. 
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einer  Strecke  50;  Unabhängigkeit 
dieser  Definition  von  der  Wahl  des 
Normalvereins  60  f. 

Differenzial  7. 

Doppelpyramiden  im  achtzähligen 
System  139,  im  yierzähligen  140,  im 
sechszähligen  146. 

Drehungen  um  einen  festen  Punkt  75 
—81. 

Ebbe  und  Fluth  65—72. 

Ebene,  getragene  Ebene  126.  Regel 
über  die  Verbindung  dieser  Ebenen  129. 

Einfach  s.  Gestalt. 

Einzähliges  System  126,  146. 

Elementaraxe  s.  Axe. 

Elementarkräfte  s.  Ursprüngliche 
Kräfte. 

Elementarträger  122,  s.  Hauptträger. 

Elliptisches  Qliedim  Ausdrucke  der 
Kraft  und  der  mittleren  Bewegung  64  f. 

Erhoben  s.  Winkel. 

Fall  schwerer  Körper  17  f. 

Farbeneindruck,  die  drei  Momente 
bei  einem  F.  162. 

Farbenton  162. 

Fester  Körper  40,  seine  Bewegung  um 
einen  unbeweglichen  Punkt  40,  unter 
dem  Einflüsse  der  Schwere  41  f. 

Flächenbewegung  eines  Vereins  von 
Punkten  31 ;  ihre  Aenderung  82  f.  —  ün- 
veränderlichkeit  der  gesammten  F.  55. 

Flächenbildende  Kraft  116,  117f. 

Flächenraum  s.  Parallelogramm. 

Flächentragende  Linien  121  f. 

Fliehkraft  43. 

Fliehmoment  einer  Kraft  100. 

Foucaultsches  Pendel  95  f. 

Gegenkraft  einer  Kraft  116. 

Gegenwirkung,  Gesetz  der  G.  11. 

Geometrische  Summe  169,  172. 

Geräuschlaute,  ihre  Breite  und  mitt- 
lere Höhe  234. 

Gesättigte  Farben  214. 

Geschlossener  Strom  s.  StronL 

Geschwindigkeit  eines  Punktes  als 
Strecke  4,  als  Diffqu.  einer  Strecke  51. 

Gestalt,  einfache  121.  Konstruktion 
einer  einf.  G.  des  regelmässigen  Sy- 
stems 128—131. 


Getragene  Ebene  s.  Ebene. 

Gleiche  Kräfte  121. 

Gleichgewicht,  verschiedene  Auf- 
gaben über  das  G.  83—88;  G.  eines 
in  eine  Flüssigkeit  eingetauchten  Kör- 
pers 88—91. 

GleichwerthigeTrägerl22,ihreKenn- 
zeichen  122 f.,  124 f.  —  Gl.  Tr.  im 
regelmässigen  System  128,  im  acht- 
zähligen  138,  im  vierzähligen  140,  im 
sechszähligen  141. 

Grassmann  sches  Grundgesetz  der  Elek- 
trodynamik 153 f.,  203,  205 f.,  210, 
seine  Deutung  für  den  Fall,  dass  die 
Verlängerungen  der  Elemente  einander 
schneiden  154  f.,  für  den  allgemeinen 
Fall  156 f.,  248 ff.  Analogie  mit  der 
Gravitation  155—157.  —  Weg  zur 
Entscheidung  zwischen  diesem  und 
dem  A  m  p  ä  r  e  sehen  Gesetze  1 57 — 1 60. 

Gravitation  16,  das  Gravitationsgesetz 
abgeleitet  aus  den  Keplerschen  Ge- 
setzen 25—28, 38  f. — Analogie  zwischen 
Gr.  und  Elektrodynamik  155—157. 

Grundgesetz  der  Mechanik  51,  53. 

Halbgestalten,  ihre  Entstehung  134, 
ihre  Konstr.  134—137,  139  f.,  140,  146. 

Halbvokale  232—234. 

Hauchlaute  235f. 

Hauptaxe  beim  achtteiligen  System 
138,  beim  sechszähligen  141. 

Hauptaxen  eines  Körpers  102 — 104. 

Hauptpunkte  einer  einfachen  Gestalt 
des  regelm.  Systems  128,  ihre  Be- 
stimmimg 129  f. 

Hauptradien  einer  einf.  Gestalt  des 
regelm.  Systems  128,  ihre  Bestimmung 
129  f. 

Hauptträger  =s  Elementarträger  128, 
seine  3  Schnittpunkte  mit  den  48  ge- 
tragenen Ebenen  128  f. 

Ideelle  Lichtgebilde  220. 

Innere  Kräfte  s.  Kraft;  inneres  Produkt 
s.  d. 

Integration  s.  mittlere. 

Intensität  der  Farbe  und  des  beige- 
mischten Weiss  162. 

Keplersche  Gesetze  22—29. 

Kontrast  220f. 
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Koordinaten  b.  Richtstücke. 

Kraft  10,  ihr  MaaM  11,  Addition  der 
Kr&fte  11  f.,  innere  Kiftfbe  15.  —  Ein- 
fache Kr.  52.  —  Innere  und  äussere 
Ki^Ae  58  f.  ^  Die  K.  als  part.  Diff. 
des  Potenüals  56  f.  —  Kr&fte,  die  Be- 
dingungsgleichnngen  ersetzen  58  f.  — 
Bestimmung  der  K.  zu  einer  gegebenen 
Bahn  91—93.  —  Reduktion  eines 
Kräftesystems  99 f.  —  Kräfte,  die  an 
den  Punkten  eines  festen  Körpers  an- 
greifen 107—110.  —  s.  auch  Flächen- 
bildend, Mittlere,  Ursprüngliche, 
Gleiche. 

Kr j stall,  Znfälliges  und  Wesentliches 
an  den  einzelnen  Kr.  116  f. 

Krystallbildnng  s.  Naturgesetz. 

Krjstall System,  sein  Begriff  124;  die 
sechs  Kry Stallsysteme  125  f. 

Lebendige  Kraft  u.  Arbeit  55. 

Leuzitgestalt,  besond.  Fall  des  48- 
Flächners  188;  ihre  Halbgestalt  184, 
185. 

Lichtintensität,  gesammte,  einer 
Mischung  von  Farben  171. 

Linearer  Complex  s.  Nullsystem. 

Linientheil  als  Produkt  zweier  Punkte 
97 ;  unendlich  entfernter  L.  97  f. ;  L.  als 
Repräsentant  einer  unendlich  kleinen 
Rotation  um  eine  Axe  100. 

Maschinenarm  44. 

Masse  11,  58. 

Mischung  von  Farben,  ihre  stetige 
Aenderung  163;  zu  jeder  Farbe  giebt 
es  eine  andere,  die  mit  ihr  gemischt 
Weiss  liefert  164—166.  Bestimmung 
dieser  Farbe  166—171.  Vergleich  mit 
der  Newtonschen  Regel  166  f.  Dritte 
Voraussetzung  über  die  Mischung  168. 
Die  M.  als  geometrische  Addition  169  f., 
als  Schwerpunktskonstniktion  171  f., 
vgl.  auch  217—219.  Annahme  über 
die  Lichtintensität  der  M.  171. 

Mittlere  Bewegung  eines  Vereins  59 
—66. 

Mittlere  Höhe  eines  Geräusches  234. 

Mittlere  Integration  linearer  Dif- 
ferentialgl.  60  f. 

Mittlere    Kraft    117—120,    ihre    Zu- 


sammensetzung aus  drei  ursprüng- 
lichen Kräften  und  ihre  Bezeichnung 
119,  ihre  Träger  120.  —  Mittlerer 
Träger  127. 

Moment  einer  auf  einen  Punkt  wirken- 
den Kraft  82. 

Multiplikation  s.  Pcodukl 

Naturgesetz  derKiystallbildung  117f., 
seine  math.  Erweiterung  118—120. 

Nebenaxen  beim  achtzähligen  System 
188,  beim  sechszähligen  141. 

Negative  Farben  214. 

N  o  r  d  p  o  1  beim  sechszähligen  System  1 43. 

NormaWerein  dreier  paarweise  senk- 
rechter Strecken  von  der  Länge  Eins 

48.  Uebergang  von  einem  N.  zu  einem 
andern  48  f. 

Nullsystem  als  Summe  zweier  Linien- 
theile  98. 

Oktaeder,  besond.  Fall  des  48-Fläch. 
ners  133,  seine  Halbgestalt  (Tetraeder) 
184,  185. 

Ortsgleichung  der  Bewegung  eines 
Punktes  6. 

Parallelepipedon  s.  Spat 

Parallelogramm  (Flächenraum)  als 
äusseres  Produkt  zweier  Strecken  29, 
47,  als  unendlich  entfernter  Linien- 
theil 97;  Addition  von  P.en  30  f.,  47  f., 
208.  —  P.  der  Kräfte  62. 

Partialtöne  226,  s.  Vokale. 

Pendel  41—43. 

Pole  beim  sechszähUgen  System  143. 

Potential  56f. 

Produkt,  äusseres  zweier  Strecken  29, 
47,  210,  seine  Gesetze  30 f.,  47 f., 
inneres  P.  34,  48;  äusseres  P.  dreier 
Strecken  48.  Umwandlung  von  Gleich, 
zwischen  solchen  P.en  in  algebr.  Gl. 

49.  —  Pr.  (äusseres)  zweier  Punkte 
166,  zweier  Strecken  166.  —  Inneres 
Pr.  eines  Flächenraumes  in  eine  Strecke 
208.  —  Das  Pr.  im  Gebiete  der  Licht- 
empfindungen 219—221. 

Punktgrösse  1.  und  2.  Stufe  97. 

Purpur  162. 

Pyramidenoktaeder,  besond.  Fall 
des  48-FlächnerB  132;  seine  Halbge- 
stalt 134,  135 
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Pyramiden  im  achtz&hligen  und  im 
vieizähligen  System  140. 

Pyramidenwürfel,  besond.  Fall  des 
48-Flächner8 133,  seine  Halbgestalt  136. 

Quadrat,  inneres  48. 

Quaternionen  220. 

Radien  128. 

Radius  vector  s.  Träger. 

Regelmässiges  System  125,  Konstruk- 
tion seiner  Grestalten  und  Halbgestalten 
128—137. 

Resonatoren,  ihre  Mängel  224,  ihre 
Theorie  239. 

Reversionspendel  42. 

Rhombendodekaeder,  besond.  Fall 
des  48-Flächners  133. 

Rhomboederim  sechszähligen  System 
146. 

Rieht  stücke  eines  Trägers  126. 

Schwere  16  f. 

Schwerpunkt  eines  Vereins  von 
Punkten  und  seine  Konstruktion  12 
—14,  171;  sein  Weg  (Bewegungsänd.) 
bestimmt  aus  den  Wegen  (Bewegungs- 
änderungen) der  einzelnen  Punkte  14  f., 
unabhängig  von  den  inneren  Kräften 
15;  seine  Bewegung  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Schwere  17.  —  Gleichung 
für  die  Bewegung  des  S.  53  f.  —  Seh. 
eines  ebenen  Vierecks  82,  einer  sphä- 
rischen Figur  82  f.  —  Der  Seh.  als 
geometrische  Summe  172.  —  Schwer- 
punktskonstruktion in  der  Vokaltheorie 
230  f. 

Schwimmen  (statisches)  88 — 91. 

Schwingungsradius  (Trägheits- 
radius) eines  Körpers  i.  B.  auf  eine 
Axe  40  f. 

Sechszähliges  System  126,  seine  Ge- 
stalten und  Halbgestalten  140—146. 

Skalen oeder,  Halbgestalt  des  achtzäh- 
ligen  Systems  140.  —  Sk.  im  sechs- 
zähligen System  145,  seine  Halbge- 
stalten 146. 

Spat  als  äuss.  Prod.  dreier  Strecken  48. 

Stoss  43f.;  105—107. 

Stosslaute  237 f. 

Strahl,  Wirkung  eines  durchströmten 
Strahls   auf  ein   Stromelement  nach 


Ampere  151 — 153,  nach  Grassmann 
153. 

Strecke,  ihr  Begriff  4,  47,  Addition  u. 
Subtr.,  Vervielfachung  und  Theilung 
von  St.  4  f.,  47, 169  f.,  208.  —  Differen- 
tialquotient einer  Strecke  nach  der 
Zeit  49  f.  —  St.  als  Differenz  zweier 
Punkte  (unendlich  entfernter  Punkt)  97. 

Strom,  Wirkung  eines  geschlossenen 
Stroms  auf  ein  Stromelement  207 — 
209,  210,  211  f. 

Südpol  beim  sechszähligen  System  143. 

Summe,  geometrische  169,  172. 

Tetraeder  als  Halbgestalt  des  Okta- 
eders 134,  135. 

Tetraedrische  Halbgestalten  134. 

Tetrakontaoktaeder  131. 

Theilzahl  eines  Theils  127;  Th.  des 
Abschnitts  auf  dem  mittleren  Träger, 
wenn  die  Th.en  der  Abschnitte  auf 
den  einzelnen  Trägem  gegeben  sind. 
127  f, 

Träger.  Eine  Strecke  als  T.  eines 
Punktes  5;  der  T.  berechnet  aus  der 
Bewegung  oder  Bewegungsändenmg 
9f. 

Träger  von  Ebenen  122;  die  48  auf 
gleiche  Weise  zusanmiengesetzten  Tr. 
122.    Mittlerer  Tr.  127. 

Trägheitsmoment  eines  Körpers  101 
—105. 

Unregelmässiges  System  126. 

Ursprüngliche  Kraft  119,  ihre  Be- 
zeichnung 120,  ihre  Auswahl  120  f. 

Verschiebung  u.  Verschiebungs- 
system  eines  Punktes  bei  unendlich 
kleinen  Drehungen  80. 

Vertieft  s.  Winkel. 

Viertelsgestalt  des  48-Flächners  137. 

Vierundzwanzigzähliges  (regel- 
mässiges) System  125. 

Vierzähliges  System  12&,  seine  Ge- 
stalten und  Hidbgestalten  140. 

Vokale  und  ihre  charakteristischen 
Partialtöne  bei:  u,  ü,  i  225—228;  bei 
a  228  f.  Ableitung  aller  übrigen  aus 
drei  Grundvokalen  229—231.  Ge- 
schärfte Vokale  und  Diphthongen  231  f. 
Vgl.  auch  S.  257  f. 


264    Sftchregiiier  zu  den  Abhandlnngen  Aber  Mechanik  und  mathemaÜBche  Physik. 


WiederholnngBzeiger  b.  Zeiger. 

Winkel,  erhobene  and  yertiefte  129.  — 
W.  zweier  Farben  216. 

WinkelstrOme  150,  Einwirkung  eines 
Wfl.  auf  ein  Element  ans  dem  Ampere- 
Bchen  Gesetze  abgeleitet  151 — 153. 

Wirknngsebene  eines  geschlossenen 
Stroms  auf  ein  Element  209,  212. 

Würfel,  besond.  Fall  des  48-Fl&chners 
138. 

Wurf,  Aufgaben  darüber  18—22. 

Zeiger  eines  ellipt.  Gliedes  64. 

Zeiger  (Wiederholungszeiger)  einer  zu- 
sammengesetzten Kraft  120. 


Zischlante  286f. 

Zusammengesetzte  Gestalten  137 f. 

Zweizahliges  System  125 f.,  146. 

Zwischenaxe  beim  achtzähligen  Sy- 
stem 138,  beim  sechszähligen  144. 

Zwischenpunkte  einer  einfachen  Ge- 
stalt des  regelm.  Systems  128,  ihre 
Bestimmung  180. 

Zwischenradien  einer  einfachen  Ge- 
stalt des  regelm.  Systems  128,  ihre 
Bestinmiung  130. 

Zwischenträger  128,  seine  6  Schnitt- 
punkte mit  den  48  getragenen  Ebenen 
129. 
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Schlömilch  6. 

Sievers  232. 

Staudt  97 f. 

ünger,  F.  W.,  262. 

Weber,  W.  206 f. 

Willis,  R.  222,  257. 


Druckfehler  und  Berichtigungen. 

S.  41,  Z.  3  Y.  a.  fehlt  die  Elammer  (  vor  A  Ä^^ . 

S.  112,  Z.  3  y.  a.  ist  statt  [pl]  zu  lesen:  [pq\l. 

S.  119  in  der  Kopfüberschrift  lies:  Das  Naturgesetz  der  Erystallbildong  und 
seine  Erweitenmg. 

S.  134,  Z.  21  \ies:  überhaupt. 

S.  141  und  142,  Fig.  9  b,  statt  z  lies  Z, 

S.  161  und  154,  Fig.  2:  der  Bachstabe  a  ist  zu  tilgen  und  an  die  Gerade, 
die  die  Scheitel  der  Winkel  a  und  ß  verbindet,  ist  der  ßuchstabe  r  zu  setzen. 

S.  179,  Z.  20  lies:  „zwischen  e  und  /*". 

S.  201  in  der  EopfCLberschrift  lies:  „Auge  und  Sehen*'. 


Zum  zweiten  Theile  des  ersten  Bandes. 

S.  842,  Z.  16,  18,  20  müsste  eigentlich  gesetzt  werden: 
dx  =  e^dx^  +  e^da?!  +  . . .  +  ejx^  +  e^^^dp,  +  . . .  +  e^^^^dp^^^^ 

n— 1 

1 
(Nach  einer  Mittheilung  von  Herrn  Adelung  in  Petersburg.) 

S.  472,  Z.  11 — 13.     Folgerichtig  würde  man  hier  noch  p,  g,  r,  8   durch  die 
Ausdrücke: 

p  —  [u|«J,   q  =  [«|ej,   r  =  [w|  cj,   8  =  [u\€j] 
ersetzen. 

S.  488,  Z.  16^20.    Diese  Andeutungen  sind  etwas  zu  knapp  gerathen.    Ist 
i  eine  der  Zahlen  1 . . .  2n  -f-  2,  so  ist  allerdings: 

0*.,  0,   ^  . . .  ^2^+2)  —  0  —  (/i.O)  (ft,  .  .  .  fl-an-f  2) ' 
wenn  also  die  Ausdrücke   (^0)  ...  0^3^+2^)  ^^^^  ^®  verschwinden,  so  folgt  so- 
fort: (/tj  •  •  •  f^8n+2)  "^^  ^'     ^^^^   ^^^  diese  Ausdrücke   alle  null,    so   kann  man 
nicht  so  schliessen^  sondern  muss  den  Ausdruck: 

0*2n+8^^   •••f*2»+«) 
Grassrnftnn,  Werke.    IL  2.  17** 


266  Zorn  zv«iten  Tfieile  des  entCB  Bandet. 

Uildeo«  der  nch  üAtcr  den  Vormufetzimgen  des  Satzes  auf 

ndndxt^  der  aber  aodreneits  xo  der  Form: 

gesebriebeD  werdeo  kamt  nnd  infol|E^efi«ii  anch  ^eich 

ist.    Yerteb winden  nun  die  Grössen  'Mi  0^  . . .  ^^^^,0^  alle,  aber  y*,^,'^'.  nicht, 
so  ergiebt  sieb  aacb  jetzt  >,  . . .  fi«^_^^;  «  0. 
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